Matematik Diinyasi, 2003 Kis

Metrik Uzaylar

ki nokta arasindaki mesafe, halk arasinda, nok-
Italardan birinden digerine gitmek icin katedilen

en kisa yolun uzunlugu olarak bilinir. Pek yan-
lig bir tamim sayilmaz. Bu yazida “mesafe”nin ma-
tematiksel anlamini desecegiz. Once ¢ok bilinen
orneklerle baglayalim.

Ornek 1. Bir dogru iistiinde koordinatlari x ve y
olan X ve Y noktalar1 arasindaki mesafe, herkesin
bildigi tizere, d(X, Y) = Ix — yl olarak tanmimlanir.

X(x)

lx =yl Y(y)

Aym formili soyle yazmak yazimiza birlik
saglayacaktir:

2

)

d(X,Y) = J(x -y

Ornek 2. Bir diizlemde (yani iki boyutlu bir
Oklid uzayinda) koordinatlari (xy, x5) ve (v, y)
olan X ve Y noktalari arasindaki mesafe, bu dergi-

Y(yp ¥,)
yz /
x [ 4
2 X(x, %,) P(yy, x5)
X1 V1

Pisagor Teoremi’ni PXY dikiicgenine uygu-
layacak olursak,
IXYI2 = IXPI2 + IPYI2 = (x; — 1) + (x5 — ¥,)?
¢ikar. Dolayisiyla,

IXY|= \/(x1 —y1)f* + (x1 — 1)

* Kog Universitesi Matematik Boliimii 6gretim iiyesi.
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yi eline alan herkesin bildigi gibi,

d(X,Y) = J(xg —y1)® +(x2 - y2)?

olarak tanimlanir.

Ornek 3. Iginde bulundugumuz uzayda bir
noktanin konumu, bu derginin bu sayfasim oku-
maya koyulan herkesin bildigi tizere, siralanmus ti¢
gercel sayiyla, (xq, x,, x3) olarak belirlenir. Pisagor
teoreminin iki kez uygulanmasiyla, icinde yasadigi-
miz ii¢ boyutlu uzayin X(xq, x,, x3) ve Y(y1, ¥2, ¥3)
noktalar1 arasindaki mesafenin,

d(X,Y) = Jix1 = y0)2 + (x2 - y2)* + (x5 — 3)°

oldugu kolaylikla anlagilir.

Ornek 4. Yukarda yaptiklarimizi genellestirip
boyut sayisini 1, 2, 3’ten n’ye ¢ikaralim. # boyutlu
bir Oklid uzayinda, yani R” kiimesinde, bir nokta

siralanmug 7 gergel sayiyla (x4, ..., x,,) olarak belir-

lenir. Boyle bir uzayda X(xq, ..., x,,) ve Y(y1, -es V,,)

noktalar1 arasindaki mesafe

d(X,Y) = J(x1 = y1)% + oo+ (0 =y

olarak tanimlanir.

Bu Orneklerin Ortak Yani. 7 boyutlu uzay R”
olarak gosterilir, ama biz M simgesini kullanalim.
Yukarda tanimlanan mesafelerden herbiri M x M
kiimesinden pozitif gercel sayilar kiimesi RZ0’ye
giden ve her X, Y, Z € M igin asagidaki ozellikleri
saglayan bir fonksiyondur:

M1. d(X, Y) = 0 ancak ve ancak X = Y ise,

M2. Simetri. d(X, Y) = d(Y, X),

M3. Ucgen Esitsizligi.

d(X, Y)<d(X, Z) + d(Z, Y)

M1 ve M2’nin her # igin yukarda tanimlanan d

mesafeleri i¢in dogru oldugu ¢ok bariz. M3’tin dog-
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rulugunu kanitlamak biraz daha zor olabilir. Okur
kanitlamaya cahssin. (Odiillerimizi unutmayin!)

Kiire. Bir X noktasin-
dan bir baska Y noktasina
gitmek yukardaki oOrnek-
lerde oldugu gibi her za-
man bir dogru pargasi bo-
yunca gerceklesemeyebilir.
Ornegin diinya iizerindey-
sek kiireye benzer bir nesne
tizerinde dolasiriz ve bir noktadan bir bagka nokta-
ya gitmek icin bu kiiremsi tizerinde bir yay ¢izeriz.
O yaylarin en kisasinin uzunluguna, ki o kisa yay-
lardan birkag tane olabilir, d(X, Y) diyelim. Eger
kiireyi M simgesiyle simgelersek, bu fonksiyon da
M x M kiimesinden R=0 kiimesine gider ve yukar-
daki M1, M2, M3 ozelliklerini saglar.

Simit. Diinya illa bir
kiire olmayabilir, dinya
yandaki sekildeki gibi bir
simite de benzeyebilir,
bu diinya benzemiyorsa
bagka bir diinya benze-
yebilir. Eger, karinca mi-

sali, bir simidin tstiinde
yastyorsak, o zaman simidin Ustiindeki X ve Y nok-
talart arasindaki en kisa yolu bulmak i¢in tuhaf bir
egrinin Ustunde yuriimek zorunda kalabiliriz. Tu-
haf ya da degil, boyle bir egri vardir ve bu en kisa
egrinin uzunlugu X ve Y arasindaki (simit Uzerinde-

ki) mesafe olarak tanimlanir. Bu en kisa mesafeye
d(X, Y) dersek ve simide S adini verirsek, burada
tammlanan d, § x §’den RZ0 kiimesine giden ve yu-
kardaki M1,

fonksiyondur.

M2, M3 ozelliklerini saglayan bir
Bunun kaniti son derece basit, okura
birakiyoruz.

New York. Bir

I

an i¢in New York’ta

[
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-

E | : '
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| | r — | yasadigimiz1 varsa-
— = S| yalim. New York
—F i ? P .' haritalarim1  gérmiis-
= —t siiniizdiir. New

— 1R —=| York bilingli ve

C — TRt C .

= #=_=1 e e planli bir bicimde in-
i e s "] sa edildiginden so-

New York, Central Park civari  kaklar1 kuzey-giiney
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ve dogu-bati yoniinde ve nerdeyse diimdizdir. Bir
noktadan bagka bir noktaya gitmek icin New
York’ta tarlada ytirtindtgu gibi yurtinmez, kargimi-
za binalar cikar (sanki Istanbul’da ¢ikmaz!) Dolay:-
styla New York’ta iki nokta arasindaki en kisa yol
hemen hemen higbir zaman dogru parcasi degildir.
Tarlada bile en kisa yol bir dogru pargasi olmaya-
bilir, tarlanin ortasinda bir kuyu olabilir.

New York’un so-
kaklarinin  diimdiiz

ve birim araliklarla

oldugunu varsaya-
lim. Yani New York
sokaklar1 sagdaki se-
kildeki gibi 1zgara bi-
¢iminde olsun. O za-

man koordinatlari

Varsayimsal (ideal!)
New York haritasi
noktasindan koordinatlari (y¢, y,) olan bir Y nok-

(x1, x) olan bir X

tasina gitmek i¢in en kisa yollardan biri once yatay
sonra dikey giden yoldur, dolayisiyla bu iki nokta
arasindaki en kisa mesafe,
dny (X Y) = bep = yql + by = )

dir. Eger New York’un yol haritasinin noktalarina
M dersek, bu dyy fonksiyonu da yukardaki M1,
M2, M3 6zelliklerini saglayan M x M’den RZ0 kii-
mesine giden bir fonksiyondur.

Bu formiili New York haritasindan kurtarip
tim dizlemde tanimlayabiliriz. Diizlemde koordi-
natlari (xq, x,) olan bir X noktasiyla koordinatlar:
(y1, ¥o) olan bir Y noktasi arasindaki mesafeyi,

dny(X, Y) = lxq — yql + |xy — v,
olarak tanimlayalim. Bu, sadece dogu-bat ve ku-
zey-gliney yoniinde yolculuk yapilabilen diizlemde
iki nokta arasindaki en kisa yolun uzunlugudur.
Eger R? kiimesine M dersek, dyyy, yukardaki M1,
M2, M3 ozelliklerini saglayan ve M x M’den R>0
ktumesine giden bir fonksiyondur.

Mesafe. Artik baklay1 agzimizdan ¢ikarma za-
mani geldi. M herhangi bir kiime olsun. M x M kii-
mesinden RZ0 kiimesine giden ve yukardaki M1,
M2, M3 ozelliklerini saglayan bir fonksiyona me-
safe (ya da uzaklik) denir. Boyle bir (M, d) ciftine
de metrik uzay: denir. Demek ki yukardaki 6rnek-
lerin herbiri birer metrik uzayidir.

Bilindik Cemberler. Bir (M, d) metrik uzayin-
da, O € M ve r € R olsun.
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{PeM:dO,P)=r}
kiimesine O merkezli » yaricapli cember denir. Bu
cemberi C(O, r) olarak gosterelim.

Eger r < 0 ise bu cember boskiimedir. (Bundan
da, boskiimenin, merkezi herhangi bir nokta olan
bir ¢ember oldugu gibi pek ise yaramayan bir bilgi
cikar!)

Eger r = 0 ise bu ¢cember sadece tek 6geli bir
kiimedir, {O} kiimesidir. Ama eger r > 0 ise cember
metrik uzayina gore degisir.

Eger M ilk dort 6rnekteki Oklid uzaylariysa
bildigimiz cemberleri elde ederiz: Asagidaki sekil-
lerde gorildugii gibi, bir boyutta ¢emberlerin en
fazla iki noktasi vardir, iki boyutta bildigimiz ¢em-
berleri, ti¢ boyutta kiirelerin ylizeylerini elde ederiz.

Bir boyutlu R Oklid uzayinda
A(a-r) O(a) B(a+r)

"o

Cla,r)={x:lx-al=r={a—r,a+71}

Iki boyutlu R? Oklid uzayinda

A

Clab),7) = ((6,9) : Y (x —a) +(y - b2 =1}

Ug boyutlu R3 Oklid uzayinda

A

2

Cllab,c), 1) = (3, 9,2) :(x— @2 +(y — B2 + (2 — ) = 1)
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Bilinmedik Cember- 4
ler. Simdi gene M = R2
olsun ama bu sefer mesa-
fe tamimimizi degistire-
lim. Once RZ? iizerinde
New York mesafesini

alalim, yani mesafemiz,

dny (1, x2)5 (15 ¥2)) =
lxq — yql + lxy — 5l

olsun. O zaman (0, 0) merkezli 1 yaricapli cembe-

1 yaricapli bir cember!!

rimiz {(x, y) : Ix| + Iyl = 1} olur. Bu ¢emberi cizecek
olursak, sagdaki gibi bir sekil elde ederiz.

Bir baska 6rnek: Gene M = R2 olsun. Simdi
yepyeni bir mesafe tanimlayalim. Eger X = (xq, x;)
ve Y = (v, y) ise,

dyo(X, Y) = max {lxq — yql, Ixy — ¥,l}

olsun. Bu d_, fonksiyonunun yukarda verilen M1,
M2, M3 ozelliklerini sagladigini anlamak kolay.
Simdi bu metrik uzayinda (0, 0) merkezli 1 yari-
¢apli birim ¢emberi bulalim:

C((0, 0), 1) = {(x, y) : max {lxl, Iyl} = 1}
Bu ¢emberi ¢izecek olursak, (0, 0)
merkezli kenar uzunlugu 2 olan bir
kare buluruz!

Elips. Oklid uzayinda elips, veri-
len iki noktaya uzakliklarinin topla-
minin sabit oldugu noktalar kiimesi- baska cember!!
dir. Verilen iki noktaya A ve B dersek, sabit sayiya
da r dersek, demek ki bir elips,
{P:d(A,P)+dB,P) =7

Oklid

uzayinda bildigimiz

kiimesidir.

mesafe kavrami

kullanildigindan
(ikinci Ornegimiz),
Oklid uzayinda bir elips,
{P:d(P,A)+d(P, B) = 1}

bildigimiz elipsi el-
de ederiz.

Soru. M = R2 olsun.
dny(X, Y) = ey =yl + 1xp — )l
ve
dy(X, Y) = max {lxq — yql, Ixy — y,l}
olarak verilen metrik uzaylarinin elipslerinin neye
benzedigini bulun. &

1 yarigaplh bir -



