
‹
ki nokta aras›ndaki mesafe, halk aras›nda, nok-

talardan birinden di¤erine gitmek için katedilen

en k›sa yolun uzunlu¤u olarak bilinir. Pek yan-

l›fl bir tan›m say›lmaz. Bu yaz›da “mesafe”nin ma-

tematiksel anlam›n› deflece¤iz. Önce çok bilinen

örneklerle bafllayal›m.

Örnek 1. Bir do¤ru üstünde koordinatlar› x ve y

olan X ve Y noktalar› aras›ndaki mesafe, herkesin

bildi¤i üzere, d(X, Y) = |x − y| olarak tan›mlan›r.

Ayn› formülü flöyle yazmak yaz›m›za birlik

sa¤layacakt›r:

Örnek 2. Bir düzlemde (yani iki boyutlu bir

Öklid uzay›nda) koordinatlar› (x1, x2) ve (y1, y2)

olan X ve Y noktalar› aras›ndaki mesafe, bu dergi-

yi eline alan herkesin bildi¤i gibi,

olarak tan›mlan›r. 

Örnek 3. ‹çinde bulundu¤umuz uzayda bir

noktan›n konumu, bu derginin bu sayfas›n› oku-

maya koyulan herkesin bildi¤i üzere, s›ralanm›fl üç

gerçel say›yla, (x1, x2, x3) olarak belirlenir. Pisagor

teoreminin iki kez uygulanmas›yla, içinde yaflad›¤›-

m›z üç boyutlu uzay›n X(x1, x2, x3) ve Y(y1, y2, y3)

noktalar› aras›ndaki mesafenin, 

oldu¤u kolayl›kla anlafl›l›r. 

Örnek 4. Yukarda yapt›klar›m›z› genellefltirip

boyut say›s›n› 1, 2, 3’ten n’ye ç›karal›m. n boyutlu

bir Öklid uzay›nda, yani Rn kümesinde, bir nokta

s›ralanm›fl n gerçel say›yla (x1, ... , xn) olarak belir-

lenir. Böyle bir uzayda X(x1, ..., xn) ve Y(y1, ..., yn)

noktalar› aras›ndaki mesafe

olarak tan›mlan›r.

Bu Örneklerin Ortak Yan›. n boyutlu uzay Rn

olarak gösterilir, ama biz M simgesini kullanal›m.

Yukarda tan›mlanan mesafelerden herbiri M × M

kümesinden pozitif gerçel say›lar kümesi R≥0’ye

giden ve her X, Y, Z ∈ M için afla¤›daki özellikleri

sa¤layan bir fonksiyondur:

M1. d(X, Y) = 0 ancak ve ancak X = Y ise,

M2. Simetri. d(X, Y) = d(Y, X),

M3. Üçgen Eflitsizli¤i.

d(X, Y) ≤ d(X, Z) + d(Z, Y)

M1 ve M2’nin her n için yukarda tan›mlanan d

mesafeleri için do¤ru oldu¤u çok bariz. M3’ün do¤-
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X(x) |x – y| Y(y)

y2

x2

Y(y1, y2)

P(y1, x2)X(x1, x2)

x1
y1

Pisagor Teoremi’ni PXY diküçgenine uygu-

layacak olursak,

|XY|2 = |XP|2 + |PY|2 = (x1 − y1)2 + (x2 − y2)2

ç›kar. Dolay›s›yla, 



rulu¤unu kan›tlamak biraz daha zor olabilir. Okur

kan›tlamaya çal›fls›n. (Ödüllerimizi unutmay›n!)

Küre. Bir X noktas›n-

dan bir baflka Y noktas›na

gitmek yukardaki örnek-

lerde oldu¤u gibi her za-

man bir do¤ru parças› bo-

yunca gerçekleflemeyebilir.

Örne¤in dünya üzerindey-

sek küreye benzer bir nesne

üzerinde dolafl›r›z ve bir noktadan bir baflka nokta-

ya gitmek için bu küremsi üzerinde bir yay çizeriz.

O yaylar›n en k›sas›n›n uzunlu¤una, ki o k›sa yay-

lardan birkaç tane olabilir, d(X, Y) diyelim. E¤er

küreyi M simgesiyle simgelersek, bu fonksiyon da

M × M kümesinden R≥0 kümesine gider ve yukar-

daki M1, M2, M3 özelliklerini sa¤lar.

Simit. Dünya illa bir

küre olmayabilir, dünya

yandaki flekildeki gibi bir

simite de benzeyebilir,

bu dünya benzemiyorsa

baflka bir dünya benze-

yebilir. E¤er, kar›nca mi-

sali, bir simidin üstünde

yafl›yorsak, o zaman simidin üstündeki X ve Y nok-

talar› aras›ndaki en k›sa yolu bulmak için tuhaf bir

e¤rinin üstünde yürümek zorunda kalabiliriz. Tu-

haf ya da de¤il, böyle bir e¤ri vard›r ve bu en k›sa

e¤rinin uzunlu¤u X ve Y aras›ndaki (simit üzerinde-

ki) mesafe olarak tan›mlan›r. Bu en k›sa mesafeye

d(X, Y) dersek ve simide S ad›n› verirsek, burada

tan›mlanan d, S × S’den R≥0 kümesine giden ve yu-

kardaki M1, M2, M3 özelliklerini sa¤layan bir

fonksiyondur. Bunun kan›t› son derece basit, okura

b›rak›yoruz.

New York. Bir

an için New York’ta

yaflad›¤›m›z› varsa-

yal›m. New York

haritalar›n› görmüfl-

sünüzdür. New

York bilinçli ve

planl› bir biçimde in-

fla edildi¤inden so-

kaklar› kuzey-güney

ve do¤u-bat› yönünde ve nerdeyse dümdüzdür. Bir

noktadan baflka bir noktaya gitmek için New

York’ta tarlada yüründü¤ü gibi yürünmez, karfl›m›-

za binalar ç›kar (sanki ‹stanbul’da ç›kmaz!) Dolay›-

s›yla New York’ta iki nokta aras›ndaki en k›sa yol

hemen hemen hiçbir zaman do¤ru parças› de¤ildir.

Tarlada bile en k›sa yol bir do¤ru parças› olmaya-

bilir, tarlan›n ortas›nda bir kuyu olabilir. 

New York’un so-

kaklar›n›n dümdüz

ve birim aral›klarla

oldu¤unu varsaya-

l›m. Yani New York

sokaklar› sa¤daki fle-

kildeki gibi ›zgara bi-

çiminde olsun. O za-

man koordinatlar›

(x1, x2) olan bir X

noktas›ndan koordinatlar› (y1, y2) olan bir Y nok-

tas›na gitmek için en k›sa yollardan biri önce yatay

sonra dikey giden yoldur, dolay›s›yla bu iki nokta

aras›ndaki en k›sa mesafe, 

dNY(X, Y) = |x1 − y1| + |x2 − y2|

dir. E¤er New York’un yol haritas›n›n noktalar›na

M dersek, bu dNY fonksiyonu da yukardaki M1,

M2, M3 özelliklerini sa¤layan M × M’den R≥0 kü-

mesine giden bir fonksiyondur. 

Bu formülü New York haritas›ndan kurtar›p

tüm düzlemde tan›mlayabiliriz. Düzlemde koordi-

natlar› (x1, x2) olan bir X noktas›yla koordinatlar›

(y1, y2) olan bir Y noktas› aras›ndaki mesafeyi, 

dNY(X, Y) = |x1 − y1| + |x2 − y2|

olarak tan›mlayal›m. Bu, sadece do¤u-bat› ve ku-

zey-güney yönünde yolculuk yap›labilen düzlemde

iki nokta aras›ndaki en k›sa yolun uzunlu¤udur.

E¤er R2 kümesine M dersek, dNY, yukardaki M1,

M2, M3 özelliklerini sa¤layan ve M × M’den R>0

kümesine giden bir fonksiyondur.

Mesafe. Art›k baklay› a¤z›m›zdan ç›karma za-

man› geldi. M herhangi bir küme olsun. M × M kü-

mesinden R≥0 kümesine giden ve yukardaki M1,

M2, M3 özelliklerini sa¤layan bir fonksiyona me-

safe (ya da uzakl›k) denir. Böyle bir (M, d) çiftine

de metrik uzay› denir. Demek ki yukardaki örnek-

lerin herbiri birer metrik uzay›d›r.

Bilindik Çemberler. Bir (M, d) metrik uzay›n-

da, O ∈ M ve r ∈ R olsun. 
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New York, Central Park civarı

Varsayımsal (ideal!)
New York haritası



{P ∈ M : d(O, P) = r}

kümesine O merkezli r yar›çapl› çember denir. Bu

çemberi Ç(O, r) olarak gösterelim.

E¤er r < 0 ise bu çember boflkümedir. (Bundan

da, boflkümenin, merkezi herhangi bir nokta olan

bir çember oldu¤u gibi pek ifle yaramayan bir bilgi

ç›kar!)

E¤er r = 0 ise bu çember sadece tek ö¤eli bir

kümedir, {O} kümesidir. Ama e¤er r > 0 ise çember

metrik uzay›na göre de¤iflir.

E¤er M ilk dört örnekteki Öklid uzaylar›ysa

bildi¤imiz çemberleri elde ederiz: Afla¤›daki flekil-

lerde görüldü¤ü gibi, bir boyutta çemberlerin en

fazla iki noktas› vard›r, iki boyutta bildi¤imiz çem-

berleri, üç boyutta kürelerin yüzeylerini elde ederiz.

Bilinmedik Çember-

ler. fiimdi gene M = R2

olsun ama bu sefer mesa-

fe tan›m›m›z› de¤ifltire-

lim. Önce R2 üzerinde

New York mesafesini

alal›m, yani mesafemiz,

dNY((x1, x2), (y1, y2)) =

|x1 − y1| + |x2 − y2|

olsun. O zaman (0, 0) merkezli 1 yar›çapl› çembe-

rimiz {(x, y) : |x| + |y| = 1} olur. Bu çemberi çizecek

olursak, sa¤daki gibi bir flekil elde ederiz. 

Bir baflka örnek: Gene M = R2 olsun. fiimdi

yepyeni bir mesafe tan›mlayal›m. E¤er X = (x1, x2)

ve Y = (y1, y2) ise,

d∞(X, Y) = max {|x1 − y1|, |x2 − y2|}

olsun. Bu d∞ fonksiyonunun yukarda verilen M1,

M2, M3 özelliklerini sa¤lad›¤›n› anlamak kolay.

fiimdi bu metrik uzay›nda (0, 0) merkezli 1 yar›-

çapl› birim çemberi bulal›m:

Ç((0, 0), 1) = {(x, y) : max {|x|, |y|} = 1}

Bu çemberi çizecek olursak, (0, 0)

merkezli kenar uzunlu¤u 2 olan bir

kare buluruz!

Elips. Öklid uzay›nda elips, veri-

len iki noktaya uzakl›klar›n›n topla-

m›n›n sabit oldu¤u noktalar kümesi-

dir. Verilen iki noktaya A ve B dersek, sabit say›ya

da r dersek, demek ki bir elips,

{P : d(A, P) + d(B, P) = r}

kümesidir. Öklid

uzay›nda bildi¤imiz

mesafe kavram›

kullan›ld›¤›ndan

(ikinci örne¤imiz),

bildi¤imiz elipsi el-

de ederiz.

Soru. M = R2 olsun.

dNY(X, Y) = |x1 − y1| + |x2 − y2|

ve

d∞(X, Y) = max {|x1 − y1|, |x2 − y2|}

olarak verilen metrik uzaylar›n›n elipslerinin neye

benzedi¤ini bulun. ♣
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A(a–r) O(a) B(a+r)

(a, b)
(x, y)

(x, y, z)

(a, b, c)

Ç(a, r) = {x : |x − a| = r} =  {a − r, a + r}

Bir boyutlu R Öklid uzay›nda

‹ki boyutlu R2 Öklid uzay›nda 

Üç boyutlu R3 Öklid uzay›nda 

1

1 yarıçaplı bir çember!!

Öklid uzayında bir elips,
{P : d(P, A) + d(P, B) = r}

P

1 yarıçaplı bir
başka çember!!


