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roblemler ve Coziimleri

okul olarak ya da bireysel olarak katilabilirsiniz.

Dergimize alistirma problemlerinin ¢6zumlerini
degil, yalnizca yarisma problemlerinin ¢oztimlerini
yollaymniz. Ayrica litfen su noktalara dikkat ediniz:

Her sorunun ¢6ziimiinii ayri bir kdgida okunak-
11 ve anlagilir bir bigimde yaziniz.

Kagidin sag st kogesine adinizi, soyadinizi, ad-
resinizi, 6grenciyseniz okulunuzu ve sinifinizi yazi-
niz.

Coziimleri, Izmir Yiiksek Teknoloji Enstitiisii,
Matematik Boliimii, Giilbahce Koyii, Urla Izmir
adresine 15 Mayis 2004 tarihine kadar adima gon-
deriniz.
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Alistirma Problemleri

A291. a ve b pozitif tamsayilarindan herbirinin

99’ar pozitif tam ¢arpani bu-

4 Bu, bir yil siirecek bir yarigmadir. Grup halinde)
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dogrusunun AD’ye paralel oldugunu kanitlayiniz.
(Sekle bakiniz.)

A293. 10 x 19 boyutlu tablonun her hanesine
0 veya 1 yazilmigtir. Her satir ve her siitunun sayi-
larinin toplamlari arasinda birbirinden farkli en
fazla kag say1 olabilir?

A294. x2 + ax + b = 0 denkleminin birbirinden
farkli iki gercel kokii vardir. x4 + ax3 + (b — 2)x2 —
ax + 1 = 0 denkleminin birbirinden farkli dort ko-
kit oldugunu kanitlayiniz.

A295. Herbiri diger tiguinden ikisinin ¢arpimi-
na esit olan, tiim gercel say1 dortlilerini bulunuz.

Yarisma Problemleri

Y291. m ve n pozitif tamsayilari OBEB(m, n)
+ OKEK(m, n) = m + n esitligini saglar. Bu sayilar-
dan birinin digerine bolindigini kanitlayimniz.
Y292. Iki ¢em-
ber A ve B nokta-
larinda kesisiyor.
Birinci ¢emberin
AC kirisi ikinci C
cembere tegettir,
ikinci  ¢emberin
AD Kkirisi de birin-
ci cembere tegettir. CD dog-

rusu birinci ¢emberi, B’den
farkli olan M noktasinda ke-

lunur. axb sayisinin pozitif NQ
tam c¢arpanlarinin  sayisi
1000 olabilir mi?
A292. Cember tizerinde,
|AB| = IBDI olmak tizere A, B,
C, D noktalar1 alinmigtir. A
noktasindan gecen teget BC
dogrusunu Q noktasinda ke-
siyor. AB ve CD dogrular1 R
noktasinda kesigiyor. OR

* Tzmir Yiiksek Teknoloji Enstitiisii 6gretim iiyesi.

siyor. MB dogrusunun AD
B dogru parcasini yariya bol-
dugini kanitlayiniz.

Y293. 1ki kisi sirayla sat-
rang tahtasinin bog haneleri-
ne birer at koyuyor: birinci
kisi beyaz, ikinci kisi siyah at.
Yeni konulan her atin kargi
renkten atlarlarla tehdit edil-

memesi gerekir. Hamle yapamayan kaybeder. En
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iyi sekilde oynadiklari taktirde kim kazanir, bagla-
yan mu, ikinci oyuncu mu?

Y294. a < b ve her gergel x icin ax2 + bx + ¢ >
0 olmak tzere tim a, b, ¢ gergel say1 ugluleri icin

a+b+c
b-a

sayisinin alabilecegi minimum degeri bulunuz.

Y295. 2004 kentli bir tilkede her kentin en az
400 kentle dogrudan baglantisi bulunuyor ve her
kentten herhangi bir digerine ulagsmak muimkiin-
diir. En fazla 14 aktarmayla herhangi bir kentten
herhangi bir kente ulagilabilecegini kanitlayiniz.

Eski Sorulara Coziimler (2003-II)

A281. Negatif olmayan a, b ve ¢ tamsayiar
28a + 30b + 31c = 365 esitligini saglar.a + b + ¢ =
12 esitligini kamitlaymz.

Coziim. Eger a + b + ¢ <11 olsayd, 365 = 28a
+30b+31c<31(a+b+c) <31 x 11 = 341 ola-
cakti, ki bu imkansiz. Ote yandan, eger a + b + ¢ >
13 olsaydi, 365 = 28a + 306 + 31c =28(a + b + ¢)
+2b + 3¢ = 364 + 2b + 3¢ olacakt, ki bu da im-
kansiz. Boylece a + b + ¢ = 12 olmak zorunda. Ve-
rilen denklemi saglayan tam t¢ ¢ozim var: ¢ = 12
—a — b alarak goriilecegi uzere, (a, b, ¢) = (0, 7, 5),
(1, 4, 7) ve (2, 1, 9) denklemin ¢oztuimleridir.

A282. M ve K noktalarinda kesisen iki cembe-
rin bir ortak tegeti ¢izilmistir. A ve B tedetin deg-
me noktalari ise, m(AMB) + m(AKB) = 180° oldu-
Gunu gosteriniz.

K

Coziim. Ayni yaylar1 gorduklerinden (yukarda-
ki sekle bakiniz), m(KAB) = m(AMK) ve m(KBA) =
m(BMK)dir. O halde m(AMB) + m(AKB)
m(KAB) x m(KBA) x m(AKB) = 180°dir.
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A283. A = {1, 2, 3} olsun. Her x € A icin
fflfix)) = x esitligini saglayan kac [ : A — A fonk-
siyonu vardur.

Coziim. f3 birim fonksiyon oldugundan, f bi-
rebir ve ortendir. Her x € A icin f(x) = x olarak ta-
mimlanan birim fonksiyonu kosulu saglar. {a, b, c}
= {1, 2, 3} olsun. Kosulu saglayan bir f fonksiyonu
icin, f(a) = b ise, f(b) = a olamaz, ¢tinkii bu durum-
da f(f(f(a))) = b # a olur. f birebir oldugundan
f(b) = b de olamaz. Dolayisiyla f(b) = ¢ olmak zo-
runda. Ayni nedenden f(c) = @ olmak zorunda. O
halde birim fonksiyonu diginda sadece iki fonksi-
yon kogulu saglar:

1) f(1) =2, f(2) =3, f(3) = 1, ve

2) f(1) =3, f3) =2, f(2) = 1.

Boylece kosulu saglayan tam ti¢ fonksiyon bulu-
nur.

A284. Ayse ve Betiil aymi anda, aymi yerden
yola ¢ikiyorlar ve ayni yonde gidiyorlar. Ayse yii-
rityor, Betiil kosuyor. Betiil 400 adum kostuktan
sonra geriye doniiyor. Bu anda Ayse adimlarim
saymaya baslyor ve 100 advm attiktan sonra Be-
tiillle karsilasryor. Hangisinin adimlart daha
uzundur?

Coziim. Ayse ve Betiil’tin adim uzunluklar: si-
rasiyla a ve b olsun. Esit siirede Betil’in attig
adim sayisinin Ayse’ninkine orani y olsun. Betiil’tin
geri donerken attigi adim sayis1 400’den az; ayrica
Betul’in geri donerken harcadigi siirede Ayse 100
adim atiyor. Verilenlerden 4006 = 400a/y + 100a +
1006y denklemi elde edilir. Buradan da (4 — v)b =
(4/y + 1)a, dolayisiyla 4 —y > 0 ve

b 4+y
a  y4-y)

elde edilir. Demek ki, b/a > 1 ancak ve ancak
44y
v(4-7)

yani ancak ve ancak y2 — 3y + 4 > 0 dogruysa, ki bu

>1

son egitsizligin dogrulugunu kanitlamak kolay. So-
nug olarak, Betiil’tin adimlar1 daha uzundur.

A285. ay, ay, ..., a1 gercel sayilari cember bo-
yunca yazilmistir. Ardarda gelen ber iic saymun
toplanu 2’den kiiciik degil, ardarda gelen her bes
saymn toplami da 4’ten biiyiik degil. aq — a, farki-
mn alabilecegi en biiyiik degeri bulunuz.

Cozim. S = ay + ay + ... + dqg olsun. a, + aj
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/
+a422,a5+a6+a722, ...,al4+a15+al62
2 esitsizliklerinden S > ay + 10 elde edilir. a3 +

ag+as+ag+ay;<4,ag+ag+ayy+ay +agy <
4, a13 + ay4 + a15 + ajg + ay < 4 esitsizliklerin-
den S < a, + 12 elde edilir. O halde a4y + 10 < a,
+ 12 esitsizliginden a; — a, < 2 elde edilir. Diger
taraftan ay = 2, a5 = as =ag=aq3 = a5 =0, a3
=ayy=ay4=12,a4=a1p=a15=32,ag=0a;=
ag = aqg = 1 alinarak ay — a, = 2 olabilecegi gos-
terilebilir.

Y281. #2 — Sn + 7 sayisun bir tamsaymun ka-
resine esit olmasimi saglayan tiim n tamsayilarou
bulunuz.

Birinci Yoéntem. 72 — 5n + 7 = x2 olsun. Denk-
lemin 4’le carpimuini alalim: 472 — 207 + 25 + 3 =
4x2. Buradan (272 — 5)2 + 3 = (2x)2 veya (2x — 2n
+ 5)(2x + 2n — 5) = 3 elde edilir. Dolayisiyla

2x —2n+5,2x + 2n - 35)

tamsayilar ikilisi dort farkli deger alabilir: (1, 3), (3,
1), (-1, =3), (= 3, =1). Ilk durumda 2x - 2n + 5 = 1
ve 2x + 2n — 5§ = 3 denklemlerinin toplamindan 4x
=4 veya x = 1, ikinci denklemden de 7 = 3 elde edi-
lir. Diger tic durum da benzer sekilde incelenerek
(x,n) =(1,2), (-1, 2), (-1, 3) kokleri elde edilir. Boy-
lece kosulu saglayan durumlar # = 2 ve n = 3’tiir.

Ikinci Yontem. # > 3 durumunda su esitsizlik-
ler saglanir: (n—3)2=n2—6n+9<n2-5Sn+7<
n2 —4n + 4 = (n — 2)2. Iki ardisik tamsaymin kare-
leri arasinda bagka bir tamsayinin karesi buluna-
mayacagindan bu durumda 72 — 5u + 7 bir tamka-
re olamaz. Benzer sekilde 7 < 2 durumunda (n —
2)2 <n2 - 5n+ 7 < (n— 3)2 esitsizligi saglandigin-
dan #2 — 5n + 7 bir tamkare olamaz. n = 2 ve n =
3 durumunda 72 — 5# + 7 sayisinin bir tamkare ol-
dugu kolayca kontrol edilir.
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Y282. Bir agi kenar: iizerinde bir A noktas
alimmustir. Acoun kenarmma A noktasinda teget
olan ve agimn diger kenarmmi kesen (kesisim nokta-
lar:t B ve C olsun) tiim cemberleri alalim. Boyle el-
de edilmis tiim ABC iicgenlerinin icteget cemberle-
rinin merkezlerinin aym dogru iizerinde bulundu-
Sunu kanitlaymz.

Coziim. Sorudaki ABC ticgenlerinden herhangi
birinin i¢teget gemberinin merkezini O, aginin koge-
sini D ile gosterelim (yukardaki sekil). AB yaymnin

degerinin yarisina esit olduklarindan, m(BAD) =
m(DCA). O noktasinin ABC li¢geninin agiortaylari-
nin kesigim noktasi oldugunu da géz éniinde bulun-
durursak, m(OAD) m(OAB) + m(BAD)
m(BAC)2 + (m(BAD) + m(DCA)2 = (m(DAC) +
m(DCA))/2 = (180° — m(ADC))/2 elde edilir. Dolayi-

styla m(OAD), ABC tiggeninin segiminden bagimsiz

olup sadece m(ADC)’ye baghdir. Bagka bir deyisle
tum O noktalar1 DA dogrusu ile 90°— m(ADC)/2’ye
esit bir ag1 olugturan dogrunun tizerindedir.

Y283. Dogru iizerinde (yani dogrunun nokta-
larindan olusan) 100 kiime verilmistir: Aq, Ay, ...,
Aqoo- Bu kiimelerden herbiri 100 ayrik araligin
birlesimidir. Ay N Ay N ... N Ay kiimesinin en
fazla 9901 ayrik araligin birlesimi olarak yazilaca-
g gosteriniz.

Coziim. Araliklarin uglarini birbirinden uzak
ve araliklar1 kapali almakla bir sey kaybetmeyiz,
bundan boyle araliklar boyle olsunlar. A kiimesi a
ayrik araliktan, B kiimesi b ayrik araliktan olus-
mus olsun. A N B kiimesi de k araliktan olugmusg
olsun. Demek ki A m B kiimesinde 2k tane aralik
ucu vardir. A N B’nin aralik uglar elbette A ve
B’nin aralik uglarindan olugur, bunlardan da en
fazla 2a + 2b tane vardir. Ote yandan A ve B’nin
en soldaki ve en sagdaki 4 aralik ucu A m B’de 2’ye
iner. Dolayisiyla 2k <2a +2b -2, yani k<a + b —
1. Araliklar1 dogru segerek, k = a + b — 1 esitligini
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yakalayabilecegimizi gostermek kolay. Ozel bir
durum olarak, A; N A, kiimesinin en fazla 199
araliktan olustugunu ve bu sayiy1 daha agagiya ala-
mayacagimizi buluruz.

Demek ki k) = 199 ve k,,,1 = k,, + 99 dizisinin
yuziinci terimi olan kgt bulmaliyiz. Kolay bir
hesapla k,,,1 =k, +99 =k, 1 +2x99=..=ky +
(n=1) x 99 =199 + (n—1) x 99 buluruz, dolayisiy-
la kyg = koo,q = 199 + 98 x 99 = 9901 bulunur.

Y284. n x n boyutlu tablodan, her satirdan ve
her siitundan birer kez olmak iizere n eleman alin-
diginda bu sayiarin toplami bep ayni sayrya esitse,
bu tabloya “ilging” tablo diyelim. Her “ilging”
tablonun, birinde her siitundaki elemanlar birbiri-
ne esit, digerinde de her satirdaki elemanlar birbi-
rine esit olmak tizere, iki tablonun toplami seklin-
de gosterilebilecegini gosteriniz.

Coziim. Asagidaki iki savin dogru oldugu ko-
layca kontrol edilebilir:

Sav 1. Iki ilging tablonun fark: da ilging tablo-
dur. (Tablolarin farkini almak uygun hanelerdeki
sayilarin farkini almak demektir.)

Sav 2. Ilging bir tabloda bir satir hep ayni sayilar-
dan olusuyorsa, her satir ayni sayilardan olusur.

Simdi M bir ilging tablo olsun. Biitiin satirlar:
M’nin birinci satirina esit olan N tablosunu alalim.
O halde M — N tablosunun birinci satir1 0’lardan
olusacak. Yukaridaki savlardan dolay1 M — N tab-
losundaki diger satirlarin herbirinde de sayilar bir-
birine esit olacak. Bu durumda M tablosu

M=M+ (M-N)
seklinde gosterilebilir.

Y285. a ve b hichbiri —1’e esit olmayan tamsa-
yilar olsun. x2 + ax + b + 1 = 0 denkleminin bir
tamsayt ¢oziimii varsa, a* + b2 sayisiun asal olma-
digimi gosteriniz.

Coziim. Koklerin toplami —a’ya esit oldugun-
dan koklerin ikisi de tamsay1 olmak zorunda. Kok-
ler x¢ ve x; ise, Vieta Teoremi’nden x{ + x, = —a ve
x1%y = b + 1 ¢ikar. O halde a2 + b2 = (xq + x,)% +
(X129 — 1)2 = x92 + x92 + 2 x9x5 + 29202 — 2% +
1T=x2(x02 + 1) + (92 + 1) = (xp2 + 1)(x42 + 1) elde
edilir. b # -1 oldugundan x{ # 0 ve x, # 0’dir, dola-
yistyla a2 + b2 sayis1 1’den biiyiik iki tamsayinin car-
pimu seklinde gosterilebildiginden asal degildir. #
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