
Al›flt›rma Problemleri

A291. a ve b pozitif tamsay›lar›ndan herbirinin

99’ar pozitif tam çarpan› bu-

lunur. a×b say›s›n›n pozitif

tam çarpanlar›n›n say›s›

1000 olabilir mi?

A292. Çember üzerinde,

|AB| = |BD| olmak üzere A, B,

C, D noktalar› al›nm›flt›r. A

noktas›ndan geçen te¤et BC

do¤rusunu Q noktas›nda ke-

siyor. AB ve CD do¤rular› R

noktas›nda kesifliyor. QR

do¤rusunun AD’ye paralel oldu¤unu kan›tlay›n›z.

(fiekle bak›n›z.)

A293. 10 × 19 boyutlu tablonun her hanesine

0 veya 1 yaz›lm›flt›r. Her sat›r ve her sütunun say›-

lar›n›n toplamlar› aras›nda birbirinden farkl› en

fazla kaç say› olabilir? 

A294. x2 + ax + b = 0 denkleminin birbirinden

farkl› iki gerçel kökü vard›r. x4 + ax3 + (b − 2)x2 −
ax + 1 = 0 denkleminin birbirinden farkl› dört kö-

kü oldu¤unu kan›tlay›n›z.

A295. Herbiri di¤er üçünden ikisinin çarp›m›-

na eflit olan, tüm gerçel say› dörtlülerini bulunuz.

Yar›flma Problemleri

Y291. m ve n pozitif tamsay›lar› OBEB(m, n)

+ OKEK(m, n) = m + n eflitli¤ini sa¤lar. Bu say›lar-

dan birinin di¤erine bölündü¤ünü kan›tlay›n›z. 

Y292. ‹ki çem-

ber A ve B nokta-

lar›nda kesifliyor.

Birinci çemberin

AC kirifli ikinci

çembere te¤ettir,

ikinci çemberin

AD kirifli de birin-

ci çembere te¤ettir. CD do¤-

rusu birinci çemberi, B’den

farkl› olan M noktas›nda ke-

siyor. MB do¤rusunun AD

do¤ru parças›n› yar›ya böl-

dü¤ünü kan›tlay›n›z.

Y293. ‹ki kifli s›rayla sat-

ranç tahtas›n›n bofl haneleri-

ne birer at koyuyor: birinci

kifli beyaz, ikinci kifli siyah at.

Yeni konulan her at›n karfl›

renkten atlarlarla tehdit edil-

memesi gerekir. Hamle yapamayan kaybeder. En
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iyi flekilde oynad›klar› taktirde kim kazan›r, baflla-

yan m›, ikinci oyuncu mu?

Y294. a < b ve her gerçel x için ax2 + bx + c ≥
0 olmak üzere tüm a, b, c gerçel say› üçlüleri için 

say›s›n›n alabilece¤i minimum de¤eri bulunuz.

Y295. 2004 kentli bir ülkede her kentin en az

400 kentle do¤rudan ba¤lant›s› bulunuyor ve her

kentten herhangi bir di¤erine ulaflmak mümkün-

dür. En fazla 14 aktarmayla herhangi bir kentten

herhangi bir kente ulafl›labilece¤ini kan›tlay›n›z. 

Eski Sorulara Çözümler (2003-II)

A281. Negatif olmayan a, b ve c tamsay›lar›

28a + 30b + 31c = 365 eflitli¤ini sa¤lar. a + b + c =

12 eflitli¤ini kan›tlay›n›z.

Çözüm. E¤er a + b + c ≤ 11 olsayd›, 365 = 28a

+ 30b + 31c ≤ 31(a + b + c) ≤ 31 × 11 = 341 ola-

cakt›, ki bu imkâns›z. Öte yandan, e¤er a + b + c ≥
13 olsayd›, 365 = 28a + 30b + 31c = 28(a + b + c)

+ 2b + 3c ≥ 364 + 2b + 3c olacakt›, ki bu da im-

kâns›z. Böylece a + b + c = 12 olmak zorunda. Ve-

rilen denklemi sa¤layan tam üç çözüm var: c = 12

− a − b alarak görülece¤i üzere, (a, b, c) = (0, 7, 5),

(1, 4, 7) ve (2, 1, 9) denklemin çözümleridir.

A282. M ve K noktalar›nda kesiflen iki çembe-

rin bir ortak te¤eti çizilmifltir. A ve B te¤etin de¤-

me noktalar› ise, m(AMB) + m(AKB) = 180° oldu-

¤unu gösteriniz.

Çözüm. Ayn› yaylar› gördüklerinden (yukarda-

ki flekle bak›n›z), m(KAB) = m(AMK) ve m(KBA) =

m(BMK)’d›r. O halde m(AMB) + m(AKB) =

m(KAB) × m(KBA) × m(AKB) = 180°’dir.

A283. A = {1, 2, 3} olsun. Her x ∈ A için

f(f(f(x))) = x eflitli¤ini sa¤layan kaç f : A → A fonk-

siyonu vard›r.

Çözüm. �3 birim fonksiyon oldu¤undan, � bi-

rebir ve örtendir. Her x ∈ A için �(x) = x olarak ta-

n›mlanan birim fonksiyonu koflulu sa¤lar. {a, b, c}

= {1, 2, 3} olsun. Koflulu sa¤layan bir � fonksiyonu

için, �(a) = b ise, �(b) = a olamaz, çünkü bu durum-

da �(�(�(a))) = b ≠ a olur. � birebir oldu¤undan

�(b) = b de olamaz. Dolay›s›yla �(b) = c olmak zo-

runda. Ayn› nedenden �(c) = a olmak zorunda. O

halde birim fonksiyonu d›fl›nda sadece iki fonksi-

yon koflulu sa¤lar: 

1) �(1) = 2, �(2) = 3, �(3) = 1, ve 

2) �(1) = 3, �(3) = 2, �(2) = 1. 

Böylece koflulu sa¤layan tam üç fonksiyon bulu-

nur.

A284. Ayfle ve Betül ayn› anda, ayn› yerden

yola ç›k›yorlar ve ayn› yönde gidiyorlar. Ayfle yü-

rüyor, Betül kofluyor. Betül 400 ad›m kofltuktan

sonra geriye dönüyor. Bu anda Ayfle ad›mlar›n›

saymaya bafll›yor ve 100 ad›m att›ktan sonra Be-

tül’le karfl›lafl›yor. Hangisinin ad›mlar› daha

uzundur?

Çözüm. Ayfle ve Betül’ün ad›m uzunluklar› s›-

ras›yla a ve b olsun. Eflit sürede Betül’ün att›¤›

ad›m say›s›n›n Ayfle’ninkine oran› γ olsun. Betül’ün

geri dönerken att›¤› ad›m say›s› 400’den az; ayr›ca

Betül’ün geri dönerken harcad›¤› sürede Ayfle 100

ad›m at›yor. Verilenlerden 400b = 400a/γ + 100a +

100bγ denklemi elde edilir. Buradan da (4 − γ)b =

(4/γ + 1)a, dolay›s›yla 4 – γ > 0 ve 

elde edilir. Demek ki, b/a > 1 ancak ve ancak

yani ancak ve ancak γ2 – 3γ + 4 > 0 do¤ruysa, ki bu

son eflitsizli¤in do¤rulu¤unu kan›tlamak kolay. So-

nuç olarak, Betül’ün ad›mlar› daha uzundur.

A285. a1, a2, ..., a16 gerçel say›lar› çember bo-

yunca yaz›lm›flt›r. Ardarda gelen her üç say›n›n

toplam› 2’den küçük de¤il, ardarda gelen her befl

say›n›n toplam› da 4’ten büyük de¤il. a1 − a2 fark›-

n›n alabilece¤i en büyük de¤eri bulunuz.

Çözüm. S = a1 + a2 + ... + a16 olsun. a2 + a3
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+ a4 ≥ 2, a5 + a6 + a7 ≥ 2, ..., a14 + a15 + a16 ≥
2 eflitsizliklerinden S ≥ a1 + 10 elde edilir. a3 +

a4 + a5 + a6 + a7 ≤ 4, a8 + a9 + a10 + a11 + a12 ≤
4, a13 + a14 + a15 + a16 + a1 ≤ 4 eflitsizliklerin-

den S ≤ a2 + 12 elde edilir. O halde a1 + 10 ≤ a2

+ 12 eflitsizli¤inden a1 − a2 ≤ 2 elde edilir. Di¤er

taraftan a1 = 2, a2 = a5 = a8 = a13 = a16 = 0, a3

= a11 = a14 = 1/2, a4 = a12 = a15 = 3/2, a6 = a7 =

a9 = a10 = 1 al›narak a1 − a2 = 2 olabilece¤i gös-

terilebilir. 

Y281. n2 − 5n + 7 say›s›n›n bir tamsay›n›n ka-

resine eflit olmas›n› sa¤layan tüm n tamsay›lar›n›

bulunuz.

Birinci Yöntem. n2 − 5n + 7 = x2 olsun. Denk-

lemin 4’le çarp›m›n› alal›m: 4n2 − 20n + 25 + 3 =

4x2. Buradan (2n − 5)2 + 3 = (2x)2 veya (2x − 2n

+ 5)(2x + 2n − 5) = 3 elde edilir. Dolay›s›yla

(2x − 2n + 5, 2x + 2n − 5)

tamsay›lar ikilisi dört farkl› de¤er alabilir: (1, 3), (3,

1), (−1, −3), (− 3, −1). ‹lk durumda 2x − 2n + 5 = 1

ve 2x + 2n − 5 = 3 denklemlerinin toplam›ndan 4x

= 4 veya x = 1, ikinci denklemden de n = 3 elde edi-

lir. Di¤er üç durum da benzer flekilde incelenerek

(x, n) = (1, 2), (−1, 2), (−1, 3) kökleri elde edilir. Böy-

lece koflulu sa¤layan durumlar n = 2 ve n = 3’tür.

‹kinci Yöntem. n > 3 durumunda flu eflitsizlik-

ler sa¤lan›r: (n − 3)2 = n2 − 6n + 9 < n2 − 5n + 7 <

n2 − 4n + 4 = (n − 2)2. ‹ki ard›fl›k tamsay›n›n kare-

leri aras›nda baflka bir tamsay›n›n karesi buluna-

mayaca¤›ndan bu durumda n2 − 5n + 7 bir tamka-

re olamaz. Benzer flekilde n < 2 durumunda (n −
2)2 < n2 − 5n + 7 < (n − 3)2 eflitsizli¤i sa¤land›¤›n-

dan n2 − 5n + 7 bir tamkare olamaz. n = 2 ve n =

3 durumunda n2 − 5n + 7 say›s›n›n bir tamkare ol-

du¤u kolayca kontrol edilir.

Y282. Bir aç› kenar› üzerinde bir A noktas›

al›nm›flt›r. Aç›n›n kenar›na A noktas›nda te¤et

olan ve aç›n›n di¤er kenar›n› kesen (kesiflim nokta-

lar› B ve C olsun) tüm çemberleri alal›m. Böyle el-

de edilmifl tüm ABC üçgenlerinin içte¤et çemberle-

rinin merkezlerinin ayn› do¤ru üzerinde bulundu-

¤unu kan›tlay›n›z.

Çözüm. Sorudaki ABC üçgenlerinden herhangi

birinin içte¤et çemberinin merkezini O, aç›n›n köfle-

sini D ile gösterelim (yukardaki flekil). AB yay›n›n

de¤erinin yar›s›na eflit olduklar›ndan, m(BAD) =

m(DCA). O noktas›n›n ABC üçgeninin aç›ortaylar›-

n›n kesiflim noktas› oldu¤unu da göz önünde bulun-

durursak, m(OAD) = m(OAB) + m(BAD) =

m(BAC)/2 + (m(BAD) + m(DCA))/2 = (m(DAC) +

m(DCA))/2 = (180° – m(ADC))/2 elde edilir. Dolay›-

s›yla m(OAD), ABC üçgeninin seçiminden ba¤›ms›z

olup sadece m(ADC)’ye ba¤l›d›r. Baflka bir deyiflle

tüm O noktalar› DA do¤rusu ile 90°− m(ADC)/2’ye

eflit bir aç› oluflturan do¤runun üzerindedir. 

Y283. Do¤ru üzerinde (yani do¤runun nokta-

lar›ndan oluflan) 100 küme verilmifltir: A1, A2, ...,

A100. Bu kümelerden herbiri 100 ayr›k aral›¤›n

birleflimidir. A1 ∩ A2 ∩ ... ∩ A100 kümesinin en

fazla 9901 ayr›k aral›¤›n birleflimi olarak yaz›laca-

¤›n› gösteriniz.

Çözüm. Aral›klar›n uçlar›n› birbirinden uzak

ve aral›klar› kapal› almakla bir fley kaybetmeyiz,

bundan böyle aral›klar böyle olsunlar. A kümesi a

ayr›k aral›ktan, B kümesi b ayr›k aral›ktan olufl-

mufl olsun. A ∩ B kümesi de k aral›ktan oluflmufl

olsun. Demek ki A ∩ B kümesinde 2k tane aral›k

ucu vard›r. A ∩ B’nin aral›k uçlar› elbette A ve

B’nin aral›k uçlar›ndan oluflur, bunlardan da en

fazla 2a + 2b tane vard›r. Öte yandan A ve B’nin

en soldaki ve en sa¤daki 4 aral›k ucu A ∩ B’de 2’ye

iner. Dolay›s›yla 2k ≤ 2a + 2b − 2, yani k ≤ a + b −
1. Aral›klar› do¤ru seçerek, k = a + b − 1 eflitli¤ini
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yakalayabilece¤imizi göstermek kolay. Özel bir

durum olarak, A1 ∩ A2 kümesinin en fazla 199

aral›ktan olufltu¤unu ve bu say›y› daha afla¤›ya ala-

mayaca¤›m›z› buluruz.

Demek ki k2 = 199 ve kn+1 = kn + 99 dizisinin

yüzüncü terimi olan k100’ü bulmal›y›z. Kolay bir

hesapla kn+1 = kn + 99 = kn−1 + 2 × 99 = ... = k2 +

(n−1) × 99 = 199 + (n−1) × 99 buluruz, dolay›s›y-

la k100 = k99+1 = 199 + 98 × 99 = 9901 bulunur.

Y284. n × n boyutlu tablodan, her sat›rdan ve

her sütundan birer kez olmak üzere n eleman al›n-

d›¤›nda bu say›lar›n toplam› hep ayn› say›ya eflitse,

bu tabloya “ilginç” tablo diyelim. Her “ilginç”

tablonun, birinde her sütundaki elemanlar birbiri-

ne eflit, di¤erinde de her sat›rdaki elemanlar birbi-

rine eflit olmak üzere, iki tablonun toplam› fleklin-

de gösterilebilece¤ini gösteriniz.

Çözüm. Afla¤›daki iki sav›n do¤ru oldu¤u ko-

layca kontrol edilebilir:

Sav 1. ‹ki ilginç tablonun fark› da ilginç tablo-

dur. (Tablolar›n fark›n› almak uygun hanelerdeki

say›lar›n fark›n› almak demektir.)

Sav 2. ‹lginç bir tabloda bir sat›r hep ayn› say›lar-

dan olufluyorsa, her sat›r ayn› say›lardan oluflur.

fiimdi M bir ilginç tablo olsun. Bütün sat›rlar›

M’nin birinci sat›r›na eflit olan N tablosunu alal›m.

O halde M − N tablosunun birinci sat›r› 0’lardan

oluflacak. Yukar›daki savlardan dolay› M − N tab-

losundaki di¤er sat›rlar›n herbirinde de say›lar bir-

birine eflit olacak. Bu durumda M tablosu

M = M + (M − N)

fleklinde gösterilebilir. 

Y285. a ve b hiçbiri −1’e eflit olmayan tamsa-

y›lar olsun. x2 + ax + b + 1 = 0 denkleminin bir

tamsay› çözümü varsa, a2 + b2 say›s›n›n asal olma-

d›¤›n› gösteriniz.

Çözüm. Köklerin toplam› −a’ya eflit oldu¤un-

dan köklerin ikisi de tamsay› olmak zorunda. Kök-

ler x1 ve x2 ise, Vieta Teoremi’nden x1 + x2 = −a ve

x1x2 = b + 1 ç›kar. O halde a2 + b2 = (x1 + x2)2 +

(x1x2 − 1)2 = x1
2 + x2

2 + 2 x1x2 + x1
2x2

2 − 2x1x2 +

1 = x1
2(x2

2 + 1) + (x2
2 + 1) = (x2

2 + 1)(x1
2 + 1) elde

edilir. b ≠ −1 oldu¤undan x1 ≠ 0 ve x2 ≠ 0’dir, dola-

y›s›yla a2 + b2 say›s› 1’den büyük iki tamsay›n›n çar-

p›m› fleklinde gösterilebildi¤inden asal de¤ildir. ♣
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