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bi’ntin Gniversitenin 6gretim tyelerinin

D

tematik yarigmasinin sorularini yayimlamayi siir-

de katkisiyla dizenledigi liselerarasi ma-

diiriiyoruz. Onceki sayilarimizda Fen Lisesi 63-
rencilerine sorulan sorulari ve bu sorularin yanit-
larin1 yayimlamigtik. Gecen sayimizda liselilere
sorulan sorulari yayimlamugtik. Simdi de liselile-
re sorulan sorulari ve yanitlarini yayimliyoruz.

1) Bir dogal sayry: 5, 7 ve 9 sayilarina boldii-
giimiizde sirasiyla 3, 5 ve 6 kalanlarini veriyor. Bu
sayiardan en kiigiigii kactir?

Coziim: Sayimiza A diyelim. A = 5k + 3 = 7m
+ 5 oldugundan, A + 2, 5’ ve 7’ye, dolayisiyla 35%¢
boluniir, demek ki belli bir I tamsayisi i¢in, A + 2
= 351. Bu | tamsaysinin kogulari saglayan en kii-
¢iik degerini bulmaliyiz. Verilenlerden, ayrica, bel-
li bir # igin A = 91 + 6 ¢ikar. Demek ki 351 - 2 =
9 + 6, yani n = (351 — 8)/9. Dolayisiyla #’nin tam-
say1 olmasi icin, I’'nin en kiicitk degeri 1°dir. Boy-
lece A = 351 — 2 = 33 bulunur.

Not: Genel durum igin Cin Kalan Teoremi’ne
bakmanizi 6neririz.

2) x, v, z pozitif tamsayilar ve 3x + 2y + 2= 97
olduguna gore, y'nin en biiyiik degeri kagtir?

Coziim: 3x + z en kiiciik ve tek say1 olmali. Bu
ise x = 1 ve z = 2 durumunda mumkiindir. Demek
kiy=(97 - 3x — 2)/2 = 46.

3) x2 + (m + 1)x + 1 = 0 denkleminin negatif
iki farkl kokii olmasi icin m ne olmalidir?

Coziim: Denklemin iki negatif koki oldugun-
dan, m + 1 > 0. Ayrica denklemin iki degisik ko-
kii oldugundan, 0 < A = (m + 1)2 — 4 = m2 — 2m —
3 = (m + 1)(m - 3) olmali. m > —1 olmasi gerekti-
ginden, ikinci esitlik ¢ozilldigunde 72 > 3 bulunur.

4) 3f(x) + f(1 — x) = x ise f(3)Un degeri nedir?
Coziim: Denklemi x = 3’e ve —2’ye uyguladig-
mizda, 3f(3) + f(-2) = 3 ve 3f(-2) + f(3) =2 denk-
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lemleri bulunur. Bu denklemlerden f(3) = 11/8 bu-
lunur.

5)x + 7y = =3 ise 16(x + y)2 — 24(x2 — y2) +
9(x — y)? kagtir?

Coziim: 16(x+y)2 — 24(x2—y2) + I(x — y)2 =
[4(x+y) = 3(x=y)]% = (x + 7y)? = (-3)2 = 9.

6) a, b, c farkl pozitif tamsayilar ve
a+b b+c
b

a + b + c toplammun en kiigiik degeri kactir?

>4, < S olduguna gore,

Coziim: Birinci kosuldan, a/b + 1 > 4, yani a >
3b cikar. Ikinci kosuldan b/c + 1 < 5, yani b < 4c
cikar. b’nin alabilecegi en kugik deger 1’dir, oyle
olsun: b = 1 alalim. O zaman a ve ¢’nin alabilecek-
leri en kiiciik degerler a = 4 ve ¢ = 2°dir. Boylece a
+b+c=7.

7) Boyutlar: 160, 240 ve 320 cm olan dikdort-
genler prizmasi seklindeki bir depoya kiip seklin-
deki kutular yerlestiriliyor. Buna gére depoya en
az kac tane kutu yerlestirilebilir?

Coziim: OBEB(160, 240, 320) = 80 oldugun-
dan, kutularin sayis1 2 x 3 x 4 = 24 olmalidir.

8) a+4ib=2 ve 4%+b=6 olduguna gore

bla orani nedir?
Coziim: Denklemler sirasiyla,

4ab+3_2 ve 4ab+3
4 4q

bi¢iminde yazilir. Taraf tarafa bolerek, b/a = 6/2 =

=6

3 bulunur.

9) y = 2x2 — S5x + 1 ve y = x2 — 3 parabolleri-
nin kesim noktalarindan gecen dogrunun denklemi
nedir?

Birinci Coziim: Dogrunun denklemi
(2x2-5x+1-y)+2(y—-x2+3)=0
farkindan bulunabilir. Bu islemin sonucunda ara-

nan dogrunun denklemi y = 5x — 7 olur.
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Ikinci Coziim: y = 2x2 — Sx + lvey = x2 - 3
denklemlerini ¢ozelim: 2x2 — 5x + 1 = x2 — 3, yani
x2 - 5x +4 =0, buradan da x = 1 ve x = 4 bulunur.
Demek ki (1, =2) ve (4, 13) parabollerin kesigim
noktalaridir. Bu iki noktadan gecen dogrunun egimi

13- (-2)
-1
tir, dolayisiyla dogrunun denklemi y = 5x + b bici-
mindedir. Bu dogrunun (1, —2) noktasinin ge¢cmesi
i¢in b = =7 olmalidir. Demek ki dogrunun denkle-
mi y = Sx — 7’dir.

10) ab ve ba iki basamakli sayiardir.

ab+ba 22
ab-ba 3
ise a kactir?
Coziim:
22 ab+ba 10a+b+10b+a 11(a+b)

3 ab-ba 10a+b-10b-a  9a-b)’

buradan da a + b = 6(a — b) ve 5a = 7b bulunur.
O halde @ = 7 ve b = 5 olmalidir.

1

e

1 2
+ +
W5 2442 2
isleminin sonucu nedir?

Coziim: Pay ve paydalar paydalarin eglenikle-
riyle carparak,

1 \/§+\/E

_ L 22-V2)
2443 1 2

+2_ﬁ:4

1

1 2
B2 a2

elde ederiz.

12) Asagidaki denklem sisteminin coziim Rii-
mesinin bogkiime olmamast icin a kac olmalidir?

3x +y=10

2x -3y =3

ax +(a—1)y=19

Coziim: Ilk iki denklemden x = 3, y = 1 gikar.
Bu ¢o6zumi ikinci denkleme yerlestirirsek, 3a + (a —
1) = 19 ¢ikar, yani g = § bulunur.

13) Asagidaki sekildeki iicgende AB = AC ol-
duguna gore x acist kag
derecedir?

Coziim: ABC iigge-
ni ikizkenar oldugun-
dan, m(ACB) = m(ABC)

A
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= 65°. Buna gore (65 — m) + m + x = 180°. Dola-
yisiyla x agist 180 — 65 = 115 bulunur.

14) ABCD dikdori-
geninde P herbangi bir

D

nokta olmak iizere, ve-
rilenlere gore x nedir?
Coziim: x2 + 52 =
62 + (N7)? esitliginden,
x2 = 18, buradan da x = 32 bulunur.

15) CE dogrusu B noktasmda O merkezli cem-
bere tegettir. BC = 8 ve m(DCB) = 60° olduguna
gore AD/CD orani nedir?

Coziim: m(ADB) =
900 oldugundan,
m(BDC) = 90°, dolayi-
siyla. BDC tiggeninden
DC = 8cos(60°) = 4 elde
ederiz. Ote yandan,
m(ABC) = 90° oldugun-
dan, AC = 8/cos(60°) =
16. Demek ki AD = AC
-DC=16-4=12ve AD/CD = 12/4 = 3.

60

16) M = {x € Z: 1/16 < 2% < 15} kiimesinin iic
elemanli kag altkiimesi vardir?

Cozim: M={x eZ:274<2%< 2% ={x e Z:
—4<x<4}={4,-3,-2,-1,0,1, 2, 3} oldugun-
dan, M’nin sekiz elamani vardir. Demek ki ti¢ ele-
manl altkiime sayisi

dir.

17) x +y =2 ve x3 + y3 = 5 ise x2 + y2 ifadesi-
nin degeri kactir?

Coziim: 8 =23 = (x +y)3 = a3 + 93 + 3xy(x + )
=5 + 6xy oldugundan, xy = 1/2°dir. Dolayisiyla, 4 =
22=x2+y2 +2xy=x2+y2 + 1L vex2 +y2 =3.

18) 3’le carpidiginda bir kiip, 5’le carpildigin-
da bir kare elde edilen en kiiciik dogal say: nedir?

Coziim: Bu sayiya A diyelim. A = 3*5Y geklin-
de yazilmalidir. 3A bir kiip oldugundan, x + 1 ve y
sayilar1 3’e boluniirler. SA bir kare oldugundan x
ve y + 1 gifttir. Bu kogullari saglayan en kiiciik sa-
yilar x = 2 ve y = 3’tiir. Demek ki A = 3253 = 1125.
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n+10

19) P(x):x 4 +.’>Cn_3 +x -1
polinomunun derecesi en kiiciik iken P(-2) kagtir?

Coziim: P(x)’in polinom olmas: igin # > 3 ol-
mali ve 4, n + 10’u bolmeli. Bu kosullar1 saglayan
en kiigiik 7, 6°dir. Demek ki P(x) = x* + x3 + x — 1
ve P(-2) = (-2)* + (-2)3+(-2)-1=16-8-2 -
1=235.

x2—4x+4

20) -3

< 0 esitsizligini saglayan
kag¢ tamsay1 vardir?

Coziim: Verilen esitsizlik
(x-2)°

kv2-3 =0

seklinde yazilabilir. Demek ki ya x = 2 ya da Ix + 2I
- 3 < 0 olmali. Ikinci kosulu irdeleyelim: Ix + 2| < 3,
yani -3 < x + 2 < 3, yani =5 < x < 1, yani x = —4,
-3, -2, -1, 0. Demek ki alti tamsay1 ¢6ztmii var.

21) A torbasinda 4 beyaz, 3 kirnuzi; B torba-
simda da 3 beyaz, 2 kirmuzi top vardir. B torbasin-
dan bir top cekilip rengine bakilmadan A torbasi-
na atiliyor. Sonra da A torbasindan bir top cekili-
yor. Cekilen topun kirmuzi olma olasilig: nedir?

Coziim: B torbasindan 3/5 olasilikla beyaz top
¢ekilip A torbasina eklenecektir ve bu durumda A
torbasindan kirmizi top ¢cekme olasiligi 3/8 olacak-
tir. B torbasindan 2/5 olasilikla kirmizi top ¢ekilip
A torbasina eklenecektir ve bu durumda A torba-
sindan kirmizi top ¢ekme olasiligi 4/8 olacaktir.
Demek ki olasilik (3/5)x(3/8) + (2/5)(4/8)
17/40’t1r.

22) Bir torbada 1’den 10’a kadar numaraland-
rimus on top vardir. Rastgele alinan iki topun numa-
ralars toplamun 15’ten bityiik olma olasitligi nedir?

Coziim: Numaralar (10,6), (10,7), (10,8),
(10,9), (9,7), (9,8) olabilir. Demek ki alt1 durumda
toplam 15°ten biiyiik oluyor. Herbir durumun ola-
silig 2 x 1/10 x 1/9, ya da

1

yani 1/45. Demek ki olasilik 6/45, yani 2/15’tir.
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23) 2/x = 3/y = 4/z ve 2x + 3y — 4z = —12 oldu-
guna gore x, y ve z saylarimin aritmetik ortalama-
st nedir?

______ _4+9-16
z 2x+3y-—4z

-1

-3
2

I

esitliklerinden, x = 8, y = 12, z = 16 bulunur. Do-
layisiyla ortalama (8 + 12 + 16)/3 = 36/3 = 12°dir.

24) Asagidaki sekilde x kactir?

Coziim: AD = a, DB
= b, CD = b olsun.

Pisagor Teore-

mi’nden, a2 + ¢2 = 40 ve
b2 + 2 = 20 ckar. De-
mek ki a2 — b2 = 20.

Gene Pisagor Teoremi’nden, a2 + b2 = x2 ve b2
+ b2 = 80 cikar. Demek ki 42 - b2 = x2 - 80.

Son iki paragraftan 20 = x2 — 80, yani x = 10
cikar.

y

25) Yandaki sekilde, y =
15 — x ve y = 2x + 6 dogru-
lar: verilmistir. ABCD dort-
geninin alanmi ka¢ birim ka-

A

y=2x+6 y=15-x

redir?

Coziim: C noktasinin koordinatlarim1 bulmak
iciny =15 —x ve y = 2x + 6 denklemlerini ¢6zme-
liyiz. Kolayca C = (3, 12) bulunur. Bunun gibi D =
(15, 0) ve B = (0, 6) bulunur. y = 2x + 6 dogrusu
da x eksenini (-3, 0) noktasinda keser. Demek ki
alan, 12x(15+3)/2 — 3x6/2 = 108 — 9 = 99°dur.

26) (x — 1/xV2)12 jfadesinin aciliminda sabit
sayr kactir?

Coziim:
12 (12 _ -
(x—1/x12)12 ko[ . ]xk U212k
— 12 (_1) 12—k 12 k—6+k/2
k=0 k

esitliginden, sabit sayinin k — 6 + k/2 = 0 denklemi-
nin ¢oziimiinden yani k = 4’ten geldigi anlagilir.
Dolayisiyla sabit terim

(_1)12—4( J _

12
4

12x11x10%9

a3 495°dir.
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27) Reel sayilarda ber x, y icin, x = y = 2x + 2y
—4xy — 1/2 olarak tarmmlanan = igleminde 1’in ter-
st var mudir ve varsa Ractir?

Coziim: Once etkisiz elemanin olup olmadigina
bakalim. Islem degismeli oldugundan, éyle bir e €
R ariyoruz ki, her x € R i¢in, x * e = x olsun, yani
2x + 2e —4xe — 1/2 = x olsun. Bundan 2¢(1 — 2x) =
1/2 — x = (1 — 2x)/2, yani e = 1/4 ¢ikar. Demek ki e
= 1/4 iglemin etkisiz elemani. Simdi 1 * y = e = 1/4
denklemini, yani 2 + 2y — 4y — 1/2 = 1/4 denklemi-
ni ¢ozmeliyiz. Kolay bir hesapla y = 5/8 bulunur.

28) 27Vx + 1 4 33/x 5 252 esitsizliginin ¢oziim
kiimesi nedir?

Coziim: 252 < 27Vx + 1 4 33/x = 27x27Ux 4
33/x = 27x33/x 4 33/x = 28 x 33/x esitsizliginden 33/*
> 252/28 = 9 = 32 cikar, bundan da 3/x > 2 cikar.
Dolayisiyla x > 0 olmali. Simdi esitligi degistirme-
den x’le garpabiliriz: 0 < x < 3/2 bulunur. Coziim
kiimesi (0, 3/2) agik arahigidir.

29) y + 7 = 3x ve 2y = x + 4 dogrulari arasin-
daki dar aci kac derecedir?

Coziim: Dogrularin egimleri 3 ve 1/2 oldugun-
dan, agiya 0 dersek,

1

m—my "2
2

bulunur, yani 6 = 45°.

tan 6 = =1

30) Yandaki
sekilde m(ACB) =
900, AD = BD,
DE | AB, AB =
20 ve AC = 12 bi-
ADEC
dortgenini alam kactir?

rimdir.

Coziim: Pisagor Teoremi’nden CB2 + AC2 =
AB2, yani CB = 16 bulunur. Demek ki ABC iicge-
ninin alan1 12 x 16/2 = 96’dur.

Ayrica DB = AD oldugundan, DB = AB/2 =
10.

Simdi, ABC ve EBD tiggenlerinin benzerligin-
den hareketle, DE/12 = DE/AC = DB/BC = 10/16,
yani DE = 12x10/16 = 15/2 bulunur. Dolayisiyla
EDB li¢geninin alam (15/2)x10/2 = 75/2°dir.

Demek ki ADEC dortgeninin alani, 96 — 75/2
= 117/2dir. &

Cauchy'nin Bir Esitsizligi
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Matematik Diinyasi, 2003 Giiz sayisinda Ca-
uchy’nin bir esitsizligi kanitlanmig, daha dogrusu
sade ve giizel bir esitsizligin matematik tarihinde
mumkiin olabilecek en zor kanitlari verilmistir.
Boyle kanitlar1 ne matematiksel agidan ne de peda-
gojik bakimindan dogru buluyoruz. Eger bir sey
daha kolay anlatilabiliyorsa onun yapay sekilde
zor anlasilir hale getirilmesinin kimseye yarari
olmaz, hatta zarari olabilir. Bu yazida ayni esitsiz-
ligin daha kolay bir kanitini verecegiz.

Teorem 1 (Cauchy). Eger rq, 1y, ..., 1, gercel
sayilarsa,

*  Fatih Universitesi Matematik Boliimii 6gretim iiyesi.
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(Zz‘n:lrij < nZin:lriz

esitsizligi dogrudur.

Kamit: 1ki r ve s gercel sayisi icin, 72 — 2rs + s2
= (r — s)2 > 0 oldugundan, rs < (r2 + s2)/2 esitsizli-
gi gegerlidir. Bundan da hemen,

2

2
n
[lerl) = Z;l,kzlri’kﬁ ZZkzl ! 5 :”Zinzlriz
iz

esitsizligini elde ederiz. O &



