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Sayilari Sifirlamak
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Bir tamsayinin tige ya da
dokuza tam olarak béluntip bélin-

medigini anlamak icin cok bilinen bir yontem
vardir: Sayinin basamaklari toplanir, eger bu top-
lam tige/dokuza boliiniiyorsa, say1 da tice/dokuza
béliiniiyordur. Ornegin, 2571 iige béliiniir, ciin-
kit 2 + 5+ 7 + 1, yani 15, iice boliiniir. Ote yan-
dan 2571 dokuza bolinmez, ¢inkii 15 dokuza
boliinmez.

Bu yontemle, bir say1 tige/dokuza boliindigiinde
kalan da bulunabilir. Ornegin 1994 iice boliindiigiin-
de kalan 2’dir, ¢iinkii 1 + 9 + 9 + 4, yani 23, tge bo-
lindtginde kalan 2’dir. Aymi yontemle, 1994 doku-
za bolundiigiinde kalanin 5 oldugu anlagilir.

Onbire bolunebilme yontemi de — yukardaki
yontemler kadar olmasa bile — oldukga iyi bilinir.
Bir tamsayinin onbire tam boliiniip bolinmedigini
anlamak icin, sunlar yapilir: 1) Tamsayinin birinci,
tglncii, besinci... tek sayili basamaklari toplanir; 2)
Sonra ikinci, dordiinci, altinci.. ¢ift sayili basa-
maklari toplanir; 3) Bu iki toplamdan kii¢tigii buiyu-
gunden c¢ikarilir; 4) Eger ¢ikarma sonucu bulunan
say1 onbire boliiniiyorsa tamsayimiz da onbire bo-
luniiyor demektir.

Ornegin, 2753087 onbire boliinmez, ciinkii

2+5+0+7=14,

7+3+8=18
ve aralarindaki fark 4’tiir. Ote yandan, 2678430964
onbire bolintr, ¢iinkii

2+7+4+0+6=19,

6+8+3+9+4=30
ve aralarindaki fark 11°dir. Bu yontemle kalan da
bulunabilir, yazinin sonunda umarim okur kalanin
nasil bulunabilecegini kendi kendine ¢ikaracaktir.

Iste bu yazinin amac1 yukardaki yontemlerin
neden bagarili olduklarini anlamaktir. Ayrica 7’ye
ve 13’ bolunme kurallari da bulacagiz. Buldugu-
muz kurallar bilinen en kolay kurallar olmayabilir
ama olsun... Onemli olan sonug degil, yontem!

“Istanbul Bilgi Universitesi Matematik Boliimii 6gretim iiyesi.
Yazarin Matematik ve Oyun adli kitabindan derlenmistir.
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Modiiler Aritmetik

Bundan boyle 7 sifira esit olsun! “7 sifira esit de-
gil ki,” deyip kargi cikabilirsiniz. Elbette 7 sifira esit
degildir. Daha dogrusu her zaman esit degildir. Ama
kimi zaman 7 sifira esittir. Bir ornekle bu savimi savu-
nayim: Diyelim bugiin giinlerden pazar ve size soyle
bir soru soruldu: 145 giin sonra giinlerden ne olacak?
Her 7 giin sonra giinler yinelendiginden, 140 giin son-
ra gene pazar olacak, dolayisiyla 145 giin sonraki giin
aslinda 5 giin sonraki gin. Yani 145 giin sonra giin-
lerden cuma olacak. Bu sorunun yanitini bulmak igin
7’yi sifir yaptik (asagidaki hesapta, ancak 7 sifira eit-
lendiginde gegerli olan esitlikleri =; olarak gosterdim):

145 =140+ 5=(7%x20)+ 5=, (0x20) +$

=0+5=>5.

Demek ki giinleri hesaplamak i¢in kullanilan
aritmetikte 7 sifira esitlenebiliyor.

Yine de dikkatli olmak gerekiyor. Gunleri he-
saplamakta bile olsa her 7 sifira esit degildir. Bir or-
nekle bu noktaya aciklik getireyim: Diyelim bugiin
gunlerden pazar ve 256 giin sonraki ginu hesapla-
mak istiyoruz. 256 = (7 x 36)+ 4 =5 4 oldugundan
256 giin sonra gunlerden persembe olur. Peki asagi-
daki hesaba ne dersiniz?

256 =28 =27+1 =, 20+1 = 3,

Bu kez degisik bir yanit bulduk. Bir yerde bir yan-
lig yaptik, ama nerde?

Ikinci hesabimiz yanlis. Ciinkii ikinci hesabimiz-
da tepede bulunan 8, giinleri degil ikileri saymakta
kullanihyor: 28 demekle 2’nin kendisiyle sekiz kez
carpilacag soyleniyor. Yani buradaki sekizin gorevi
bagka. Ama giinleri saymakta kullanilan 7’leri hig ge-
kinmeden sifirlayabiliriz.

Kimi zaman da 2’yi sifira esitlemek igimize gele-
bilir. Ornegin, masanin iistiinde duran bir paranin
tura ylizii géruntiyorsa ve bu paray1 145 kez cevirir-
sek, Uste yazi yiizii gelir. Neden? Cuinkii, her iki kez
cevirdigimizde, tistte yine tura goziikecek, sanki pa-
ray1 hi¢ ¢evirmemisiz gibi...

Kimi zaman 24’1 sifira esitlemekte yarar vardir.
Kimi zamansa 12’yi, 60’1... Okur 6rnek bulmakta
zorluk ¢ekmeyecektir.
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Diyelim, 6’nin sifir olduguna karar verdik. Bu-
nun sonuglarini irdelemeye ¢alisalim. Eger 6 =¢ 0 ise,
7=6+1=40+1=1.

Bunun gibi 8 =¢ 2 ve 9 =¢ 3. Peki —4 kagtir? Hesap-
layalim:

4=0-4=,6-4=2.
Demek —4, 2’ye esitmis. Simdi de —124’t hesaplaya-
lim:

-124 =-120-4=—-(20x6)—-4
=—(20%x0)-4=0-4=6-4=2.
Demek —-124 de 2’ye esit. Kolayca anlasilacag:
gibi 6 sifira esit olunca, her tamsay: {0, 1, 2, 3,
4, 5} kimesinin sayilarindan birine esittir.

“lIyi, giizel, ama ne ise yarar?” diyebilirsiniz.
Kimi zaman 6’y1 sifirlamak yararhdir gercekten.
Ornegin, bir tamsay: altiya boliindiigiinde kalani
hesaplamak istedigimiz zaman hi¢ ¢ekinmeden
6’y1 sifirlayabiliriz; ¢linki 6 altiya boliindigiinde
kalan sifirdir. Eger (17 x 26) + 25 altiya bolun-
diugiinde kalani bulmak istiyorsak, soyle bir he-
sap yapabiliriz:

(17 x26) +25 = (5x2)+1=11=, 5,
ve bu sayi altiya boliindiiguinde kalan 5’tir.

Yukarda yazdiklarimizin kaniti1 oldukc¢a kolay-
dir. Yavas yavas kanitlayalim. Once tanimdan bas-
layalim. # sifir olmayan bir dogal say1 olsun. Bun-
dan boyle eger a ve b tamsayilarsa, a =, b terimi, “a
— b sayis1 7 sayisina tam boluntr” anlamina, ya da
bagka bir deyisle, “eger # sifirsa, a sayisi b sayisina
esittir” anlamina gelecek. “a =, b” ayni zamanda,
“a ve b sayilar1 n’ye bolundigiinde kalanlar esittir”
anlamina da gelir.

Birinci tanimimuzi kullanarak =, kavrami tizeri-
ne birkag olgu kanitlayalim:

Olgul.a=,a.
Kanit: g — g, yani 0, elbette n’ye boliniir. O
Olgu 2. Egera=, bise, b=, a.
Kanit: Eger a—b sayis1 n’ye boluintiyorsa, b—a sa-
yis1 da #’ye bolunir. O
Olgu 3. Egera=,bveb=,cise,a=,c.
Kanit: Eger a — b ve b — ¢ sayilari n’ye boliinii-
yorsa, a — ¢ sayist da 7’ye boluniir, ¢iinki

a-c=(a-b)+(b-c).

Olgu 4. Egera=,xveb=,yise,a+b=,x +y.
Kanit: Eger a — x ve b — y sayilan1 n’ye bolunu-
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yorsa, (a + b) — (x + y) sayist da 7’ye boluniir, ¢lin-
ki (@+b)—(x+y)=(a—x)+(b-y). O

Olgu 5. Egera=, x ve b=,y ise, ab =, xy.

Kanit: ab — xy = a(b - y) + y(a — x) oldugundan
ve a — x ve b — y sayilar1 #’ye bolundiginden, ab —
xy sayist da 7’ye boluniir. i

Olgu 6. Eger a =, x ise ve m > 0 bir tamsayrysa

am =, x™m,

Kanit: Olgu 5 kullanilarak bu olgu m uzeri-
ne tiimevarimla kolaylikla kanitlanir. Kanitlaya-
lim. Eger m = 1 ise sorun yok. Olgumuzun var-
sayimina gore a =, x. Simdi bu olgunun m sayisi
icin gecerli oldugunu varsayalim (timevarim
varsayimi) ve m + 1 sayisi i¢in kanitlayalim. Ya-
ni tiimevarim varsayimimiza gore a” =, x™ esit-
ligini biliyoruz; a”+1 =, x™+1 esitligini kanitla-

maya calisacagiz. Simdi a™ x™ (tiimevarim
varsayimi) ve x =, a (olgumuzun varsayimi) esit-
liklerinden ve Olgu 5’ten, am+1 = gmg =, x™x =
xm+1 esitligi cikar. O
Bu olgulari kullanarak birkag aligtirma yapalim:

Alistirma 1. 1725, 8’e boliindiigiinde kag kalir?

Yamt: 1725 =g 125 = 1 oldugundan kalan 1’dir.

Alistirma 2. 1725, 9’a béliindiigiinde kag kalir?

Yamt: 1725 =¢ (-1)25 = -1 =¢ 8 oldugundan, ya-
nit 8’dir.

Alistirma 3. 1725, 7’ye boliindiigiinde kag kalir?

Yanit: Bu kez ¢oziim biraz daha zor. Once 17
=- 3 oldugundan, 1725 =5 325 esitligini buluruz. De-
mek 325°i hesaplamaliyiz. $imdi de, 33 = 27 =5 -1
esitliginden,

325 = 33x8+1 - (33)8 x 3 = (_1>8 x 3=3

cikar.

Ahstirma 4. m herhangi bir dogal say1 olsun.
10" tice ya da dokuza boliindigiinde kag kalir?

Yamit: 10 =5 1 ve 10 =¢ 1 oldugundan, 10" sa-
yist Uige ya da dokuza bolundugiinde 1 kalir.

Simdi bir sayinin tige ve dokuza boliinebilme
yonteminin neden basarili oldugunu anlayabili-
riz. Herhangi bir say1 alalim, diyelim 58246309.
Ve simdilik 7, ya 3 ya da 9 olsun. Dérduncu alis-
tirmayl gozoninde bulundurarak kolaylikla he-
saplayabiliriz:
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58246309 = (5-107) + (8:106) + (2:105) + (4-10%)
+(6:103) + (3:10%) + (0-101) + 9
=, (5-17) + (8:16) + (2-15) + (4-14) +
(6-13) + (3-12) + (0-11) + 9
=5+8+2 +4+6+3+0 +9=37.
Goruldugi gibi, 58246309 sayisinin Gge ya da
dokuza bolindugiinde kalani, 37 sayisinin ayni sa-
yiya bolundiginde kalanina esit.
Son olarak onbire boliinebilme kuralina baka-
lim. 10 =;; -1 oldugundan,
107 =1 1 eger n ciftse
107 =1 -1 eger n tekse.
Dolayisiyla,
58246309 = 5103 + 8-106 + 2-105 + 4-104 +
6-103 + 3102 + 0-101 + 9
=1-35+8-2+4-6+3-0+9=11=;0.
Demek ki 58246309 onbire boliiniir.
Onluk tabanda yazilan bir sayinin 7’ye ya da

13’¢ boluntip bolinmeyecegini anlamanin kolay
bir yolu vardir. Sayinin rakamlarini soldan basla-
yarak liger tiger ayirip bu ti¢ haneli sayilari bir ¢i-
karip bir toplariz. Elde edilen sayiyla basladigimiz
sayinin, 7’ye ya da 13’e bolundiginde kalanlari
aynidir. Ornegin,
45248942567

sayis1 7’ye bolindiginde kalan 3’tiir:

+567 — 942 + 248 - 45 =-172 =5 3;
ve 13’e bolindugunde kalan 4’tiir:

+567 - 942 + 248 — 45 = -172 =5 4.
Bunun nedeni,

1001 =7 x 11 x 13
esitligidir. Bu esitlik sayesinde
103 =5 -1 ve 103 =5 -1
elde edilir. Bundan da,
1037 =5 (-1)" ve 1037 =5 (-1)"

¢ikar. Ayrintilari okura birakiyoruz.

Bir Baska 7’ye ve
13’e Boliinme Kurali

® 564236 gibi herhangi bir say1r alalim. En
sondaki 6’y1 atip geri kalan 56423’ten 2 x
6’y1 ¢ikaralim. Eger buldugumuz say1 7’ye
boliintiyorsa, ilk sayimiz da 7’ye boliniir.

Genel olarak, verilmis bir # sayisint 10a + b
bi¢iminde yazalim. O zaman,
n=10a + b=,10a + b — 21b = 10(a — 2b).
Dolayisiyla, sayfa 16’daki Sonug 5’ten dola-
y1, n =7 0 ancak ve ancak a — 2b =5 0 ise.

® 564236 gibi herhangi bir say:r alalim. En
sondaki 6’y1 atip geri kalan 56423’e 4 x 6’y1
ekleyelim. Eger buldugumuz say1 13’e bolu-
niyorsa, ilk sayimiz da 13’e bolunur.

Genel olarak, 10a + b bigiminde yazilan bir
saymnin 13’¢ boliinmesi icin gerek ve yeter
kosul a + 4b’nin 13’e boliinmesidir. Neden?

¢ 27x37=999=103-1,
41 x 271 x 9 =99999 =105 -1,
73 x 137 = 10001 = 104 + 1
esitliklerinden, bir saymin bu carpimlarda
beliren asallardan birine boliiniip boliinme-
digini “kolaylikla” anlayabiliriz. 4

10k =, 1 Denklemini Cozmek

n verilmis bir say1 olsun. 10k =, 1 denklemi-
ni saglayan en kiciik pozitif k sayisin1 bulmak
istiyoruz.

Eger n, 2’ye ya da 5’e boliiniiyorsa boyle bir
k yoktur elbet. Ama eger n, 2’ye ve 5’e boliin-
milyorsa, yani 10’a asalsa boyle bir k vardir,
ustelik 1’le #—1 arasinda vardir boyle bir k.
Cunki,

1009, 101, 102, ..., 107

sayilarin1 7’ye boldigiimiizde hep degisik bir
kalan bulamayiz. (Yukardaki listede 7 + 1 tane
say1 var ve kalanlar 0’la # arasindaki sayilardan
olabilir ancak.) Eger 0 <j < i < n i¢in, 107 ve 10/
sayilarinin 7#’ye bolundugiinde kalanlari ayniy-
sa, 0 zaman 107 =, 10/, dolayisiyla 10/(1077 — 1)
=, 0 olur ve sayfa 16°daki Sonu¢’tan dolay: 10+
i =, 1’dir. Ayrica k’y1 ¢(n)’yi bolen bir say1 ola-
rak segebiliriz. (Bknz. sayfa 39).

Boyle bir k’y1 nasil bulabiliriz? 1/z sayisi-
n1 10’luk tabanda yazalim. n, 2 ve 5’e bolun-
mediginden, 1/n sayisi, 10’luk tabanda yazil-
diginda belli araliklarla tekrarlanir, yani belli
bir devri vardir. Iste k sayis1 o devire esittir.

Ornegin, 7 = 21 ise,

1/21 = 0,047619047619047619047619...
oldugundan, 1/21’in devri 6’dir ve 106 =,; 1. #
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