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Bir tamsay›n›n üçe ya da

dokuza tam olarak bölünüp bölün-

medi¤ini anlamak için çok bilinen bir yöntem

vard›r: Say›n›n basamaklar› toplan›r, e¤er bu top-

lam üçe/dokuza bölünüyorsa, say› da üçe/dokuza

bölünüyordur. Örne¤in, 2571 üçe bölünür, çün-

kü 2 + 5 + 7 + 1, yani 15, üçe bölünür. Öte yan-

dan 2571 dokuza bölünmez, çünkü 15 dokuza

bölünmez. 

Bu yöntemle, bir say› üçe/dokuza bölündü¤ünde

kalan da bulunabilir. Örne¤in 1994 üçe bölündü¤ün-

de kalan 2’dir, çünkü 1 + 9 + 9 + 4, yani 23, üçe bö-

lündü¤ünde kalan 2’dir. Ayn› yöntemle, 1994 doku-

za bölündü¤ünde kalan›n 5 oldu¤u anlafl›l›r.

Onbire bölünebilme yöntemi de − yukardaki

yöntemler kadar olmasa bile − oldukça iyi bilinir.

Bir tamsay›n›n onbire tam bölünüp bölünmedi¤ini

anlamak için, flunlar yap›l›r: 1) Tamsay›n›n birinci,

üçüncü, beflinci... tek say›l› basamaklar› toplan›r; 2)

Sonra ikinci, dördüncü, alt›nc›... çift say›l› basa-

maklar› toplan›r; 3) Bu iki toplamdan küçü¤ü büyü-

¤ünden ç›kar›l›r; 4) E¤er ç›karma sonucu bulunan

say› onbire bölünüyorsa tamsay›m›z da onbire bö-

lünüyor demektir.

Örne¤in, 2753087 onbire bölünmez, çünkü 

2 + 5 + 0 + 7 = 14,

7 + 3 + 8 = 18

ve aralar›ndaki fark 4’tür. Öte yandan, 2678430964

onbire bölünür, çünkü

2 + 7 + 4 + 0 + 6 = 19,

6 + 8 + 3 + 9 + 4 = 30

ve aralar›ndaki fark 11’dir. Bu yöntemle kalan da

bulunabilir, yaz›n›n sonunda umar›m okur kalan›n

nas›l bulunabilece¤ini kendi kendine ç›karacakt›r. 

‹flte bu yaz›n›n amac› yukardaki yöntemlerin

neden baflar›l› olduklar›n› anlamakt›r. Ayr›ca 7’ye

ve 13’e bölünme kurallar› da bulaca¤›z.  Buldu¤u-

muz kurallar bilinen en kolay kurallar olmayabilir

ama olsun... Önemli olan sonuç de¤il, yöntem!

Modüler Aritmetik

Bundan böyle 7 s›f›ra eflit olsun! “7 s›f›ra eflit de-

¤il ki,” deyip karfl› ç›kabilirsiniz. Elbette 7 s›f›ra eflit

de¤ildir. Daha do¤rusu her zaman eflit de¤ildir. Ama

kimi zaman 7 s›f›ra eflittir. Bir örnekle bu sav›m› savu-

nay›m: Diyelim bugün günlerden pazar ve size flöyle

bir soru soruldu: 145 gün sonra günlerden ne olacak?

Her 7 gün sonra günler yinelendi¤inden, 140 gün son-

ra gene pazar olacak, dolay›s›yla 145 gün sonraki gün

asl›nda 5 gün sonraki gün. Yani 145 gün sonra gün-

lerden cuma olacak. Bu sorunun yan›t›n› bulmak için

7’yi s›f›r yapt›k (afla¤›daki hesapta, ancak 7 s›f›ra eflit-

lendi¤inde geçerli olan eflitlikleri ≡7 olarak gösterdim): 

145 = 140 + 5 = (7 × 20) + 5 ≡7 (0 × 20) + 5

= 0 + 5 = 5.

Demek ki günleri hesaplamak için kullan›lan

aritmetikte 7 s›f›ra eflitlenebiliyor.

Yine de dikkatli olmak gerekiyor. Günleri he-

saplamakta bile olsa her 7 s›f›ra eflit de¤ildir. Bir ör-

nekle bu noktaya aç›kl›k getireyim: Diyelim bugün

günlerden pazar ve 256 gün sonraki günü hesapla-

mak istiyoruz. 256 = (7 × 36)+ 4 ≡7 4 oldu¤undan

256 gün sonra günlerden perflembe olur. Peki afla¤›-

daki hesaba ne dersiniz? 

256 = 28 = 27+1 ≡7 20+1 = 2.

Bu kez de¤iflik bir yan›t bulduk. Bir yerde bir yan-

l›fl yapt›k, ama nerde?

‹kinci hesab›m›z yanl›fl. Çünkü ikinci hesab›m›z-

da tepede bulunan 8, günleri de¤il ikileri saymakta

kullan›l›yor: 28 demekle 2’nin kendisiyle sekiz kez

çarp›laca¤› söyleniyor. Yani buradaki sekizin görevi

baflka. Ama günleri saymakta kullan›lan 7’leri hiç çe-

kinmeden s›f›rlayabiliriz.

Kimi zaman da 2’yi s›f›ra eflitlemek iflimize gele-

bilir. Örne¤in, masan›n üstünde duran bir paran›n

tura yüzü görünüyorsa ve bu paray› 145 kez çevirir-

sek, üste yaz› yüzü gelir. Neden? Çünkü, her iki kez

çevirdi¤imizde, üstte yine tura gözükecek, sanki pa-

ray› hiç çevirmemifliz gibi...

Kimi zaman 24’ü s›f›ra eflitlemekte yarar vard›r.

Kimi zamansa 12’yi, 60’›... Okur örnek bulmakta

zorluk çekmeyecektir.
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Diyelim, 6’n›n s›f›r oldu¤una karar verdik. Bu-

nun sonuçlar›n› irdelemeye çal›flal›m. E¤er 6 ≡6 0 ise,

7 = 6 +1 ≡6 0 + 1 = 1.

Bunun gibi 8 ≡6 2 ve 9 ≡6 3. Peki −4 kaçt›r? Hesap-

layal›m:

−4 = 0 − 4 ≡6 6 − 4 = 2.

Demek −4, 2’ye eflitmifl. fiimdi de −124’ü hesaplaya-

l›m: 

−124 = −120 − 4 = −(20 × 6) − 4

≡6 −(20 × 0) − 4 = 0 − 4 ≡6 6 − 4 = 2.

Demek −124 de 2’ye eflit. Kolayca anlafl›laca¤›

gibi 6 s›f›ra eflit olunca, her tamsay› {0, 1, 2, 3,

4, 5} kümesinin say›lar›ndan birine eflittir.

“‹yi, güzel, ama ne ifle yarar?” diyebilirsiniz.

Kimi zaman 6’y› s›f›rlamak yararl›d›r gerçekten.

Örne¤in, bir tamsay› alt›ya bölündü¤ünde kalan›

hesaplamak istedi¤imiz zaman hiç çekinmeden

6’y› s›f›rlayabiliriz; çünkü 6 alt›ya bölündü¤ünde

kalan s›f›rd›r. E¤er (17 × 26) + 25 alt›ya bölün-

dü¤ünde kalan› bulmak istiyorsak, flöyle bir he-

sap yapabiliriz: 

(17 × 26) + 25 ≡6 (5 × 2) + 1 = 11 ≡6 5,

ve bu say› alt›ya bölündü¤ünde kalan 5’tir.

Yukarda yazd›klar›m›z›n kan›t› oldukça kolay-

d›r. Yavafl yavafl kan›tlayal›m. Önce tan›mdan bafl-

layal›m. n s›f›r olmayan bir do¤al say› olsun. Bun-

dan böyle e¤er a ve b tamsay›larsa, a ≡n b terimi, “a

− b say›s› n say›s›na tam bölünür” anlam›na, ya da

baflka bir deyiflle, “e¤er n s›f›rsa, a say›s› b say›s›na

eflittir” anlam›na gelecek. “a ≡n b” ayn› zamanda,

“a ve b say›lar› n’ye bölündü¤ünde kalanlar› eflittir”

anlam›na da gelir.

Birinci tan›m›m›z› kullanarak ≡n kavram› üzeri-

ne birkaç olgu kan›tlayal›m:

Olgu 1. a ≡n a.

Kan›t: a − a, yani 0, elbette n’ye bölünür. ■■

Olgu 2. E¤er a ≡n b ise, b ≡n a.

Kan›t: E¤er a−b say›s› n’ye bölünüyorsa, b−a sa-

y›s› da n’ye bölünür. ■■

Olgu 3. E¤er a ≡n b ve b ≡n c ise, a ≡n c.

Kan›t: E¤er a − b ve b − c say›lar› n’ye bölünü-

yorsa, a − c say›s› da n’ye bölünür, çünkü

a − c = (a − b) + (b − c). ■■

Olgu 4. E¤er a ≡n x ve b ≡n y ise, a + b ≡n x + y.

Kan›t: E¤er a − x ve b − y say›lar› n’ye bölünü-

yorsa, (a + b) − (x + y) say›s› da n’ye bölünür, çün-

kü (a + b) − (x + y) = (a − x) + (b − y). ■■

Olgu 5. E¤er a ≡n x ve b ≡n y ise, ab ≡n xy.

Kan›t: ab − xy = a(b − y) + y(a − x) oldu¤undan

ve a − x ve b − y say›lar› n’ye bölündü¤ünden, ab −
xy say›s› da n’ye bölünür. ■■

Olgu 6. E¤er a ≡n x ise ve m > 0 bir tamsay›ysa

am ≡n xm.

Kan›t: Olgu 5 kullan›larak bu olgu m üzeri-

ne tümevar›mla kolayl›kla kan›tlan›r. Kan›tlaya-

l›m. E¤er m = 1 ise sorun yok. Olgumuzun var-

say›m›na göre a ≡n x. fiimdi bu olgunun m say›s›

için geçerli oldu¤unu varsayal›m (tümevar›m

varsay›m›) ve m + 1 say›s› için kan›tlayal›m. Ya-

ni tümevar›m varsay›m›m›za göre am ≡n xm eflit-

li¤ini biliyoruz; am+1 ≡n x
m+1 eflitli¤ini kan›tla-

maya çal›flaca¤›z. fiimdi am ≡n xm (tümevar›m

varsay›m›) ve x ≡n a (olgumuzun varsay›m›) eflit-

liklerinden ve Olgu 5’ten, am+1 = ama ≡n xmx =

xm+1 eflitli¤i ç›kar. ■■

Bu olgular› kullanarak birkaç al›flt›rma yapal›m:

Al›flt›rma 1. 1725, 8’e bölündü¤ünde kaç kal›r?

Yan›t: 1725 ≡8 125 = 1 oldu¤undan kalan 1’dir. 

Al›flt›rma 2. 1725, 9’a bölündü¤ünde kaç kal›r?

Yan›t: 1725 ≡9 (−1)25 = −1 ≡9 8 oldu¤undan, ya-

n›t 8’dir.

Al›flt›rma 3. 1725, 7’ye bölündü¤ünde kaç kal›r?

Yan›t: Bu kez çözüm biraz daha zor. Önce 17

≡7 3 oldu¤undan, 1725 ≡7 325 eflitli¤ini buluruz. De-

mek 325’i hesaplamal›y›z. fiimdi de, 33 = 27 ≡7 −1

eflitli¤inden, 

325 = 33×8 + 1 = (33)8 × 3 ≡7 (–1)8 × 3= 3

ç›kar.

Al›flt›rma 4. m herhangi bir do¤al say› olsun.

10m üçe ya da dokuza bölündü¤ünde kaç kal›r?

Yan›t: 10 ≡3 1 ve 10 ≡9 1 oldu¤undan, 10m sa-

y›s› üçe ya da dokuza bölündü¤ünde 1 kal›r.

fiimdi bir say›n›n üçe ve dokuza bölünebilme

yönteminin neden baflar›l› oldu¤unu anlayabili-

riz. Herhangi bir say› alal›m, diyelim 58246309.

Ve flimdilik n, ya 3 ya da 9 olsun. Dördüncü al›fl-

t›rmay› gözönünde bulundurarak kolayl›kla he-

saplayabiliriz:



58246309 = (5·107) + (8·106) + (2·105) + (4·104) 

+ (6·103) + (3·102) + (0·101) + 9 

≡n (5·17) + (8·16) + (2·15) + (4·14) + 

(6·13) + (3·12) + (0·11) + 9 

= 5 + 8 + 2  + 4 + 6 + 3 + 0  + 9 = 37.

Görüldü¤ü gibi, 58246309 say›s›n›n üçe ya da

dokuza bölündü¤ünde kalan›, 37 say›s›n›n ayn› sa-

y›ya bölündü¤ünde kalan›na eflit.

Son olarak onbire bölünebilme kural›na baka-

l›m. 10 ≡11 −1 oldu¤undan,

10n ≡11 1 e¤er n çiftse

10n ≡11 −1 e¤er n tekse.

Dolay›s›yla,

58246309 = 5·103 + 8·106 + 2·105 + 4·104 +

6·103 + 3·102 + 0·101 + 9

≡11 − 5 + 8 − 2 + 4 − 6 + 3 − 0 + 9 = 11 ≡11 0.

Demek ki 58246309 onbire bölünür.

Onluk tabanda yaz›lan bir say›n›n 7’ye ya da

13’e bölünüp bölünmeyece¤ini anlaman›n kolay

bir yolu vard›r. Say›n›n rakamlar›n› soldan baflla-

yarak üçer üçer ay›r›p bu üç haneli say›lar› bir ç›-

kar›p bir toplar›z. Elde edilen say›yla bafllad›¤›m›z

say›n›n, 7’ye ya da 13’e bölündü¤ünde kalanlar›

ayn›d›r. Örne¤in,

45248942567

say›s› 7’ye bölündü¤ünde kalan 3’tür:

+567 – 942 + 248 – 45 = –172 ≡7 3;

ve 13’e bölündü¤ünde kalan 4’tür:

+567 – 942 + 248 – 45 = –172 ≡13 4.

Bunun nedeni,

1001 = 7 × 11 × 13 

eflitli¤idir. Bu eflitlik sayesinde 

103 ≡7 −1 ve 103 ≡13 −1

elde edilir. Bundan da,

103n ≡7 (−1)n ve 103n ≡13 (−1)n

ç›kar. Ayr›nt›lar› okura b›rak›yoruz. ♠
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Bir Baflka 7’ye ve
13’e Bölünme Kural›

• 564236 gibi herhangi bir say› alal›m. En

sondaki 6’y› at›p geri kalan 56423’ten 2 ×
6’y› ç›karal›m. E¤er buldu¤umuz say› 7’ye

bölünüyorsa, ilk say›m›z da 7’ye bölünür.

Genel olarak, verilmifl bir n say›s›n› 10a + b

biçiminde yazal›m. O zaman,

n = 10a + b ≡7 10a + b − 21b = 10(a − 2b).

Dolay›s›yla, sayfa 16’daki Sonuç 5’ten dola-

y›, n ≡7 0 ancak ve ancak a − 2b ≡7 0 ise.

• 564236 gibi herhangi bir say› alal›m. En

sondaki 6’y› at›p geri kalan 56423’e 4 × 6’y›

ekleyelim. E¤er buldu¤umuz say› 13’e bölü-

nüyorsa, ilk say›m›z da 13’e bölünür.

Genel olarak, 10a + b biçiminde yaz›lan bir

say›n›n 13’e bölünmesi için gerek ve yeter

koflul a + 4b’nin 13’e bölünmesidir. Neden? 

• 27 × 37 = 999 = 103 – 1,

41 × 271 × 9 = 99999 = 105 – 1,

73 × 137 = 10001 = 104 + 1

eflitliklerinden, bir say›n›n bu çarp›mlarda

beliren asallardan birine bölünüp bölünme-

di¤ini “kolayl›kla” anlayabiliriz. ♠

10k ≡n 1 Denklemini Çözmek

n verilmifl bir say› olsun. 10k ≡n 1 denklemi-

ni sa¤layan en küçük pozitif k say›s›n› bulmak

istiyoruz. 

E¤er n, 2’ye ya da 5’e bölünüyorsa böyle bir

k yoktur elbet. Ama e¤er n, 2’ye ve 5’e bölün-

müyorsa, yani 10’a asalsa böyle bir k vard›r,

üstelik 1’le n−1 aras›nda vard›r böyle bir k.

Çünkü,

100, 101, 102, ..., 10n

say›lar›n› n’ye böldü¤ümüzde hep de¤iflik bir

kalan bulamay›z. (Yukardaki listede n + 1 tane

say› var ve kalanlar 0’la n aras›ndaki say›lardan

olabilir ancak.) E¤er 0 ≤ j < i < n için, 10i ve 10j

say›lar›n›n n’ye bölündü¤ünde kalanlar› ayn›y-

sa, o zaman 10i ≡n 10j, dolay›s›yla 10j(10i−j − 1)

≡n 0 olur ve sayfa 16’daki Sonuç’tan dolay› 10i−

j ≡n 1’dir. Ayr›ca k’y› ϕ(n)’yi bölen bir say› ola-

rak seçebiliriz. (Bknz. sayfa 39).

Böyle bir k’y› nas›l bulabiliriz? 1/n say›s›-

n› 10’luk tabanda yazal›m. n, 2 ve 5’e bölün-

medi¤inden, 1/n say›s›, 10’luk tabanda yaz›l-

d›¤›nda belli aral›klarla tekrarlan›r, yani belli

bir devri vard›r. ‹flte k say›s› o devire eflittir.

Örne¤in, n = 21 ise, 

1/21 = 0,047619047619047619047619...

oldu¤undan, 1/21’in devri 6’d›r ve 106 ≡21 1. ♠


