
Bir önceki yaz›da, belli bir

tamsay›, sözgelimi 7 s›f›r-

lanm›flt›. O zaman, −14, −7, 0, 7, 14, 21

gibi 7’ye bölünen tüm tamsay›lar birbirine “eflit”

kabul edilmifl oldu. Her ne kadar eflitlik yerine ≡
yaz›lm›flsa da, bu yaz›l›m, de¤iflikli¤i yap›lan›n

özünü de¤ifltirmez: Öyle ya da böyle, geçen yaz›da,

eflit olmayan say›lar eflit olarak alg›lanm›fl oldu.

7’yi s›f›rlaman›n sonucu olarak, −13, −6, 1, 8,

15, 22 say›lar› da birbirine “eflit” olmufllard›.

7, 0’a eflit olmad›¤›ndan, 7’yi 0 olarak yazma-

n›n, tam yaz›lmasa da 7’yi 0’a eflit olarak alg›lama-

n›n pek matematiksel oldu¤u, dolay›s›yla bu dergi-

ye yak›flt›¤› söylenemez. Okurun bir önceki yaz›ya

nas›l dayand›¤›n› anlamak güç! Bu yaz›da, geçen

yaz›da yap›lanlara matematiksel bir k›l›f uydurup

yazar›n günah›n› hafifletmeye çal›flaca¤›z.

7’ye bölünen tamsay›lar kümesini 7Z olarak

yazal›m. 7’ye bölündü¤ünde kalan›n 1 oldu¤u

tamsay›lar kümesi de 7Z + 1 olsun: 

7Z + 1 := { ..., −20, −13, −6, 1, 8, 15, 22, ...}.

Genel olarak, i = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 ise, 7Z + i kü-

mesi, 7’ye bölündü¤ünde kalan› i olan tamsay›lar

kümesi olsun:

7Z := { ..., −21, −14, −7, 0,   7, 14, 21, ...}

7Z + 1 := { ..., −20, −13, −6, 1,   8, 15, 22, ...}

7Z + 2 := { ..., −19, −12, −5, 2,   9, 16, 23, ...}

7Z + 3 := { ..., −18, −11, −4, 3, 10, 17, 24, ...}

7Z + 4 := { ..., −17, −10, −3, 4, 11, 18, 25, ...}

7Z + 5 := { ..., −16,   −9, −2, 5, 12, 19, 26, ...}

7Z + 6 := { ..., −15,   −8, −1, 6, 13, 20, 27, ...}

Böylece tamsay›lar kümesini yedi (say›yla 7)

ayr›k altkümeye ay›rd›k. Her altkümede, bir önce-

ki yaz›da haks›z yere eflitlenen say›lar var. 7Z alt-

kümesinde 0’a eflitlenen say›lar, 7Z + 5 altkümesin-

de 5’e eflitlenen say›lar...

‹flbu yaz›da, geçen yaz›n›n eflitlenen say›lar› ay-

n› altkümenin elemanlar› olarak görülecek. Bu da

eflitlemenin, ama bu sefer çakt›rmadan eflitlemenin

tahsilli yöntemidir.

Görüldü¤ü gibi, i = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 ise, 7Z +

i altkümesi, 7Z altkümesine i eklenerek elde edilen

say›lar kümesidir, aynen 7Z + i yaz›l›m›n›n da söy-

lemek istedi¤i gibi...

fiimdi daha da ileri gidip, i herhangi bir tamsa-

y›ysa, 7Z + i altkümesini, 7Z altkümesindeki ele-

manlara i ekleyerek elde edilen say›lar kümesi ola-

rak tan›mlayal›m. O zaman, örne¤in, 

7Z + (−6) = 7Z + 1 = 7Z + 8 = 7Z + 15

olur. 

Bu 7Z + i altkümelerinden tam yedi tane var-

d›r, ne fazla ne eksik. Bu altkümelerin birço¤u bir-

birine eflittir.

fiimdi flunu farkedelim. i ve j herhangi iki tam-

say› olsunlar. 7Z + i altkümesinden herhangi bir

eleman alal›m. 7Z + j altkümesinden de herhangi

bir eleman alal›m. Bu iki eleman› toplayal›m. Elde

etti¤imiz say› her zaman, ama her zaman, 7Z + i +

j altkümesinde olacakt›r. fiimdi o iki eleman› çar-

pal›m. Bu sefer elde etti¤imiz say› hep 7Z + ij alt-

kümesinde olacakt›r. Bunlar, geçen yaz›da, s›ras›y-

la Olgu 4 ve 5’te kan›tlanm›flt›.

Tamsay›lar›n (ya da gerçel say›lar›n) altküme-

lerini flu yöntemle toplay›p çarpabiliriz: E¤er A ve

B iki say› kümesiyse, A + B, A − B ve AB say› kü-

meleri,

A + B = {a + b : a ∈ A, b ∈ B}

A − B = {a − b : a ∈ A, b ∈ B}

AB = {ab : a ∈ A, b ∈ B}

olarak tan›mlans›nlar. O zaman, bizi ilgilendiren

özel durumda,

(7Z + i) + (7Z + j) = 7Z + (i + j)

(7Z + i) − (7Z + j) = 7Z + (i − j)

(7Z + i)(7Z + j) = 7Z + ij.

olur.

Birdenbire,

{7Z, 7Z + 1, 7Z + 2, 7Z + 3, 7Z + 4, 7Z + 5, 7Z + 6}

kümesinde toplama, ç›karma ve çarpma yapmaya

bafllad›k! Bu kümeye bir ad verelim. Ad› Z/7Z ol-

sun. Demek ki,

Z/7Z = {7Z, 7Z + 1, ..., 7Z + 5, 7Z + 6}.

Dikkat edilirse, Z/7Z kümesinin yedi ö¤esi de

Z’nin altkümeleri ve o yedi altkümenin herhangi bi-

rinin herhangi iki ö¤esi bir önceki yaz›da eflitlenen

say›lar... Bir baflka deyiflle, bir önceki yaz›da eflitle-

nen say›lar› bu yaz›da tek bir altkümede toplad›k. 
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Kapak Konusu: Halkalar, Asallar ve ‹ndirgenemezler (1)

“Modülo n” Say›lar



Yukarda söylenenler salt 7 için de¤il, genel ola-

rak herhangi bir n ≠ 0 tamsay›s› için de geçerlidir.

Bulduklar›m›z› bir teoremde özetleyelim.

Teorem 1. n ≠ 0 ve i tamsay›lar› için,

nZ + i = {nz + i : z ∈ Z}

ve

Z/nZ = {nZ + i : i ∈ Z}

olarak tan›mlans›n. O zaman Z/nZ kümesinin tam

n tane ö¤esi vard›r: 

Z/nZ = {nZ, nZ + 1, ..., nZ + (n − 1)}.

E¤er n’yi sabit tutup, nZ + i yerinei yazacak olur-

sak, o zaman,

Z/nZ = {0,1, ..., n − 1}

olur ve her i, j ∈ Z için,

a.i +j = i + j,

b.i −j = i − j,
c.ij = ij

eflitlikleri geçerlidir.

Afla¤›da Z ve Z/7Z’nin birer resmini bulacaks›-

n›z. O resim Z’yle Z/7Z aras›ndaki iliflkiyi resmet-

mek için resmedilmifltir.

Z/nZ’de,i =j ancak ve ancak n, i − j say›s›n›

bölüyorsa.

n = 2, 3, 4, 5 için Z/nZ’nin toplama ve çarp›m

tablolar›n› afla¤›daki karede bulacaks›n›z. (Çarp›m

tablosunda yazmas› çok zahmetli olani yerine de-

neyimli matematikçiler gibi i yazd›k). Görüldü¤ü

üzere, Z/4Z’de,0 olmayan elemanlar›n çarp›m›0
olabiliyor:2 ×2 =0. Böyle bir anomali, genel

olarak, ancak e¤er n asal de¤ilse olabilir. Bunu da-

ha sonra kan›tlayaca¤›z.

−i yerine ço¤unlukla −i yazaca¤›z. 

Her ne kadar Z/nZ’nin elemanlar› Z’nin birer

altkümesiyse de, bu elemanlar› toplan›p çarp›lan

bir tür say› olarak görmekte sonsuz yarar vard›r.

Z/7Z’de 95 diye bir eleman vard›r, aç›k aç›k

görünmüyorsa da... Nite-

kim, Z/7Z’de 95 =4’tür.

95 say›s› kimileyin “95

modülo n” diye okunur.

Z/nZ kümesine de kimileyin

“Z modülo n” ya da “Z bölü

nZ halkas›” denir.

7Z + 95 yaz›l›m›nda 7

aç›k aç›k görünüyor da, 95

yaz›l›m›nda 7 görünmüyor.

Bu yüzden 95 yaz›l›m› kar›-

fl›kl›¤a neden olabilir ve teh-

likelere maruz kalabiliriz.

E¤er Z/nZ, Z/mZ, Z/pZ gibi

de¤iflik kümeler kullanacak-

sak, bu kümelerin elemanlar›

için,a, ã, â gibi de¤iflik yaz›-

l›mlar da kullan›labilir.

Yukardaki teoremin a, b

ve c özelliklerinden dolay› Z’nin baz› cebirsel özel-

likleri Z/nZ’ye yans›r. 

Teorem 2. n > 1 bir tamsay› olsun. O zaman,

(Z/nZ, +, ×,0,1) yap›s›n›n afla¤›daki özellikleri

vard›r. (Burada × çarpma anlam›na geliyor.)

T1 [Birleflme Özelli¤i]. Her x, y, z ∈ Z/nZ için, 

x + (y + z) = (x + y) + z.

T2 [Etkisiz Ö¤e]. Her x ∈ Z/nZ için,

0 + x = x +0 = x.

T3 [Ters Ö¤enin Varl›¤›]. Her x ∈ Z/nZ için, 

x + y = y + x =0 

eflitliklerini sa¤layan bir y ∈ Z/nZ vard›r. Nitekim y

=0 − x = – x eleman› bu denklemleri sa¤lar.

T4 [De¤iflme Özelli¤i]. Her x ve y ∈ Z/nZ için, 

x + y = y + x.

Ç1 [Birleflme Özelli¤i]. Her x, y, z ∈ Z/nZ için,

x(yz) = (xy)z.

Ç2 [Birim Ö¤e]. Her x ∈ Z/nZ için, 

1 x = x1 = x.

Ç3 [De¤iflme Özelli¤i]. Her x ve y ∈ Z/nZ için, 

xy = yx.

Ç4.1 ≠0.

D [Da¤›lma Özelli¤i]. Her x, y, z ∈ R için, 

x(y + z) = xy + xz.

Herbirinin kan›t› kolay olan ve do¤rudan birin-

ci teoremden ç›kan bu özellikleri okura b›rak›yoruz.

Bu say›n›n kapak konusu yukardaki özellikleri

sa¤layan matematiksel yap›lar›d›r. Tamsay›lar kü-
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7Z 7Z+1 7Z+2 7Z+3 7Z+4 7Z+5 7Z+6

Z

Z/7Z
0 1 2 3 4 5 6

• ..
.

• –14
• –7
• 0
• 7
• 14
• 21
• 28
• ..

.

• ..
.

• –13
• –6
• 1
• 8
• 15
• 22
• 29
• ..

.

• ..
.

• –12
• –5
• 2
• 9
• 16
• 23
• 30
• ..

.

• ..
.

• –11
• –4
• 3
• 10
• 17
• 24
• 31
• ..

.

• ..
.

• –10
• –3
• 4
• 11
• 18
• 25
• 32
• ..

.

• ..
.

• –9
• –2
• 5
• 12
• 19
• 26
• 33
• ..

.

• ..
.

• –8
• –1
• 6
• 13
• 20
• 27
• 34
• ..

.

Z/5Z = {0, 1, 2, 3, 4}

Z/2Z = {0, 1}

Z/3Z = {0, 1, 2}

Z/4Z = {0, 1, 2, 3}

+ 0 1 2 3
0 0 1 2 3
1 1 2 3 0
2 2 3 0 1
3 3 0 1 2

× 0 1 2 3
0 0 0 0 0
1 0 1 2 3
2 0 2 0 2
3 0 3 2 1

× 0 1 2 3 4
0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 3 4
2 0 2 4 1 3
3 0 3 1 4 2
4 0 4 3 2 1

+ 0 1 2 3 4
0 0 1 2 3 4
1 1 2 3 4 0
2 2 3 4 0 1
3 3 4 0 1 2
4 4 0 1 2 3

+ 0 1 2
0 0 1 2
1 1 2 0
2 2 0 1

× 0 1 2
0 0 0 0
1 0 1 2
2 0 2 1

+ 0 1
0 0 1
1 1 0

× 0 1
0 0 0
1 0 0



mesi Z’yi de içeren bu yap›lar soyut cebirin, dolay›-

s›yla matemati¤in de temel tafllar›ndand›r.

Z/nZ yap›lar›n› biraz inceleyelim. Mehmet K›-

ral’›n Euler ϕ Fonksiyonlar› yaz›s›nda konuyu bi-

raz daha eflece¤iz.

Teorem 3. a ∈ Z olsun. Z/nZ’deax =1
denkleminin çözülmesi için yeter ve gerek koflul a

ile n’nin aralar›nda asal olmas›d›r. Ayr›ca bu du-

rumda denklemin Z/nZ’de tek bir çözümü vard›r.

Kan›t: Z/nZ’deax =1 denklemini çözmek

demek ax − 1 say›s› n’ye bölünecek flekilde bir x

tamsay›s› bulmak demektir. Bu son dedi¤imiz de

ax − 1 = ny denklemini sa¤layan x ve y tamsay›la-

r› bulmak demektir. Bu durumda a’yla n’nin ortak

bölenleri, ax − ny’nin yani 1’in de ortak bölenidir.

Demek ki bu durumda a’yla n birbirine asald›r.

fiimdi tersini kan›tlamam›z gerekiyor: a’yla n birbi-

rine asal iki tamsay›ysa, ax − ny = 1 denklemini çö-

zen x ve y tamsay›lar› var m›? Evet vard›r. Bilinen

bu sonuç yandaki gri karede kan›tlanm›flt›r. 

fiimdix vey denklemin iki çözümü olsun. O za-

man,x =x1 =x (ay ) =y (ax ) =y1 =y. ■■

Sonuç 4. Her0 ≠a ∈ Z/nZ içinax =1
denkleminin Z/nZ’de çözülmesi için yeter ve gerek

koflul n’nin asal olmas›d›r.

Kan›t: E¤er her0 ≠a ∈ Z/nZ içinax =1
denklemini Z/nZ’de çözebiliyorsak, yukardaki te-

oreme göre n’den küçük her pozitif a do¤al say›s›-

n›n n’ye asal olmas› laz›m, yani n’nin asal olmas›

laz›m. 

Koflulun yeterli oldu¤u da belli. Ayr›nt›lar›

okura b›rak›yoruz. ■■

Sonuç 5.a,b ∈ Z/nZ ve a, n’ye asal

olsun.ab =0 iseb =0’d›r.

Kan›t:x, Sonuç 4’teki gibi olsun. O zaman,b
=1b = (xa)b =x (ab)  =x0 =0. ■■

Al›flt›rmalar

Not: Afla¤›daki al›flt›rmalar›n baz›lar› yukar-

daki yaz› kadar kolay olmayabilir.

1. Z/6Z’de x2 = x denklemini çözün.

2. E¤er n asalsa, Z/nZ’te x2 = x denklemini sa¤-

layan sadece iki eleman oldu¤unu gösterin.

3. “n’nin asal olmas› için gerek ve yeter koflul

Z/nZ’de xy = 0 eflitli¤ini sa¤layan x ≠ 0 ve y ≠ 0 ele-

manlar›n›n olmamas›d›r” önermesini kan›tlay›n.

4. Z/nZ’de x, X2 = X denkleminin bir çözü-

müyse 1 − x’in de ayn› denklemin çözümü oldu¤u-

nu gösterin.

5. E¤er x ∈ Z/nZ ve k ∈ N ise xk, x’in kendi-

siyle k defa çarp›lmas› sonucu elde edilen eleman

olsun. E¤er n asalsa, her x, y ∈ Z/nZ için, 

(x + y)n = xn + yn

eflitli¤ini kan›tlay›n.

6. p bir asal olsun. Z/pnZ kümesinin Teorem

3’teki koflulu sa¤layan eleman say›s›n› hesapla-

y›n.

7. x ∈ Z/nZ olsun. xy =1 denklemini sa¤layan

bir y varsa, o zaman belli bir k ∈ N için, xk =1,

hatta xϕ(x) =1 (bknz. sayfa 36) eflitli¤ini kan›tla-

y›n.

8. E¤er n asal de¤ilse, Z/nZ’te x2 = x denkle-

mini sa¤layan ikiden fazla eleman oldu¤unu gös-

terin. ♠
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Teorem. E¤er a ve b birbirine asal iki tam-

say›ysa (yani ortak bölenleri sadece 1 ve −1 ise)

o zaman ax + by = 1 eflitli¤ini sa¤layan x ve y

tamsay›lar› vard›r. 

Kan›t: Önce a ve b’nin do¤al say› oldukla-

r›n› varsayal›m. Teoremi max(a, b) üzerinden

tümevar›mla kan›tlayaca¤›z. Simetriden dolay›

a ≤ b eflitsizli¤ini varsayabiliriz. E¤er a = 0 ise o

zaman b = 1 olmak zorunda ve x = 0, y = 1

denklemin çözümüdür. Bundan böyle a > 0 ol-

sun. a ve b’nin ortak bölenleri a ve b − a’n›n da

ortak bölenleridir. Dolay›s›yla a ve b − a da bir-

birine asald›r. max(a, b − a) < b = max(a, b) ol-

du¤undan, tümevar›m varsay›m›na göre ax1 +

(b – a)y1 = 1 denklemini sa¤layan x1 ve y1 tam-

say›lar› vard›r. fiimdi, a(x1 − y1) + by1 = 1 ve x

= x1 − y1 ve y = y1 denklemin çözümüdür.

E¤er a ve b birer tamsay›ysa, yukarda |a|x +

|b|y = 1 denklemini çözebildi¤imizi gördük.

fiimdi, a ve b’nin pozitif ya da negatif olmalar›-

na göre ±x ve ±y, ax + by = 1 denkleminin bir

çözümüdür.

Kan›t›n Bir Sonucu: E¤er a ve b tamsay›la-

r›n›n en büyük ortak böleni d ise, o zaman ax +

by = d eflitli¤ini sa¤layan x ve y tamsay›lar› var-

d›r.

Kan›t: Aynen yukardaki kan›t gibi. Okura

b›rak›lm›flt›r. 


