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Kapak Konusu: Halkalar, Asallar ve Indirgenemezler (1)

“Modiilo »"" Sayilar

Bir onceki yazida, belli bir

tamsay1, sozgelimi 7 sifir-
lanmigt1. O zaman, -14, -7, 0, 7, 14, 21
gibi 7’ye boliinen tim tamsayilar birbirine “esit”
kabul edilmis oldu. Her ne kadar esitlik yerine =
yazilmigsa da, bu yazilm, degisikligi yapilanin
oziinii degistirmez: Oyle ya da boyle, gecen yazida,
esit olmayan sayilar esit olarak algilanmis oldu.

7’yi sifirlamanin sonucu olarak, -13, -6, 1, 8,
15, 22 sayilari da birbirine “esit” olmuslardi.

7, 0’a esit olmadigindan, 7’yi 0 olarak yazma-
nin, tam yazilmasa da 7’yi 0’a esit olarak algilama-
nin pek matematiksel oldugu, dolayisiyla bu dergi-
ye yakistigi soylenemez. Okurun bir onceki yaziya
nasil dayandigini anlamak gii¢! Bu yazida, gegen
yazida yapilanlara matematiksel bir kilif uydurup
yazarin giinahini hafifletmeye calisacagiz.

7’ye bolinen tamsayilar kiimesini 7Z olarak
yazalim. 7’ye bolundigiinde kalanin 1 oldugu
tamsayilar kiimesi de 7Z + 1 olsun:

7Z+1 :={..,-20,-13,-6, 1, 8, 15,22, ...}..
Genel olarak, i =0, 1, 2, 3,4, 5, 6 ise, 7Z + i k-
mesi, 7’ye boliindiigiinde kalani 7 olan tamsayilar
kiimesi olsun:

72 i={..,-21,-14,-7,0, 7,14,21,..)
7Z+1 :={..,-20,-13,-6,1, 8,15,22,..}
7Z+2 :={.. —19 -12,-5,2, 9,16,23, ...}
7Z+3 ={.. -11, -4, 3,10, 17, 24, ...}
7Z +4 ={.. —17 -10, -3, 4, 11, 18, 25, ...}
7Z+5 ={..,-16, -9,-2,5,12,19,26, ...}
7Z+6 ={..-15, -8,-1,6,13,20,27, ..}
Boylece tamsayilar kuimesini yedi (sayiyla 7)

ayrik altkiimeye ayirdik. Her altkiimede, bir 6nce-
ki yazida haksiz yere esitlenen sayilar var. 7Z alt-
kiimesinde 0’a egitlenen sayilar, 7Z + 5 altkiimesin-
de 5’e esitlenen sayilar...

Isbu yazida, gegen yazinin esitlenen sayilar1 ay-
n1 altkiimenin elemanlari olarak gorilecek. Bu da
esitlemenin, ama bu sefer caktirmadan egitlemenin
tahsilli yontemidir.

Gorilldigii gibi, i = 0, 1, 2, 3,4, 5, 6 ise, 7Z +
i altkiimesi, 7Z altkiimesine i eklenerek elde edilen
sayilar kiimesidir, aynen 7Z + i yaziliminin da soy-
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lemek istedigi gibi...

Simdi daha da ileri gidip, i herhangi bir tamsa-
yiysa, 7Z + i altkimesini, 7Z altkimesindeki ele-
manlara i ekleyerek elde edilen sayilar kiimesi ola-
rak tanimlayalim. O zaman, 6rnegin,

7Z+ (—6)=7Z+1=7Z2+8=7Z+ 15
olur.

Bu 7Z + i altkiimelerinden tam yedi tane var-
dir, ne fazla ne eksik. Bu altkiimelerin bir¢ogu bir-
birine esittir.

Simdi sunu farkedelim. 7 ve j herhangi iki tam-
sayl olsunlar. 7Z + i altkiimesinden herhangi bir
eleman alalim. 7Z + j altkiimesinden de herhangi
bir eleman alalim. Bu iki eleman: toplayalim. Elde
ettigimiz say1 her zaman, ama her zaman, 7Z + i +
j altkiimesinde olacaktir. Simdi o iki elemani car-
palim. Bu sefer elde ettigimiz say1 hep 7Z + ij alt-
kiimesinde olacaktir. Bunlar, gecen yazida, sirasiy-
la Olgu 4 ve 5’te kanitlanmisti.

Tamsayilarin (ya da gergel sayilarin) altkiime-
lerini su yontemle toplayip carpabiliriz: Eger A ve
B iki say1 kimesiyse, A + B, A — B ve AB say1 kii-

meleri,
A+B ={a+b:acA,bec B}
A-B ={a-b:aecA,be B}
AB ={ab:aeA,beB)

olarak tanimlansimnlar. O zaman, bizi ilgilendiren
ozel durumda,

(7Z+i)+ (72 +]) = 7Z + (i + )
(7Z +i) = (TZ +j) = 7Z + (i — j)
(7Z +iNT7Z +) = 7Z + ij.
olur.
Birdenbire,

(72,72 + 1,72 +2,7Z2+3,7Z+4,7Z +5,7Z + 6}
kiimesinde toplama, ¢ikarma ve ¢arpma yapmaya
basladik! Bu kiimeye bir ad verelim. Ad1 Z/7Z ol-
sun. Demek ki,
2172 ={72,7Z + 1, .., 7Z + 5, 7Z + 6).

Dikkat edilirse, Z/7Z kiuimesinin yedi 6gesi de
Z’nin altkiimeleri ve o yedi altkiimenin herhangi bi-
rinin herhangi iki 6gesi bir onceki yazida esitlenen
sayilar... Bir bagka deyisle, bir onceki yazida esitle-
nen sayilari bu yazida tek bir altkiimede topladik.
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Yukarda soylenenler salt 7 igin degil, genel ola-
rak herhangi bir 7 # 0 tamsayisi i¢in de gegerlidir.
Bulduklarimizi bir teoremde 6zetleyelim.

Teorem 1. n # 0 ve i tamsayiar: icin,
nZ+i={nz+i:ze”2
ve
ZinZ ={nZ +i:i e’}
olarak tammlansim. O zaman ZInZ kiimesinin tam
n tane 6gesi vardir:
ZInZ = {nZ,nZ + 1, ....nZ + (n — 1)}.
Eger n’yi sabit tutup, nZ + i yerine i yazacak olur-
sak, o zaman,
ZinZ=1{0, 1, ...,n—1}
olur ve ber i, j € Z icin,
a i+ j=i+),
b.i-j=i—j,
cij=i
esitlikleri gecerlidir.

Asagida Z ve Z/7Z’nin birer resmini bulacaksi-
niz. O resim Z’yle Z/7Z arasindaki iligkiyi resmet-
mek i¢in resmedilmistir.

72 7Z+1 TZ+2 TZ+3 TZ+4 TZ+S TZ+6
o _14[e—13|e—12]|e—11]e-10|e —9|e —38
o —7le —6|le —5|e —4]e —3|le 2]|e -1
o 0fe 1fe 2|e 3[e 4]|e Sle 6| 5
o 7)o 8le 9le 10]e 11|e 12]|e 13
o 14[e 15|e 16|e 17| 18| 19]e 20
o 21[e 22| 23|e 24| 25| 26]e 27
o 28|e 29| 30| 31|e 32|e 33|e 34
o ijle :]e :|e :le e e :
Y y y Y y Y Y Z/7Z
0 1 2 3 4 5 6

Z/nZ’de, i = j ancak ve ancak #, i — j sayisin
boluyorsa.

n=2,3,4,5 icin Z/nZ’nin toplama ve ¢arpim
tablolarini asagidaki karede bulacaksiniz. (Carpim
tablosunda yazmasi ¢ok zahmetli olan i yerine de-
neyimli matematikgiler gibi i yazdik). Gorulduga
iizere, Z/4Z’de, 0 olmayan elemanlarin carpimi 0
olabiliyor: 2 x 2 = 0. Boyle bir anomali, genel
olarak, ancak eger » asal degilse olabilir. Bunu da-
ha sonra kanitlayacagz.

—i yerine ¢ogunlukla —i yazacagiz.

Her ne kadar Z/nZ’nin elemanlar1 Z’nin birer
altkiimesiyse de, bu elemanlari toplanip ¢arpilan
bir tiir say1 olarak gormekte sonsuz yarar vardir.

Z/72°de 95 diye bir eleman vardir, actk acik
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gorinmiyorsa da... Nite- 227 = {0, 1)
k1rn,_Z/7Z de 95 = 4’tur. ol <lol1

95 sayist kimileyin “95 0[0]1 0[0[0

. . L 10 1lolo
modilo #” diye okunur.
Z/nZ kumesine de kimileyin 2/3Z = {0, 1, 2}
“Z modulo #n” ya da “Z bolu +]0]1]2  x]o[1]2
nZ halkas1” denir. (1) (1) % é (1) 8 (1) g

7Z + 95 yazihminda 7 2121011 2101211
acik agik goriiniiyor da, 95 .
e 2147 - (5,1,2,3)
yazi 1fn1n a_7 gbrinmiiyor. |\ o2
Bu yuzden 95 yazilimi kari- | OJ0[1]2]3. 0[0]0]0]0
sikliga neden olabilir ve teh- % ; g (3) (1) ; g ; (2) ;
likelere maruz kalabiliriz. | 3[3lol1l2  3lol312]1
Eger Z/nZ, ZImZ, Z/pZ gibi 2/57 = (0,1, 2,3, %)
degisik kiimeler kullanacak- | +]0]1]2]|3]4 x|0|1]2|3]4
sak, bu kiimelerin elemanlar: (1) (1) % % i 3 (1) 8 (1) g (3) 2
icin, a, d, 4 gibi degisik yazi- [2|2[3[4[0[T 2[0[2]4[1]3
s @ @ 48 sy 3[3[4[0[1]2 3[0[3[1]4[2
limlar da kullanilabilir. al410111213 4lol41312[1

Yukardaki teoremin a, b
ve ¢ Ozelliklerinden dolay1 Z’nin bazi cebirsel 6zel-
likleri Z/nZ’ye yansir.

Teorem 2. n > 1 bir tamsay: olsun. O zaman,
(ZInZ, +, x, 0, 1) yapiszmun asagidaki ozellikleri
vardir. (Burada x ¢arpma anlamina geliyor.)

T1 [Birlesme Ozelligi]. Her x, y, z € Z/nZ icin,

X+ (y+z)=(x+y) +z

T2 [Etkisiz Oge]. Her x € Z/nZ icin,

O+x=x+0=x
T3 [Ters Ogenin Varligi]. Her x € Z/nZ icin,
x+y=y+x=0
esitliklerini saglayan bir y € Z/nZ vardwr. Nitekim y
= 0 - x = — x elemani bu denklemleri saglar.
T4 [Degisme Ozelligi]. Her x ve y € Z/nZ icin,
X+y=y+X.
C1 [Birlesme Ozelligi]. Her x, y, z € Z/nZ icin,
o x(yz) = (e
C2 [Birim Oge]. Her x € Z/nZ icin,
Tx=x 1=x.
C3 [Degisme Ozelligi]. Her x ve y € Z/nZ icin,
Xy = yx.
C4. 1= 0.
D [Dagilma Ozelligi]. Her x, y, z € R icin,
x(y + 2) = xy + x2.

Herbirinin kaniti kolay olan ve dogrudan birin-
ci teoremden ¢ikan bu 6zellikleri okura birakiyoruz.
Bu sayinin kapak konusu yukardaki ozellikleri
saglayan matematiksel yapilaridir. Tamsayilar k-
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mesi Z’yi de igeren bu yapilar soyut cebirin, dolayi-
siyla matematigin de temel taglarindandir.

Z/nZ yapilarini biraz inceleyelim. Mehmet Ki-
ral’in Euler ¢ Fonksiyonlar1 yazisinda konuyu bi-
raz daha esecegiz.

Teorem 3. a € Z olsun. Z/InZ’de a x = 1
denkleminin coziilmesi icin yeter ve gerek kosul a
ile wnin aralarmda asal olmasidir. Ayrica bu du-
rumda denklemin ZInZ’de tek bir ¢oziimii vardir.

Kamt: Z/nZ’de a x = 1 denklemini ¢ozmek
demek ax — 1 sayis1 n’ye bolunecek sekilde bir x
tamsayist bulmak demektir. Bu son dedigimiz de
ax — 1 = ny denklemini saglayan x ve y tamsayila-
r1 bulmak demektir. Bu durumda a’yla #’nin ortak
bolenleri, ax — ny’nin yani 1’in de ortak bolenidir.
Demek ki bu durumda a’yla » birbirine asaldir.
Simdi tersini kanitlamamiz gerekiyor: a’yla # birbi-
rine asal iki tamsayiysa, ax — ny = 1 denklemini ¢o-
zen x ve y tamsayilar1 var mi? Evet vardir. Bilinen
bu sonug yandaki gri karede kanitlanmistir,

Simdi x ve y denklemin iki ¢6ziimii olsun. O za-
man, D_C: ;I: ;(Z;): ;(Z;):;I: ; O

Sonu¢ 4. Her 0 # a € Z/nZ icin a x = 1
denkleminin ZInZ’de coziilmesi icin yeter ve gerek
kosul wnin asal olmasidir.

Kamt: Eger her 0 # a € Z/nZ igin a x = 1
denklemini Z/nZ’de ¢ozebiliyorsak, yukardaki te-
oreme gore n’den kugiik her pozitif a dogal sayisi-
nin #’ye asal olmasi lazim, yani #’nin asal olmasi
lazim.

Kosulun vyeterli oldugu da belli. Ayrintilari
okura birakiyoruz. O

Sonu¢ 5.4, b € ZInZ ve a, n’ye asal
olsun. a b= 0ise b= 0du.
Kamt: x, Sonug 4’teki gibi olsun. O zaman, b

:TE:(D_CZ)E:;(EI_Q):;C():() O

Ahgtirmalar

Not: Asagidaki alistirmalarin bazilari yukar-
daki yazi kadar kolay olmayabilir.

1. Z/6Z°de x? = x denklemini ¢oziin.

2. Eger n asalsa, Z/nZ’te x2 = x denklemini sag-
layan sadece iki eleman oldugunu gosterin.

3.
Z/nZ’de xy = 0 esitligini saglayan x = 0 ve y # 0 ele-

«w,_ o

»’nin asal olmas: icin gerek ve yeter kogul

manlarinin olmamasidir” 6nermesini kanitlayin.
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4. ZInZ’de x, X2 = X denkleminin bir ¢ozii-
miiyse 1 — x’in de ayni denklemin ¢6ziimii oldugu-
nu gosterin.

5. Eger x € Z/nZ ve k € N ise xk, x’in kendi-
siyle k& defa carpilmasi sonucu elde edilen eleman
olsun. Eger 7 asalsa, her x, y € Z/nZ igin,

(x + )t ="+ y"
esitligini kanitlayin.

6. p bir asal olsun. Z/p”Z kiimesinin Teorem
3’teki kogulu saglayan eleman sayisini hesapla-
yin.

7.x € ZInZ olsun. xy = 1 denklemini saglayan
bir y varsa, o zaman belli bir £ € N icin, x* = 1,
hatta x0(*) = 1 (bknz. sayfa 36) esitligini kanitla-
yin.

8. Eger n asal degilse, Z/nZ’te x2 = x denkle-
mini saglayan ikiden fazla eleman oldugunu gos-
terin. #

Teorem. Eger a ve b birbirine asal iki tam-
sayrysa (yani ortak bolenleri sadece 1 ve —1 ise)
o zaman ax + by = 1 esitligini saglayan x ve y
tamsayilar: vardur.

Kamit: Once a ve b’nin dogal say1 oldukla-
rin1 varsayalim. Teoremi max(a, b) lizerinden
timevarimla kanitlayacagiz. Simetriden dolay:
a < b esitsizligini varsayabiliriz. Eger a = 0 ise o
zaman b = 1 olmak zorunda ve x = 0, y = 1
denklemin ¢6ztimiidiir. Bundan boyle a > 0 ol-
sun. g ve b’nin ortak bolenleri a ve b — @’nin da
ortak bolenleridir. Dolayisiyla a ve b — a da bir-
birine asaldir. max(a, b — a) < b = max(a, b) ol-
dugundan, tiimevarim varsayimina gore ax; +
(b — a)y; = 1 denklemini saglayan x4 ve y; tam-
sayilari vardir. Simdi, a(xq —yq) + by; = 1 ve x
=xq1 —y; ve y = yq denklemin ¢oztimudiir.

Eger a ve b birer tamsayiysa, yukarda lalx +
|bly = 1 denklemini ¢ozebildigimizi gordiik.
Simdi, a ve b’nin pozitif ya da negatif olmalari-
na gore =x ve =y, ax + by = 1 denkleminin bir
cozumudiir. O

Kanmitin Bir Sonucu: Eger a ve b tamsayila-
roun en biiyiik ortak boleni d ise, o zaman ax +
by = d esitligini saglayan x ve y tamsayiar: var-
drr.

Kanit: Aynen yukardaki kanit gibi. Okura

birakilmugtir. []




