
Asal say›, kendinden ve

1’den baflka say›ya bölünmeyen say›

olarak bilinir. Buna bir de say›n›n 1’den farkl› ol-

mas› koflulu eklenir. Bundan daha yanl›fl do¤ru bir

önerme olamaz! 

Türkçenin kurallar›na göre böyle bir say›ya

“asal” de¤il indirgenemez demek daha do¤rudur,

ve matematikte de öyle denir, çünkü kendinden ve

1’den baflka say›ya bölünmeyen bir say› kendinden

daha küçük say›lar›n çarp›m› olarak yaz›lamaz.

Bu yaz›da bu asal say› tan›m›n›n hem neden

yanl›fl hem de neden do¤ru oldu¤unu gösterece¤iz.

Önce do¤rulu¤unu kan›tlayal›m, yanl›fll›¤›n› daha

sonra gösterece¤iz. ‹lk olarak tan›mlar› sabitleyelim.

‹ndirgenemez Say›. E¤er 1’den farkl› bir p do¤al

say›s› sadece 1 ve p say›lar›na bölünüyorsa1, o say›-

ya indirgenemez say› diyelim. Bu tan›ma göre, p > 1

ise ve her x, y∈N için, p = xy eflitli¤i do¤ru oldu¤un-

da ya x ya da y say›s› 1 olmak zorunda oluyorsa, o

zaman p’ye indirgenemez denir. Örne¤in, 2, 3, 5, 7,

11, 13, 17, 19, 23 indirgenemez do¤al say›lard›r. 

Asal Say›. Asal say›n›n tan›m› baflkad›r. E¤er

1’den ve 0’dan farkl› bir p do¤al say›s›, iki say›n›n

çarp›m›n› böldü¤ünde çarpanlardan en az›ndan bi-

rini bölüyorsa o say›ya asal denir. Yani e¤er her x,

y ∈ N için, p, xy’yi böldü¤ünde, p ya x’i ya da y’yi

bölüyorsa p’ye asal denir. Örne¤in 2, 3, 5, 7, 11,

13, 17, 19, 23 asal say›lard›r. 

Bugüne ve bu sat›ra dek asal say›larla indirge-

nemez say›lar aras›nda bir ayr›m göremediyseniz

“suç” sizde de¤ildir. Çünkü bu iki kavram do¤al

say›larda örtüflürler. Yani asal her do¤al say› indir-

genemezdir ve indirgenemez her do¤al say› asald›r.

Ama bunun kan›tlanmas› gerekir. Bu yaz›da ilk

olarak asalla indirgenemez aras›nda do¤al say›lar-

da bir fark olmad›¤›n› kan›tlayaca¤›z. Daha sonra,

baflka say› kümelerinde, asallarla indirgenemezler

aras›nda bir fark oldu¤unu görece¤iz.

Matemati¤e ilgi duyan okur afla¤›daki kan›t›

okumadan önce bu iki kavram›n do¤al say›larda

ayn› kavramlar oldu¤unu kendi kendine kan›tla-

maya çal›flmal›d›r.

Kolaydan bafllayal›m; önce her asal›n indirge-

nemez oldu¤unu kan›tlayal›m.

Teorem 1. Her asal indirgenemez bir say›d›r.

Kan›t: p bir asal say› olsun. ‹ki x ve y say›s›

için, p = xy eflitli¤i sa¤land›¤›n› varsayal›m. Ya x’in

ya da y’nin 1 oldu¤unu kan›tlayaca¤›z, böylece

p’nin indirgenemezli¤i kan›tlanm›fl olacak. p say›s›

p’yi böldü¤ünden, p say›s› xy’yi de böler. Ama p

asal oldu¤undan, bundan p’nin ya x’i ya da y’yi

böldü¤ü ç›kar. Diyelim p, x’i bölüyor. Demek ki

belli bir x1 tamsay›s› için x = px1. fiimdi küçük bir

hesap yapal›m: p = xy = px1y. Bu eflitlikte p’leri sa-

delefltirirsek, 1 = x1y elde ederiz, ki bundan da y =

1 ç›kar. E¤er p, y’yi bölseydi, o zaman, x = 1 elde

edecektik. ■■

Yukardaki kan›t›n do¤al say›lar›n hemen he-

men hiçbir özelli¤ini kullanmad›¤›na dikkatinizi

çekerim. Örne¤in tümevar›mla kan›t yöntemi kul-

lanmad›k. Nitekim, e¤er asal ve indirgenemez ta-

n›mlar›nda hafif bir de¤ifliklik yapacak olursak,

yukardaki teorem oldukça genel bir teoreme dönü-

flür. Ayn› teorem, sonradan görece¤imiz üzere ad›-

na “taml›k bölgesi” denen yap›larda da geçerlidir.

fiimdi her indirgenemez do¤al say›n›n bir asal

oldu¤unu kan›tlayaca¤›z. ‹ki de¤iflik kan›t verece-

¤iz. Birinci kan›t do¤al say›lar›n d›fl›na ç›k›p tam-

say›lar› kullanacak. ‹kinci kan›t sadece do¤al say›-

lar› kullanacak. Ama her iki kan›t da do¤al say›la-

ra özgü özellikleri (örne¤in tümevar›mla kan›t yön-

temini) kullanacak.

Teorem 2. ‹ndirgenemez her do¤al say› bir

asald›r.
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Kapak Konusu: Halkalar, Asallar ve ‹ndirgenemezler (1)

Asal Say›n›n Ne Oldu¤unu
Gerçekten Biliyor musunuz?

1 E¤er y = xz eflitli¤ini sa¤layan bir z say›s› varsa, o zaman “x, y’yi

böler” denir. Demek ki her say› 0’› böler, 1 her say›y› böler, 0 bir

tek 0’› böler ve her say› kendini böler. Dikkat! “0, 0’› böler” demek

“0/0 diye bir say› vard›r” anlam›na gelmez! Yoktur öyle bir say›.



Teorem 2’nin Birinci Kan›t›. Önce bir önsava

ihtiyac›m›z var.

Önsav 3. E¤er a ve b do¤al say›lar›n›n do¤al

say›larda 1’den baflka ortak böleni yoksa, o zaman

au + bv = 1 eflitli¤ini sa¤layan u ve v tamsay›lar›

vard›r.

Kan›t: a + b üzerinden tümevar›m yapaca¤›z. a

ya da b = 1 ise, kan›t oldukça kolay. Bundan böyle

a ≠ 1, b ≠ 1 varsayal›m. Bu varsay›mdan kolayca a

> 1, b > 1 ç›kar. Elbette a ≠ b. Dolay›s›yla ya a < b

ya da b < a. Birinci varsay›mda çal›flal›m, di¤er var-

say›m bunun simetrik durumu. a ve b − a’n›n ortak

bölenleri a ve b’nin de ortak bölenleridir elbet. Do-

lay›s›yla a ve b − a’n›n 1’den baflka ortak böleni

yoktur. Tümevar›mla au + (b−a)v = 1 eflitli¤ini sa¤-

layan u ve v tamsay›lar› vard›r. Bundan da a(u−v) +

bv = 1 ç›kar. Önsav›m›z kan›tlanm›flt›r. ■■

fiimdi Teorem 2’yi kan›tlayabiliriz.

p indirgenemez bir say› olsun. ‹ki x ve y do¤al

say›s› için p’nin xy’yi böldü¤ünü varsayal›m. p’nin

ya x’i ya da y’yi böldü¤ünü kan›tlayaca¤›z. Böyle-

ce p’nin bir asal oldu¤u anlafl›lacak. Bunun için

p’nin x’i bölmedi¤ini varsay›p y’yi böldü¤ünü ka-

n›tlamak yeterli. Biz de bundan böyle p’nin x’i böl-

medi¤ini varsayal›m. p indirgenemez oldu¤undan,

p’yi sadece 1 ve p böler. Dolay›s›yla p ve x’i sade-

ce 1 böler. Önsav 3’ten dolay› pu + xv = 1 eflitli¤i-

ni sa¤layan u ve v tamsay›lar› vard›r. Demek ki

ypu + yxv = y. fiimdi, p say›s› sol taraftaki ypu ve

yxv say›lar›n› böler, demek ki toplamlar›n› da bö-

ler, dolay›s›yla sa¤ taraftaki y’yi de böler. ■■

Teorem 2’nin ‹kinci Kan›t›: Ayn› kan›t› do¤al

say›lar›n d›fl›na ç›kmadan (tamsay›lar› kullanma-

dan) vermek afla¤›da görüldü¤ü gibi birazc›k daha

zahmetlidir. 

Önsav 4. 1’den de¤iflik her do¤al say› indirge-

nemez bir say›ya bölünür.

Kan›t: Do¤al say›m›za n diyelim. E¤er n = 0 ise

sorun yok, her say› 0’› böler. Bundan böyle n ≥ 2

olsun. Önsav› n üzerine tümevar›mla kan›tlayaca-

¤›z. n’den küçük ve 1’den büyük her do¤al say›n›n

indirgenemez bir say›ya bölündü¤ünü varsayal›m

(buna tümevar›m varsay›m› diyelim; e¤er n = 2 ise

tümevar›m varsay›m›m›z hiçbir bilgi vermemekte-

dir.) E¤er n indirgenemezse sorun yok, o zaman n

do¤al say›s› n indirgenemez say›s›na bölünür. E¤er

n indirgenebilirse, o zaman 1’den de¤iflik a ve b do-

¤al say›lar› için n = ab olarak yaz›labilir. Tümeva-

r›m varsay›m›ndan, a bir indirgenemeze bölünür ve

n’de o a’y› bölen indirgenemeze bölünür. ■■

fiimdi Teorem 2’yi bir defa daha kan›tlayal›m.

p indirgenemez bir say› olsun. p’nin asal oldu-

¤unu kan›tlayaca¤›z. Kan›t›m›z› tümevar›mla ya-

paca¤›z. Teoremin p’den küçük indirgenemez say›-

lar için do¤ru oldu¤unu, yani p’den küçük indirge-

nemezlerin asal olduklar›n› varsayal›m. 

p, xy say›s›n› bölsün. p’nin x’i ya da y’yi böl-

dü¤ünü kan›tlayaca¤›z. Diyelim bu do¤ru de¤il:

diyelim p, xy’yi bölüyor ama ne x’i ne de y’yi bö-

lüyor. Bu tür x ve y say›lar›n›n en küçüklerini ala-

l›m. x’i ve y’yi p’ye böldü¤ümüzde kalanlar›na i

ve j diyelim. Demek ki p say›s› ij’yi de bölüyor,

ama p ne i’yi ne de j’yi bölüyor (Neden?) x ve y

bu özellikleri sa¤layan en küçük say› olduklar›n-

dan, x = i ve y = j olmak zorunda. Demek ki x ve

y do¤al say›lar› p’den küçük. fiimdi k say›s›, xy’yi

p’ye böldü¤ümüzde elde edilen sonuç olsun, yani

pk = xy eflitli¤i sa¤lans›n. E¤er k = 1 ise p = xy

olur ve p indirgenemez oldu¤undan ya x = p ya da

y = p elde edilir, varsay›m›m›za karfl›. k = 0 ise de

kan›t kolay. Demek ki k ≥ 2. Ayr›ca, 

pk = xy ≤ (p − 1)2 = p2 − 2p + 1 < p2 – p.

Bundan da k < p – 1 < p ç›kar. Önsav 4’e göre k in-

dirgenemez bir q say›s›na bölünür; k = qk′ olsun.

Demek ki q ≤ k < p. Tümevar›m varsay›m›n› q’ya

uygulayal›m: q indirgenemezi bir asald›r. fiimdi q,

pk’y› böldü¤ünden xy’yi de böler. Asal oldu¤undan,

q ya x’i ya da y’yi böler. Diyelim x’i böler (di¤er var-

say›m simetrik durumdur); x = qx′ olsun; p say›s›n›n

x′ say›s›n› bölmedi¤ine dikkatinizi çekerim (yoksa

x’i bölerdi). fiimdi, pqk′ = pk = xy = qx′y. En sa¤ ve

en soldaki q’lar› sadelefltirirsek pk′ = x′y ç›kar. Ama

flimdi p indirgenemezi x′y say›s›n› bölüyor, öte yan-

dan ne x′ say›s›n› ne de y say›s›n› bölüyor. Ama ha-

ni x ve y bu özelli¤i sa¤layan en küçük say›lard›? Bir

çeliflki elde ettik. ■■

Demek ki do¤al say›larda indirgenemez say›-

larla asal say›lar aras›nda bir fark yok.

Konumuzu geniflletmeden önce, sadece Te-

orem 1’i kullanarak asal say›lar›n indirgenemez sa-

y›lara olan bir üstünlü¤ünden söz edelim:
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Teorem 5. Bir do¤al say› sonlu say›da asal›n

çarp›m› olarak (e¤er yaz›l›rsa!) s›ralama fark›n› say-

mazsak tek bir biçimde yaz›l›r. Daha matematiksel

bir deyiflle, e¤er p1, ..., pn, q1, ..., qm asallar› için p1

... pn = q1 ... qm eflitli¤i sa¤lan›yorsa, o zaman n =

m eflitli¤i sa¤lan›r ve her pi belli bir qj’ye eflittir.

Kan›t: Kan›t›m›z› n üzerinden tümevar›mla ya-

pal›m. 

Önce n = 1 fl›kk›n› ele alal›m. p1, q1, ..., qm

asallar› için p1 = q1 ... qm eflitli¤i sa¤lans›n. Demek

ki p1 = (q1)(q2 ... qm). Dolay›s›yla, p1, asal oldu-

¤undan, ya q1’i ya da q2 ... qm say›s›n› böler. ‹kin-

ci fl›kta durmay›p devam edersek, en fazla m ad›m-

da, p1 asal say›s›n›n qj’lerden birini böldü¤ünü gö-

rürüz. Demek ki belli bir x için qj = p1x. Ama qj de

bir asal, dolay›s›yla indirgenemez (Teorem 1). De-

mek ki x = 1 ve qj = p1. fiimdi, p1 = q1 ... qm eflit-

li¤inde qj yerine p1 koyal›m: 

p1 = q1 ... qj−1p1qj+1 ... qm

eflitli¤ini elde ederiz. ‹ki taraftan p1’leri sadelefltirir-

sek, 1 = q1 ... qj−1qj+1 ... qm eflitli¤ini elde ederiz.

Demek ki sa¤ taraftaki tüm asal say›lar 1’e eflitler,

yani asl›nda yoklar... 

E¤er n > 1 ise, kan›t ayn›. Ama biz gene de ya-

pal›m kan›t›. Kan›t›m›z›n n − 1 için do¤ru oldu¤u-

nu varsayal›m. p1, ..., pn, q1, ..., qm asallar› için 

p1 ... pn = q1 ... qm

eflitli¤i sa¤lans›n. Demek ki p1, sol taraf› böldü¤ün-

den, sa¤ taraf› da, yani (q1)(q2 ... qm) say›s›n› da bö-

ler. Dolay›s›yla, p1 asal oldu¤undan, p1 ya q1’i ya

da q2 ... qm say›s›n› böler. ‹kinci fl›kta durmay›p de-

vam edersek, p1 asal say›s›n›n qj’lerden birini böl-

dü¤ünü görürüz. Demek ki belli bir j ve bir x için,

qj = p1x. Yukardaki gibi qj = p1 elde ederiz. fiimdi,

p1 ... pn = q1 ... qm eflitli¤inde qj yerine p1 koyal›m:

p1 ... pn = q1 ... qj−1p1qj+1 ... qm eflitli¤ini elde ede-

riz. ‹ki taraftan p1’leri sadelefltirirsek,

p2 ... pn = q1 ... qj−1qj+1 ... qm

eflitli¤ini elde ederiz ve tümevar›m varsay›m›n› kul-

lanarak teoremi kan›tlar›z. ■■

Dikkat edilirse, yukardaki teoremi kan›tlamak

için Teorem 2’yi ve sonras›n› kullanmad›k.

Bu sefer indirgenemezlerle ilgili bir teorem ka-

n›tlayal›m. Gene Teorem 2’yi ve sonras›n› kullan-

mayaca¤›z.

Teorem 6. Her n ≥ 2 do¤al say›s› sonlu say›da

indirgenemez say›n›n çarp›m›d›r.

Kan›t: n ≥ 2 bir do¤al say› olsun. E¤er n indirge-

nemezse, n tek bir indirgenemezin (n’nin) çarp›m›-

d›r. E¤er n indirgenebilirse, n = ab eflitli¤ini sa¤layan

1’den büyük ama n’den küçük a ve b say›lar› vard›r.

Tümevar›mla a ve b say›lar›n›n herbiri sonlu say›da

indirgenemezin çarp›m›d›r. Dolay›s›yla ab, yani n de

sonlu say›da indirgenemezin çarp›m›d›r. ■■

Yukardaki iki teoremlerden flimdi (bu kez Te-

orem 2’yi kullanarak) güzel bir sonuç ç›karabiliriz:

Sonuç 7. 1’den büyük bir do¤al say› sonlu say›-

da asal›n (ya da indirgenemezin) çarp›m› olarak s›ra-

lama fark›n› saymazsak tek bir biçimde yaz›l›r. Daha

matematiksel bir deyiflle, e¤er k ≥ 2 ise, o zaman,

a) k = p1 ... pn eflitli¤ini sa¤layan sonlu say›da

p1, ..., pn asal› vard›r. 

b) E¤er q1, ..., qm asallar› için k = q1 ... qm eflit-

li¤i sa¤lan›yorsa, o zaman n = m eflitli¤i sa¤lan›r ve

her pi belli bir qj’ye eflittir. 

Kan›t: Teorem 6’ya göre k sonlu say›da indir-

genemezin çarp›m›d›r. Teorem 2’ye göre bu indir-

genemezler asald›r. Teorem 5’e göre bu yaz›l›m

afla¤› yukar› tek bir biçimde yap›l›r. ■■

Do¤al Say›lar›n Ötesi. Her ne kadar Teorem

2’de do¤al say›larda asalla indirgenemez aras›nda

bir ayr›m olmad›¤›n› kan›tlam›flsak da, bundan son-

raki sonuçlar› sanki bu kavramlar aras›nda bir ay-

r›m varm›fl gibi dikkatlice yaz›p kan›tlad›k. Bunun

bir nedeni var: Asallarla indirgenemezler aras›nda

do¤al say›larda ve tamsay›larda bir ayr›m yoksa da,

baflka say› kümelerinde bu iki kavram aras›nda bir

ayr›m vard›r. fiimdi bu ayr›mdan sözedece¤iz.

Gerçel say›lar kümesi R’nin (ya da karmafl›k

say›lar kümesi c’nin) ç›karma ve çarpma alt›nda

kapal› ve 1’i içeren bir A altkümesini alal›m. De-

mek ki, 1 ∈ A ve her x, y ∈ A için, x − y, xy ∈ A.

Örne¤in A = Z, Q, R olabilir, ya da 

A = Z[√5] := {a + b√5 : a, b ∈ Z},

A = Z[√2] := {a + b√2 : a, b ∈ Z} 

kümeleri olabilir. Okurun, yaz›n›n devam›n› okur-

ken, Z ve Z[√2] ve Z[√5] gibi Z[√d] türünden ör-

nekleri akl›nda tutmas›nda yarar vard›r. E¤er kar-

mafl›k say›lar› biliyorsa Z[√−3] türünden örnekler

de yararl›d›r (burada √−3, karesi −3 olan yepyeni

bir “say›”d›r.)

Yukardaki özellikleri sa¤layan A kümelerine

say› halkas› ya da daha k›sa olarak halka ad› veri-
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lir. Bundan böyle A bir say› halkas›n› simgelesin.

0 = 1 − 1 ∈ A oldu¤undan, 0 say›s› da A’dad›r.

Dolay›s›yla, her a, b ∈ A için, a + b = a − (0 − b) ∈
A. Demek ki bir say› halkas› sadece ç›karma ve

çarpma alt›nda de¤il, toplama alt›nda da kapal›d›r.

Bütün bunlardan Z ⊆ A ç›kar.

Bir say› halkas›n›n asallar›n›n ve indirgeneme-

zlerinin tan›mlar›n› verece¤iz ve bu iki kavram›n

her zaman ayn› olmad›¤›n› görece¤iz. Zaten say›lar

kuram›n› ilginç k›lan da bu “anormallik”tir.

Tan›mlara bafll›yoruz. 

Bölmek. x, y ∈ A olsun. E¤er xa = y eflitli¤ini

sa¤layan bir a ∈ A varsa, o zaman “x, y’yi A’da

böler” denir. Bu bazen x|y olarak yaz›l›r. Elbette,

e¤er x ≠ 0 ise, x|y ancak ve ancak y/x ∈ A ise, 

Al›flt›rmalar. A bir say› halkas› olsun.

A1. 0 sadece 0’› böler.

A2. Her say› 0’› böler.

A3. 1 ve −1 her say›y› bölerler.

A4. Her say› kendini böler.

A5. x|y ve y|z ise x|z.

A6. x|y ise, her z ∈ A için x|yz.

A7. x|y ise ve x ≠ 0 ise o zaman xa = y eflitli¤i-

ni sa¤layan tek bir a ∈ A vard›r ve bu a elbette

y/x’tir.

A8. x|y ve x|z ise her a, b ∈ A için, x|(ay + bz).

Tersinir Elemanlar. x ∈ A olsun. E¤er 1/x ∈ A

ise, o zaman x’e tersinir eleman denir. Bu durum-

da 1/x’e x’in tersi ad› verilir.

Daha dikkatli olmak isteseydik, “tersinir”den

öte “A’da tersinir” derdik. Çünkü tersinir olmak A

halkas›na göre de¤iflir: A’da tersinir olmayan bir

eleman, daha genifl bir halkada tersinir olabilir.

1×1 = 1 oldu¤undan, 1 eleman› her halkada

tersinirdir. −1 de her halkada tersinirdir. Ama 0

hiçbir halkada tersinmez. Bir halkan›n iki tersinir

eleman›n›n çarp›m› da tersinirdir. Dolay›s›yla tersi-

nir bir x eleman›n›n xn güçleri de tersinirdir.  

Nas›l 1 her say›y› bölüyorsa, tersinir elemanlar

da A’daki her say›y› bölerler. Nitekim e¤er x tersi-

nirse ve y ∈ A ise, y’yi x’e bölünce A’n›n (1/x)y, ya-

ni y/x eleman›n› buluruz. Burada önemli olan böl-

me iflleminin sonucunun gene A’da olmas›d›r, çün-

kü “bölme” kavram› halkaya göre de¤iflir; örne¤in

2, 3’ü Z’de bölmez ama Q’da böler.

A halkas›n›n tersinir ö¤elerinin kümesi A* ola-

rak simgelenir. Örne¤in 

Z* = {1, −1},

Q* = Q \ {0}

Bunlar kolay. Ama Z[√d]* türünden kümeleri be-

lirlemek çok daha zordur. Okur, görece kolay bir

al›flt›rma olarak, daha flimdiden, daha sonra kan›t-

layaca¤›m›z, e¤er d ∈ Z \ {0, 1}, 1 d›fl›nda bir tam-

kareye bölünmüyorsa,

Z[√d]* = {a + b√d : a, b ∈ Z, a2 − db2 = ±1}

eflitli¤ini kan›tlayabilir. Örne¤in 1 + √2 ve bu ele-

man›n tüm güçleri Z[√2]* kümesindedir. 

Ama yukardaki eflitli¤i bulmak Z[√2]* kümesi-

ni belirlemek için yeterli de¤ildir. Z[√2]* kümesini

belirlemek için a2 − 2b2 = ±1 denklemlerinin Z’de-

ki tüm çözümlerini bulmak laz›m. Okur, belli bir d

için, a2 − db2 = ±1 denklemlerinin tüm çözümleri-

ni bulmay› deneyebilir, ama bu pek kolay de¤ildir,

hatta hiç kolay de¤ildir.

Al›flt›rmalar.

B1. u ∈ A* ancak ve ancak u|1 ise.

B2. Q[√d] = {a + b√d : a, b ∈ Q} olsun.

Q[√d]* = Q[√d] \ {0} eflitli¤ini kan›tlay›n.

B3. Tersinir elemanlar ancak tersinir elemanla-

ra bölünebilirler.

B4. Her x, y ∈ A ve x ≠ 0 için, e¤er xy|x ise

y ∈ A*.

B5. Her x, y ∈ A için, xy ∈ A* ise x, y ∈ A*.

B6. Her x, y ∈ A için, x|y ve y|x ancak ve an-

cak x = uy eflitli¤ini sa¤layan bir u ∈ A* varsa.

B7. B6’daki koflullardan herhangi biri sa¤lan›-

yorsa x ~ y yazal›m. O zaman, her x, y, z ∈ A için, 

i. x ~ x.

ii. x ~ y ise y ~ x.

iii. x ~ y ve y ~ z ise x ~ z.

B8. x, y ∈ A olsun. E¤er ux + vy = 1 eflitli¤ini

sa¤layan u, v ∈ A varsa, o zaman x ve y’nin ortak

bölenleri sadece A’n›n tersinir elemanlar›d›r.

B9. A = Z[√d] olsun. A* ∩ Z = {1, −1} eflitli¤i-

ni kan›tlay›n.

fiimdi A halkas›n›n asallar›n› ve indirgenemezleri-

ni tan›mlayaca¤›z. Tan›m›m›z› Z’ye uygulad›¤›m›zda

Z’nin asal ve indirgenemez kavramlar›n› bulaca¤›z.

‹ndirgenemezler. 0 ≠ x ∈ A \ A* olsun. E¤er y,

z ∈ A için, x = yz eflitli¤i do¤ru oldu¤unda y ya da

z elemanlar›ndan biri A’da tersinirse o zaman x’e

(A’da) indirgenemez denir.
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Örne¤in, 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17 say›lar› Z’nin in-

dirgenemez say›lar›d›r. Ama bu say›lar›n yan›s›ra −
2, −3, −5, −7, −11, −13, −17 say›lar› da Z’nin in-

dirgenemezleridir. 

Öte yandan 2, Z’nin indirgenemezi olmas›na

karfl›n Z[√2]’nin indirgenemezi de¤ildir; 2, Z[√2]

halkas›nda √2 × √2 olarak indirgenebilir. Ayr›ca,

7 = (3 + √2)(3 − √2)

eflitli¤inden dolay› 7 de Z[√2] halkas›nda indirge-

nir bir say›d›r. Görüldü¤ü gibi Z’de indirgenemez

olan bir say›, Z[√2] halkas›nda indirgenebiliyor.

Demek ki A ⊆ B say› halkalar›ysa, A’n›n bir in-

dirgenemezi B’de indirgenir bir say›ya dönüflebi-

liyor.

Al›flt›rmalar.

C1. E¤er x ∈ A indirgenemezse ve u ∈ A* ise

xu da indirgenemezdir. Yani x ∈ A indirgenemez-

se ve x ~ y ise y de indirgenemezdir.

C2. x2 hiçbir zaman indirgenemez olamaz.

C3. x ∈ A olsun. “x indirgenemez ancak ve an-

cak y|x koflulunu sa¤layan her y ∈ A için, ya y ∈
A* ya da x ~ y” önermesini kan›tlay›n.

Asallar. 0 ≠ x ∈ A \ A* olsun. E¤er her y, z ∈
A için, x, yz çarp›m›n› böldü¤ünde ya y’yi ya da

z’yi bölüyorsa, o zaman x’e asal denir.

Örne¤in 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23 say›lar›

Z halkas›n›n asal say›lar›d›r. Bunlar›n negatifleri

de asald›r. Z’de asallarla indirgenemezlerin ayn›

fley oldu¤unu yukarda gördük. 

Al›flt›rmalar.

D1. E¤er x ∈ A asalsa ve u ∈ A* ise xu da asal-

d›r. Yani x ∈ A asalsa ve x ~ y ise y de asald›r.

D2. x2 hiçbir zaman asal olamaz.

D3. Q ve R halkalar›nda hiç indirgenemez ve

asal say› yoktur.

Her asal bir indirgenemezdir. Bunun kan›t› da

hemen hemen aynen Teorem 1’in kan›t› gibidir.

Teorem 8. Bir say› halkas›n›n her asal› bir in-

dirgenemezdir.

Kan›t: p bir asal olsun. ‹ki x ve y say›s› için, p

= xy eflitli¤i sa¤land›¤›n› varsayal›m. Ya x’in ya da

y’nin tersinir oldu¤unu kan›tlayaca¤›z, böylece

p’nin indirgenemezli¤i kan›tlanm›fl olacak. p say›s›

p’yi böldü¤ünden, p, xy’yi de böler. Ama p asal ol-

du¤undan, bundan p’nin ya x’i ya da y’yi böldü¤ü

ç›kar. Diyelim p, x’i bölüyor. Demek ki belli bir x1

için x = px1. fiimdi küçük bir hesap yapal›m: p =

xy = px1y. Bu eflitlikte p’leri sadelefltirirsek, 1 = x1y

elde ederiz, ki bu da y ∈ A* demektir. E¤er p, y’yi

bölseydi, o zaman, x ∈ A* elde edecektik. ■■

Her asal her halkada indirgenemezdir ama her

indirgenemez her halkada bir asal de¤ildir. Biraz-

dan örnekler verece¤iz. Ama önce asallar ve indir-

genemezlerle ilgili bir teorem sunal›m. 

Yukarda nas›l Teorem 1’i genellefltirdiysek,

Teorem 5’i de genellefltirebiliriz. Önce bir tan›m:

x, y ∈ A olsun. E¤er belli bir u ∈ A* için x =

uy ise, o zaman x ve y’ye denk elemanlar diyelim.

Al›flt›rma B7’de bunu x ~ y olarak yazm›flt›k. Okur

bu aflamada, e¤er yapmad›ysa o al›flt›rmay› yapabi-

lir. Örne¤in Z’de n ile −n birbirine denktir.

Teorem 9. Bir say› halkas›nda e¤er bir eleman

sonlu say›da asal›n çarp›m› olarak yaz›l›yorsa, o

zaman bu yaz›l›m afla¤› yukar› tek bir biçimde ya-

p›l›r. Daha matematiksel bir deyiflle, e¤er p1, ...,

pn, q1, ..., qm asallar› için ve u tersinir eleman› için,

p1 ... pn = uq1 ... qm

eflitli¤i sa¤lan›yorsa, o zaman n = m eflitli¤i sa¤la-

n›r ve her pi belli bir qj’ye denktir.

Kan›t: Kan›t›m›z› n üzerinden tümevar›mla ya-

pal›m. 

Önce n = 1 fl›kk›n› ele alal›m. p1, q1, ..., qm

asallar› ve u ∈ A* için p1 = uq1 ... qm eflitli¤i sa¤-

lans›n. Demek ki p1 = (q1)(uq2 ... qm). Dolay›s›y-

la, p1 asal oldu¤undan, p1 ya q1’i ya da uq2 ... qm

say›s›n› böler. ‹kinci fl›kta durmay›p devam eder-

sek, en fazla m ad›mda, p1 asal›n›n qj’lerden biri-

ni böldü¤ünü görürüz (çünkü p1 asal› tersinir bir

eleman olan u’yu bölemez, Al›flt›rma B3.) Demek

ki belli bir v için qj = p1v. Ama qj de bir asal, do-

lay›s›yla indirgenemez (Teorem 8). Demek ki v ∈
A* ve qj ~ p1. fiimdi, p1 = uq1 ... qm eflitli¤inde qj

yerine vp1 koyal›m: 

p1 = uvq1 ... qj−1p1qj+1 ... qm

eflitli¤ini elde ederiz. ‹ki taraftan p1’leri sadelefltirir-

sek, 1 = uvq1 ... qj−1qj+1 ... qm eflitli¤ini elde ede-

riz. Demek ki sa¤ taraftaki tüm asal say›lar tersi-

nirler, yani asl›nda yoklar... 

E¤er n > 1 ise, kan›t ayn›. Ama biz gene de ya-

pal›m kan›t›. Kan›t›m›z›n n − 1 için do¤ru oldu¤u-
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nu varsayal›m. p1, ..., pn, q1, ..., qm asallar› ve u ∈
A* için,

p1 ... pn = uq1 ... qm

eflitli¤i sa¤lans›n. p1, sol taraf› böldü¤ünden, sa¤

taraf› da, yani (q1)(uq2 ... qm) say›s›n› da böler.

Dolay›s›yla, p1 asal oldu¤undan, p1 ya q1’i ya da

uq2 ... qm say›s›n› böler. ‹kinci fl›kta durmay›p de-

vam edersek, p1 asal say›s›n›n qj’lerden birini böl-

dü¤ünü görürüz (çünkü p1 asal› tersinir bir ele-

man olan u’yu bölemez, Al›flt›rma B3.) Demek ki

belli bir j ve bir v için qj = vp1. Ama qj de bir asal,

dolay›s›yla indirgenemez (Teorem 8). Demek ki 

v ∈ A* ve qj ~ p1. fiimdi, p1 = uq1 ... qm eflitli¤in-

de qj yerine vp1 koyal›m: 

p1 ... pn = uvq1 ... qj−1p1qj+1 ... qm

eflitli¤ini elde ederiz. ‹ki taraftan p1’leri sadelefltirir-

sek, p2 ... pn = uvq1 ... qj−1qj+1 ... qm eflitli¤ini elde

ederiz ve uv ∈ A* oldu¤undan tümevar›m varsay›-

m›n› kullanarak teoremi kan›tlar›z. ■■

Acaba Teorem 1 ve 5’i genellefltirdi¤imiz gibi

Teorem 6’y› da genellefltirebilir miyiz, yani bir hal-

kada bir say›y› indirgenemezlerin çarp›m› olarak

yazabilir miyiz? Bu soru biraz daha zor.

Teorem 1 ve 5’i genellefltirmede bir sorun ya-

flamam›flt›k, hemen hemen ayn› kan›t› tekrarla-

m›flt›k, ama Teorem 6’n›n kan›t› biraz de¤iflik:

Teorem 6’n›n kan›t›nda, indirgenemezlerin çarp›-

m› olarak yazaca¤›m›z say› üzerine tümevar›m

yapm›flt›k, oysa herhangi bir say› halkas›nda tü-

mevar›m yapmak kolay de¤ildir, hatta imkâns›z

bile olabilir.

Afla¤›da en az›ndan Z[√d] halkalar›nda tüme-

var›m yapmam›z› ve böylece Teorem 6’y› bu hal-

kalara genellefltirmemizi sa¤layacak bir yöntem ge-

lifltirece¤iz. 

Z[√d] halkas›n›n bir ö¤esi x, y ∈ Z için x + y√d

olarak yaz›ld›¤›n› unutmayal›m. Bir de anlaflma

yapal›m: Z[√d] halkas›n›n bir ö¤esini x + y√d ola-

rak yazd›¤›m›z zaman x ve y’nin Z’de olduklar›n›

söylemeden varsayaca¤›z.

Efllenik Eleman. d ∈ Z \ {0, 1} say›s›, Z’de

1’den baflka bir tamkareye bölünmeyen bir say› ol-

sun. (Karmafl›k say›lar› bilmeyenler d ∈ N alabilir-

ler.) Bu paragrafta Z[√d] say› halkas›yla ilgilenece-

¤iz. A’n›n bir x + y√d ö¤esi için,

olsun. x + y√d = z + t√d eflitli¤i x = y ve z = t eflit-

li¤ini verdi¤inden (neden?), yukardaki tan›m› yap-

maya hakk›m›z vard›r. (Örne¤in d = 4 olsayd›, bu

tan›mdan bir çeliflki elde ederdik. Niye?) x + y√d

ve x − y√d say›lar›na efllenik say›lar denir. 

Önsav 10. Her α, β ∈ Z[√d] için,

Kan›t: Sadece hesaptan ibaret olan kan›t› oku-

ra b›rak›yoruz. ■■

Al›flt›rmalar.

E1. Z[√d]’de bir tamsay›n›n eflleni¤i kendisidir

ve sadece tamsay›lar bu özelli¤i sa¤larlar.

E2. A ve B birer say› halkas› olsun ve ƒ : A →
B fonksiyonu her α, β ∈ A için, 

ƒ(α + β) = ƒ(α) + ƒ(β)

ƒ(αβ) = ƒ(α)ƒ(β)

eflitliklerini sa¤las›n. Ayr›ca ƒ ≠ 0 olsun. Afla¤›da-

kileri kan›tlay›n.

i. ƒ(0) = 0,

ii. ƒ(1) = 1, 

iii. Her n ∈ N için ƒ(n) = n,

iv. Her α ∈ A için, ƒ(−α) = −ƒ(α), 

v. Her n ∈ Z için ƒ(n) = n,

vi. E¤er α ∈ A* ise ƒ(α) ∈ B* ve ƒ(α−1) = ƒ(α)−1.

vii. Her q ∈ Q ∩ A için, ƒ(q) = q.

viii. E¤er α ∈ A tamkatsay›l› bir polinomun

köküyse, ƒ(α) da ayn› polinomun köküdür.

E3. A = Z[√d] olsun ve ƒ : A → A yukardaki

al›flt›rmadaki gibi olsun. Ya her α ∈ A için ƒ(α) =

α ya da her α ∈ A için

eflitli¤ini gösterin.

Norm. d ve A = Z[√d] bir önceki paragrafta ol-

du¤u gibi olsun. fiimdi N : A → A fonksiyonunu,

her α ∈ A için,

olarak tan›mlayal›m. N(α)’ya α’n›n normu denir.

N(1) = N(−1) = 1 ve N(0) = 0 eflitliklerine dikkatini-

zi çekerim. Genel olarak, her a ∈ Z için, N(a) = a2.
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Önsav 11. i. E¤er α = x + y√d ∈ Z[√d] ise

N(α) = x2 − y2d ∈ Z.

ii. E¤er α, β ∈ Z[√d] ise, N(αβ) = N(α)N(β).

iii. N(α) = 0 ancak ve ancak α = 0 ise.

Kan›t: (i) çok kolay. (ii), Önsav 10’un üçüncü

eflitli¤inden ve N’nin tan›m›ndan hemen ç›kar. (iii),

d’nin bir tamkare olmamas›ndan ç›kar. ■■

Önsav 12. α ∈ Z[√d] olsun. α ∈ Z[√d]* ancak

ve ancak N(α) = ±1 ise. Bu durumda

Kan›t: α ∈ Z[√d]* olsun. Demek ki αβ = 1 eflit-

li¤ini sa¤layan bir β ∈ Z[√d] var. Eflitli¤in her iki

taraf›n›n da normlar›n› alal›m. Önsav 11.ii’ye gö-

re, 1 = N(1) = N(αβ) = N(α)N(β). Öte yandan, Ön-

sav 11.i’e göre, N(α) ve N(β) birer tamsay›. Çar-

p›mlar› 1 oldu¤undan, N(α) = ±1.

fiimdi N(α) = ±1 eflitli¤ini varsayal›m ve hesap-

layal›m: 

Demek ki α’n›n tersi A’daym›fl ve önsavda söylen-

di¤i gibiymifl. ■■

Örnek: 3 − 2√2 ∈ Z[√2]*, 2 + √5 ∈ Z[√5]*. 

Sonuç 13. E¤er d < −1 ise Z[√d]* = {1, −1}.

Kan›t: Yukar›daki gibi. ■■

Sonuç 14. Z[√−1]* = {1, −1, √−1, −√−1}.

Kan›t: d = −1 ve α = x + y√d ∈ Z[√d]* olsun.

Aynen yukardaki gibi düflünerek, x2 + y2 = ±1

denklemini çözmemiz gerekti¤i anlafl›l›r. Bundan

da istedi¤imiz sonuç ç›kar. ■■

Z[√−1] say› halkas›n›n ö¤elerine Gauss tamsa-

y›lar› denir. Her ne kadar √−1 ile −√−1 aras›nda bir

fark gözetmek imkâns›zsa da, bunlardan biri yeri-

ne i yazmak bir gelenek haline gelmifltir.

Sonuç 15. α ∈ Z[√d] olsun. E¤er N(α), Z’nin

bir asal›ysa, o zaman α, Z[√d] halkas›nda bir indir-

genemezdir.

Kan›t: α’n›n indirgenir oldu¤unu varsayal›m.

Demek ki Z[√d]’nin tersinir olmayan β ve γ ele-

manlar› için, α = βγ. Eflitli¤in her iki taraf›n›n da

normunu alal›m. N(α) = N(β)N(γ). β ve γ eleman-

lar› tersinir olmad›klar›ndan, N(β) ve N(γ) say›lar›

±1’den de¤iflik. Demek ki N(α) asal bir tamsay›

olamaz. ■■

‹ndirgenemezlere Ayr›l›fl. fiimdi Z[√d] halkas›-

n›n her ö¤esinin indirgenemezlerin bir çarp›m›

olarak yaz›labilece¤ini kan›tlayabiliriz. Böylece Te-

orem 6’n›n Z[√d] halkas› için de do¤ru oldu¤unu

kan›tlam›fl olaca¤›z.

Okur bu aflamada Teorem 6’n›n kan›t›na ba-

karsa, o kan›tta indirgenemezlerin çarp›m› olarak

yaz›lacak eleman üzerine tümevar›m yapt›¤›m›z›

farkedecektir. Bu yöntemi Z[√d] say› halkas› için

kullanaca¤›z, ancak tümevar›m›, indirgenemezle-

rin çarp›m› olarak yaz›lacak eleman üzerine yapa-

may›z, çünkü Z ya da N’de de¤il, Z[√d] say› halka-

s›nday›z. Tümevar›m› Z[√d]’nin elemanlar›n›n nor-

munun mutlak de¤eri üzerine yapaca¤›z.

E¤er α ∈ Z[√d] ise M(α) = |N(α)| ∈ N olarak

tan›mlayal›m. Her α, β ∈ Z[√d] için, Önsav 11.ii’-

den dolay› M(αβ) = M(α)M(β) eflitli¤i de geçerlidir

elbet.

Teorem 16. Her 0 ≠ α ∈ Z[√d] \ Z[√d]*, Z[√d]

halkas›n›n indirgenemezin çarp›m› olarak yaz›l›r.

Kan›t: 0 ≠ α ∈ Z[√d] \ Z[√d]* olsun. Teoremi

aynen Teorem 6’y› kan›tlad›¤›m›z gibi kan›tlayaca-

¤›z, ancak bu sefer M(α) üzerine tümevar›m yapaca-

¤›z. E¤er α indirgenemezse, o zaman α tek bir indir-

genemezin (α’n›n) çarp›m›d›r. E¤er α indirgenebilir-

se o zaman α = βγ eflitli¤ini sa¤layan 0 ≠ β, γ ∈ Z[√d]

\ Z[√d]* vard›r. Her iki taraf›n da M’sini alal›m:

M(α) = M(β)M(γ).  β ve γ tersinir olmad›klar›ndan,

M(β) ve M(γ) do¤al say›lar› 1’den büyükler. Demek

ki her ikisi de M(α)’dan küçükler. Tümevar›mla β ve

γ elemanlar› Z[√d] halkas›n›n sonlu say›da indirge-

nemezinin çarp›m›d›r. Dolay›s›yla βγ, yani α da son-

lu say›da indirgenemezin çarp›m›d›r. ■■

Ne yaz›k ki Z[√d] say› halkas›n›n her indirge-

nemezi bir asal de¤ildir ve Sonuç 7 bu say› halka-

lar›nda do¤ru de¤ildir.

Örnek. Z[√5] say› halkas›na bakal›m. Bu hal-

kada 4 = 2 × 2 = (√5 + 1)(√5 − 1) eflitli¤i geçerlidir.

Ayr›ca ne √5 + 1 ne de √5 − 1 say›lar› Z[√5] say›

halkas›nda 2’nin bir çarp›m›d›r (kan›t› çok kolay,

yaz›nca ç›k›yor), dolay›s›yla ne √5 + 1 ne de √5 − 1

say›s› 2’ye denk. Dolay›s›yla Teorem 9’a göre 2, √5

− 1 ve √5 + 1 say›lar›n›n hepsi birden asal olamaz-

lar. Öte yandan bu say›lar bu halkada indirgene-

mezdirler.  Birazdan kan›tlayaca¤›z bunu. Ama bu

sonucu kabul edersek, en az›ndan bu halkada her
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indirgenemezin bir asal olmad›¤› anlafl›l›r. Demek

ki her say› halkas›nda her say› asallar›n çarp›m›

olarak yaz›lam›yor ve indirgenemezlerin çarp›m›

olarak yaz›lsa da, indirgenemezlerin çarp›m› ola-

rak tek bir biçimde yaz›lam›yor.

fiimdi 2, √5 − 1 ve √5 + 1 say›lar›n›n indirgene-

mez olduklar›n› kan›tlayal›m. Bu say›lar›n herbiri-

nin normu 4. Demek ki, indirgenemez olmasalard›,

normu 2 ya da −2 olan iki say›n›n çarp›m› olarak

yaz›lacaklard›. Oysa Z[√5] say› halkas›nda normu

±2 olan bir eleman yoktur! Bunun kan›t› çok ko-

lay. x + y√5 normu ±2 olan bir say› olsun. O za-

man, x2 − 5y2 = ±2. Modülo 5 düflünürsek, x2 ≡ ±2

mod 5 olur. Ama bu denklemlerin modülo 5 say›-

larda çözümü yoktur.

Görüldü¤ü üzere asallarla indirgenemezler

aras›nda çok çok ince ama bir o kadar da önemli

bir ayr›m vard›r. Tarihte bu iki kavram›n kar›flt›r›l-

d›¤› zamanlar olmufltur ve bu kavram kargaflas›

önemli matematiksel hatalara neden olmufltur. 

Çok ilginç bir konu olan Z[√d] say› halkalar›-

na gerek matematiksel olarak gerek tarihsel gelifli-

mi aç›s›ndan ilerde daha çok de¤inmek isteriz.

Al›flt›rmalar.

F1. Z[1/2] = {a/2n : n ∈ N ve a ∈ Z} olsun. Bu

say› halkas›n›n tersinir elemanlar›n›, asallar›n› ve

indirgenemezlerini bulun.

F2. Z[√−1] say› halkas›n›n indirgenemezlerinin

asal oldu¤unu gösterin. ♠
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A bir say› halkas› (ya da bir taml›k bölgesi, bknz.

sayfa 28) olsun. M : A \ {0} → N flu özellikleri sa¤la-

yan bir fonksiyon olsun: Her a ∈ A ve 0 ≠ b ∈ A için, 

i) M(a) ≤ M(ab)

ii) öyle r, q ∈ A vard›r ki, a = bq + r ve 

ya r = 0’d›r ya da M(r) < M(b).

Birinci koflul, M’yi bir tür derece ya da mut-

lak de¤er olarak alg›lamam›z› sa¤lar. ‹kinci koflu-

lu “a, b’ye bölündü¤ünde sonuç q ç›kar, kalan da

r’dir” diye yorumlayabiliriz.

Böyle bir M fonksiyonunun oldu¤u halkalara

Öklid bölgesi ad› verilir. Tamsay›lar kümesi ve

(gerçel katsay›l›) polinomlar halkas› (Teorem 1,

sayfa 34) Öklid bölgeleridir.

Bir A Öklid bölgesinde,

• a ∈ A* ise her b ≠ 0 için M(a) ≤ M(b).

• a, b ∈ A* ise M(a) = M(b) = M(1).

• Gerekirse M yerine M − M(1) alarak her a

∈ A* için M(a) = 0 eflitli¤ini varsayabiliriz.

• 0 ≠ b ∉ A* ve a ≠ 0 ise M(a) < M(ab).

(Neden?) Bu son özellik sayesinde bir Öklid böl-

gesinde her eleman›n sonlu say›da indirgenemezin

çarp›m› oldu¤u kan›tlanabilir (Nas›l?) ‹kinci ko-

flul, her indirgenemezin bir asal oldu¤unu kan›tla-

makta kullan›l›r (Nas›l? Bunu kan›tlamak biraz

daha zor olabilir.) Demek ki bir Öklid bölgesinin

s›f›r ve tersinir olmayan her eleman› asallar›na tek

bir biçimde ayr›l›r (yani bir tek çarpanlar›n bölge-

sidir, bknz. sayfa 38).

Bundan böyle d ∈ Z \ {0, 1}, 1’den baflka bir

tamkareye bölünmeyen bir say› olsun.

Q[√d] = {r + s√d : r, s ∈ Q}

ve

Ad = {α ∈ Q[√d] : a, b ∈ Z için α2 + aα + b = 0}

olsun. O zaman Z[√d] ⊆ Ad (Neden?) Hatta,

(Neden?) Hangi d’ler için Ad’nin bir Öklid bölge-

si oldu¤u bilinmiyor. Z[√14]’ün Öklid bölgesi ol-

du¤u san›l›yor ama bildi¤imiz kadar›yla henüz

kan›tlanamad›.

M(a) = |N(a)| olarak tan›mlanan fonksiyonun

Ad’yi Öklid bölgesi yapt›¤› d’lerin hepsi biliniyor:

d = −1, −2, −3, −7, −11, 2, 3, 5, 6, 7, 11, 13, 17,

19, 21, 29, 33, 37, 41, 57, 73. Bunlar d›fl›nda,

David A. Clark 1994’te A69’un da (çarp›msal bir

M için) Öklid bölgesi oldu¤unu kan›tlad›.

Hangi d’ler için Ad’nin tek çarpanlama bölge-

si oldu¤u da bilinmiyor. Bir san›ya göre sonsuz

say›da d > 0 için Ad tek çarpanlama bölgesidir.

Bu arada, A−3, A−7 ve A−11 birer Öklid bölge-

si olmas›na karfl›n, Z[√−3], Z[√−7] ve Z[√−11]

Öklid bölgesi de¤iller, örne¤in Z[√−3]’te 4 = 2 × 2

= (1 − √−3)(1 + √−3). ♠

Öklid Bölgeleri


