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Kapak Konusu: Halkalar, Asallar ve indirgenemezler (1)

Asal Sayinin Ne Oldugunu
Gercekten Biliyor musunuz?

Asal
1’den bagka sayiya bolunmeyen sayi

sayi, kendinden ve
olarak bilinir. Buna bir de saymmn 1’den farkl ol-
masi kosulu eklenir. Bundan daha yanlis dogru bir
Onerme olamaz!

Turkcenin kurallarina gore boyle bir sayiya
“asal” degil indirgenemez demek daha dogrudur,
ve matematikte de Oyle denir, ¢linkii kendinden ve
1’den bagka sayiya boliinmeyen bir say1 kendinden
daha kiigiik sayilarin ¢arpimu olarak yazilamaz.

Bu yazida bu asal sayr taniminin hem neden
yanlis hem de neden dogru oldugunu gosterecegiz.
Once dogrulugunu kanitlayalim, yanlighgim daha
sonra gosterecegiz. Ilk olarak tanimlari sabitleyelim.

Indirgenemez Say1. Eger 1°den farkl bir p dogal
sayist sadece 1 ve p sayilarma boliiniiyorsal, o sayi-
ya indirgenemez say1 diyelim. Bu tanima gore, p > 1
ise ve her x, vy € N i¢in, p = xy esitligi dogru oldugun-
da ya x ya da y sayis1 1 olmak zorunda oluyorsa, o
zaman p’ye indirgenemez denir. Ornegin, 2, 3, S, 7,
11, 13, 17, 19, 23 indirgenemez dogal sayilardir.

Asal Sayi. Asal sayinin tanimi bagkadir. Eger
1’den ve 0’dan farkli bir p dogal sayisi, iki saymnin
carpimini boldiigiinde ¢arpanlardan en azindan bi-
rini boliiyorsa o sayiya asal denir. Yani eger her x,
y € N i¢in, p, xy’yi boldiginde, p ya x’i ya da y’yi
boliiyorsa p’ye asal denir. Ornegin 2, 3, 5, 7, 11,
13, 17, 19, 23 asal sayilardir.

Bugtne ve bu satira dek asal sayilarla indirge-
nemez sayilar arasinda bir ayrim goéremediyseniz
“su¢” sizde degildir. Cunku bu iki kavram dogal
sayilarda ortugtirler. Yani asal her dogal say1 indir-
genemezdir ve indirgenemez her dogal say1 asaldir.
Ama bunun kanitlanmas: gerekir. Bu yazida ilk
olarak asalla indirgenemez arasinda dogal sayilar-

1 Eger y = xz esitligini saglayan bir z sayist varsa, o zaman “x, y’yi
boler” denir. Demek ki her say1 0’1 boler, 1 her sayiy: boler, 0 bir
tek 0’1 boler ve her say1 kendini béler. Dikkat! “0, 0’1 boler” demek
“0/0 diye bir say1 vardir” anlamuna gelmez! Yoktur oyle bir say1.
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da bir fark olmadigini kanitlayacagiz. Daha sonra,
baska say1 kiimelerinde, asallarla indirgenemezler
arasinda bir fark oldugunu gorecegiz.

Matematige ilgi duyan okur asagidaki kaniti
okumadan 6nce bu iki kavramin dogal sayilarda
ayni kavramlar oldugunu kendi kendine kanitla-
maya ¢aligmalidir.

Kolaydan baglayalim; once her asalin indirge-
nemez oldugunu kanitlayalim.

Teorem 1. Her asal indirgenemez bir sayidr.

Kamit: p bir asal say1 olsun. Iki x ve y sayisi
icin, p = xy esitligi saglandigini varsayalim. Ya x’in
ya da y’nin 1 oldugunu kanitlayacagiz, boylece
p’nin indirgenemezligi kanitlanmig olacak. p sayisi
p’yi boldigunden, p sayis1 xy’yi de boler. Ama p
asal oldugundan, bundan p’nin ya x’i ya da y’yi
boldugi ¢ikar. Diyelim p, x’i boliyor. Demek ki
belli bir x{ tamsayisi i¢in x = px¢. Simdi kuguk bir
hesap yapalim: p = xy = pxqy. Bu esitlikte p’leri sa-
delestirirsek, 1 = x1y elde ederiz, ki bundan da y =
1 ¢ikar. Eger p, y’yi bolseydi, o zaman, x = 1 elde
edecektik. 0

Yukardaki kanitin dogal sayilarin hemen he-
men hicbir ozelligini kullanmadigina dikkatinizi
gekerim. Ornegin tiimevarimla kanit yéntemi kul-
lanmadik. Nitekim, eger asal ve indirgenemez ta-
mimlarinda hafif bir degisiklik yapacak olursak,
yukardaki teorem oldukca genel bir teoreme donu-
stir. Ayni teorem, sonradan gorecegimiz Uzere adi-
na “tamlik bolgesi” denen yapilarda da gegerlidir.

Simdi her indirgenemez dogal saymnin bir asal
oldugunu kamitlayacagiz. 1ki degisik kanit verece-
giz. Birinci kanit dogal sayilarin digina ¢ikip tam-
sayilari kullanacak. Ikinci kanit sadece dogal say1-
lar1 kullanacak. Ama her iki kanit da dogal sayila-
ra ozgii ozellikleri (6rnegin tiimevarimla kanit yon-
temini) kullanacak.

Teorem 2. Indirgenemez her dogal say: bir
asaldir.
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Teorem 2’nin Birinci Kaniti. Once bir 6nsava
ihtiyacimiz var.

Onsav 3. Eger a ve b dogal sayilarimn dogal
sayilarda 1’den bagka ortak boleni yoksa, o zaman
au + bv = 1 esitligini saglayan u ve v tamsayilar
vardir.

Kamit: a + b Uzerinden tiimevarim yapacagiz. a
ya da b = 1 ise, kanit oldukga kolay. Bundan boyle
a# 1, b # 1 varsayalim. Bu varsayimdan kolayca a
> 1, b > 1 gikar. Elbette a # b. Dolaysiyla yaa < b
ya da b < a. Birinci varsayimda ¢aligalim, diger var-
sayim bunun simetrik durumu. a ve b — a’nin ortak
bolenleri a ve b’nin de ortak bolenleridir elbet. Do-
layisiyla @ ve b — @’nin 1’den baska ortak boleni
yoktur. Timevarimla au + (b—a)v = 1 esitligini sag-
layan u ve v tamsayilari vardir. Bundan da a(u—v) +
bv = 1 gikar. Onsavimiz kanitlanmustir. O

Simdi Teorem 2’yi kanitlayabiliriz.

p indirgenemez bir say1 olsun. Iki x ve y dogal
sayisl i¢in p’nin xy’yi boldigiini varsayalim. p’nin
ya x’i ya da y’yi boldigini kanitlayacagiz. Boyle-
ce p’nin bir asal oldugu anlasilacak. Bunun icin
p’nin x’i bolmedigini varsayip y’yi boldugini ka-
nitlamak yeterli. Biz de bundan boyle p’nin x’i bol-
medigini varsayalim. p indirgenemez oldugundan,
p’yi sadece 1 ve p boler. Dolayisiyla p ve x’i sade-
ce 1 boler. Onsav 3’ten dolay1 pu + xv = 1 esitligi-
ni saglayan # ve v tamsayilari vardir. Demek ki
ypu + yxv =y. Simdi, p sayisi sol taraftaki ypu ve
yxv sayilarini boler, demek ki toplamlarini da bo-
ler, dolayisiyla sag taraftaki y’yi de boler. O

Teorem 2’nin Ikinci Kaniti: Ayni kaniti dogal
sayilarin digina ¢itkmadan (tamsayilari kullanma-
dan) vermek asagida goriildagi gibi birazcik daha
zahmetlidir.

Onsav 4. 1’den degisik ber dogal say: indirge-
nemez bir sayrya boliiniir.

Kanit: Dogal sayimiza 7 diyelim. Eger # = 0 ise
sorun yok, her say1 0’1 boler. Bundan boyle # > 2
olsun. Onsavi # iizerine tiimevarimla kanitlayaca-
g1z. n’den kugiik ve 1°den buyiik her dogal sayinin
indirgenemez bir sayiya bolundigiintii varsayalim
(buna tumevarim varsayimi diyelim; eger n = 2 ise
timevarim varsaymmimiz hicbir bilgi vermemekte-
dir.) Eger » indirgenemezse sorun yok, o zaman »
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dogal sayis1 # indirgenemez sayisina boliiniir. Eger
n indirgenebilirse, o zaman 1°den degisik a ve b do-
gal sayilari i¢in # = ab olarak yazilabilir. Tiimeva-
rim varsayimindan, g bir indirgenemeze boliiniir ve
n’de o a’y1 bolen indirgenemeze bolinir. O

Simdi Teorem 2’yi bir defa daha kanitlayalim.

p indirgenemez bir say1 olsun. p’nin asal oldu-
gunu kanitlayacagiz. Kanitimizi timevarimla ya-
pacagiz. Teoremin p’den kiiciik indirgenemez sayi-
lar i¢in dogru oldugunu, yani p’den kiigiik indirge-
nemezlerin asal olduklarini varsayalim.

p, xy sayisini bolsiin. p’nin x’i ya da y’yi bol-
duginu kanitlayacagiz. Diyelim bu dogru degil:
diyelim p, xy’yi boliiyor ama ne x’i ne de y’yi bo-
liyor. Bu tiir x ve y sayilarinin en kigiklerini ala-
lim. x’i ve y’yi p’ye boldigiimiizde kalanlarina i
ve j diyelim. Demek ki p sayis1 ij’yi de boluyor,
ama p ne i’yi ne de ;’yi boluyor (Neden?) x ve y
bu ozellikleri saglayan en kiigiik say1 olduklarin-
dan, x = i ve y = j olmak zorunda. Demek ki x ve
y dogal sayilar1 p’den kiiciik. Simdi k sayisi, xy’yi
p’ve boldigumiuzde elde edilen sonug olsun, yani
pk = xy esitligi saglansin. Eger k = 1 ise p = xy
olur ve p indirgenemez oldugundan ya x = p ya da
y = p elde edilir, varsayimimiza karsi. k = 0 ise de
kanit kolay. Demek ki k > 2. Ayrica,

pk=xy<(p-1)>=p>=2p+1<p>-p.
Bundan da k < p — 1 < p cikar. Onsav 4’e gore k in-
dirgenemez bir g sayisina boliniir; & = gk’ olsun.
Demek ki g < k < p. Timevarim varsayimini g’ya
uygulayalim: g indirgenemezi bir asaldir. Simdi g,
pk’y1 boldugiinden xy’yi de boler. Asal oldugundan,
g yax’i ya da y’yi boler. Diyelim x’i boler (diger var-
sayim simetrik durumdur); x = gx' olsun; p sayisinin
x'" sayisin1 bolmedigine dikkatinizi ¢ekerim (yoksa
x’i bolerdi). Simdi, pgk’ = pk = xy = gx'y. En sag ve
en soldaki g’lar1 sadelestirirsek pk’ = x'y ¢ikar. Ama
simdi p indirgenemezi x'y sayisini boliyor, 6te yan-
dan ne x’ sayisini ne de y sayisini boliiyor. Ama ha-
ni x ve y bu ozelligi saglayan en kiigiik sayilard:? Bir
celigki elde ettik. O

Demek ki dogal sayilarda indirgenemez sayi-
larla asal sayilar arasinda bir fark yok.

Konumuzu genisletmeden once, sadece Te-
orem 1’i kullanarak asal sayilarin indirgenemez sa-
yilara olan bir ustinliginden soz edelim:
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Teorem 5. Bir dogal sayr sonlu sayida asalin
carpumi olarak (eger yazilirsa!) siralama farkini say-
mazsak tek bir bicimde yazilir. Daba matematiksel
bir deyisle, eger Py ..y Dy Q15 -vs 4y, asallars icin pq
e Dy = Q1 - Q,y, esitligi saglanryorsa, o zaman n =
m esitligi saglanir ve her p; belli bir q)’ye esittir.

Kanit: Kanitimizi # tizerinden timevarimla ya-
palim.

Once n = 1 sikkini ele alalim. py, g1, -\ 9,,,
asallari igin pq = g1 ... q,, esitligi saglansin. Demek
ki p1 = (91)(q3 .- q,,,)- Dolayisiyla, pq, asal oldu-
gundan, ya q;’i ya da q; ... g, sayisin1 boler. Ikin-
ci sikta durmayip devam edersek, en fazla m adim-
da, pq asal sayisinin g;’lerden birini boldiigiinii go-
riiriiz. Demek ki belli bir x igin g; = px. Ama g; de
bir asal, dolayisiyla indirgenemez (Teorem 1). De-
mek ki x = 1 ve g; = pq. Simdi, py = g1 ... q,,, esit-
liginde g; yerine p; koyalim:

P1=41 - 49j-1P19j+1 -+ 9m
esitligini elde ederiz. Iki taraftan p;’leri sadelestirir-
sek, 1 = gy ... §j_19js1 - dp, esitligini elde ederiz.
Demek ki sag taraftaki tim asal sayilar 1’e esitler,
yani aslinda yoklar...

Eger n > 1 ise, kanit ayni. Ama biz gene de ya-
palim kaniti. Kanitimizin # — 1 igin dogru oldugu-
nu varsayalim. pq, ..., P, 15 --s 4y, asallart igin

P1Pn=91-9m
esitligi saglansin. Demek ki pq, sol tarafi boldigin-
den, sag tarafi da, yani (g1)(¢5 ... q,,) sayisini da bo-
ler. Dolayisiyla, pq asal oldugundan, p; ya ¢’i ya
da q; ... g,, saywsin1 boler. Tkinci sikta durmayip de-
vam edersek, py asal saywsinin g;’lerden birini bol-
duguni gortiriiz. Demek ki belli bir j ve bir x icin,
gj = p1x. Yukardaki gibi g; = p; elde ederiz. $imdi,
D1 - Pn = q1 - Qm esitliginde g; yerine p; koyalim:
D1+ Py =41 - 4j—1013j41 -+ G €sitligini elde ede-
riz. Iki taraftan p’leri sadelestirirsek,
P2 - Pn =491 - 4j—19j+1 - 9m

esitligini elde ederiz ve timevarim varsayimini kul-
lanarak teoremi kanitlariz. O

Dikkat edilirse, yukardaki teoremi kanitlamak
icin Teorem 2’yi ve sonrasini kullanmadik.

Bu sefer indirgenemezlerle ilgili bir teorem ka-
nitlayalim. Gene Teorem 2’yi ve sonrasini kullan-
mayacagiz.

Teorem 6. Her n > 2 dogal sayist sonlu sayida
indirgenemez saymm carpmudir.
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Kanit: # > 2 bir dogal say1 olsun. Eger n indirge-
nemezse, #n tek bir indirgenemezin (7’nin) ¢arpimi-
dir. Eger n indirgenebilirse, 7 = ab esitligini saglayan
1’den buiyiik ama 7’den kiicik a ve b sayilari vardir.
Tumevarimla a ve b sayilarinin herbiri sonlu sayida
indirgenemezin carpimuidir. Dolayisiyla ab, yani n de
sonlu sayida indirgenemezin ¢arpimidir. O

Yukardaki iki teoremlerden simdi (bu kez Te-
orem 2’yi kullanarak) giizel bir sonug ¢ikarabiliriz:

Sonug 7. 1’den biiyiik bir dogal say: sonlu sayi-
da asaln (ya da indirgenemezin) carpmm olarak sira-
lama farkim saymazsak tek bir bicimde yazilir. Daba
matematiksel bir deyisle, eger k > 2 ise, o zaman,

a) k = pq ... p, esitligini saglayan sonlu sayida
D1s -es Dy asali vardir.

b) Eger q1, ..., q,,, asallariicin k = q4 ... q,, esit-
ligi saglanyyorsa, o zaman n = m esitligi saglanr ve
her p; belli bir g;’ye esittir.

Kanit: Teorem 6’ya gore k sonlu sayida indir-
genemezin ¢carpimudir. Teorem 2’ye gore bu indir-
genemezler asaldir. Teorem 5’e gore bu yazilim
asag1 yukar tek bir bicimde yapilir. O

Dogal Sayilarn Otesi. Her ne kadar Teorem
2’de dogal sayilarda asalla indirgenemez arasinda
bir ayrim olmadigini kanitlamigsak da, bundan son-
raki sonuglari sanki bu kavramlar arasinda bir ay-
rim varmig gibi dikkatlice yazip kamitladik. Bunun
bir nedeni var: Asallarla indirgenemezler arasinda
dogal sayilarda ve tamsayilarda bir ayrim yoksa da,
bagka say1 kiimelerinde bu iki kavram arasinda bir
ayrim vardir. Simdi bu ayrimdan sozedecegiz.

Gergel sayilar kiimesi R’nin (ya da karmagik
sayilar kiimesi C’nin) ¢ikarma ve carpma altinda
kapali ve 1’i igeren bir A altkiimesini alalim. De-
mek ki, 1 € A ve her x, y € A i¢in, x — y, xy € A.
Ornegin A = Z, Q, R olabilir, ya da

A=ZN5]:={a+bN5:a,b e Z)},

A=Z[\2]:={a+b\2:a,be Z)
ktimeleri olabilir. Okurun, yazinin devamini okur-
ken, Z ve Z[N2] ve Z[V5] gibi Z[Vd] tiiriinden 6r-
nekleri aklinda tutmasinda yarar vardir. Eger kar-
magik sayilari biliyorsa Z[N-3] tiiriinden 6rnekler
de yararlidir (burada V-3, karesi —3 olan yepyeni
bir “say1”dur.)

Yukardaki ozellikleri saglayan A kimelerine
say1 halkasi ya da daha kisa olarak halka ad: veri-
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lir. Bundan boyle A bir say1 halkasini simgelesin.

0=1-1 € A oldugundan, 0 sayis1 da A’dadir.
Dolayisiyla, hera, b € Aicinja+b=a—-(0-0b) e
A. Demek ki bir say1 halkasi sadece ¢ikarma ve
¢arpma altinda degil, toplama altinda da kapalidir.
Biitiin bunlardan Z ¢ A ¢ikar.

Bir say1 halkasinin asallarinin ve indirgeneme-
zlerinin tanimlarini verecegiz ve bu iki kavramin
her zaman ayni olmadigini gorecegiz. Zaten sayilar
kuramini ilging kilan da bu “anormallik”tir.

Tanimlara baghyoruz.

Bolmek. x, y € A olsun. Eger xa = y esitligini
saglayan bir a € A varsa, o zaman “x, y’yi A’da
boler” denir. Bu bazen xly olarak yazilir. Elbette,
eger x # 0 ise, x|y ancak ve ancak y/x € A ise,

Alistirmalar. A bir say1 halkasi olsun.
A1l. 0 sadece 0’1 boler.

A2. Her say1 0’1 boler.

A3. 1 ve -1 her sayiy1 bolerler.

A4, Her say1 kendini boler.

AS
AG. xly ise, her z € A icin xlyz.

. xly ve ylz ise xlz.

A7. xly ise ve x # 0 ise 0 zaman xa = vy esitligi-
ni saglayan tek bir a € A vardir ve bu a elbette
ylx’tir.

A8. xly ve xlz ise her a, b € A igin, x|(ay + bz).

Tersinir Elemanlar. x € A olsun. Eger 1/x € A
ise, 0 zaman x’e tersinir eleman denir. Bu durum-
da 1/x’e x’in tersi ad1 verilir.

Daha dikkatli olmak isteseydik, “tersinir”den
ote “A’da tersinir” derdik. Ciinkii tersinir olmak A
halkasina gore degisir: A’da tersinir olmayan bir
eleman, daha genis bir halkada tersinir olabilir.

1x1 = 1 oldugundan, 1 elemani her halkada
tersinirdir. —1 de her halkada tersinirdir. Ama 0
higbir halkada tersinmez. Bir halkanin iki tersinir
elemaninin ¢arpimi da tersinirdir. Dolayisiyla tersi-
nir bir x elemaninin x” gigleri de tersinirdir.

Nasil 1 her sayiy1 boliiyorsa, tersinir elemanlar
da A’daki her sayiy1 bolerler. Nitekim eger x tersi-
nirse ve y € A ise, y’yi x’e boliince A’nin (1/x)y, ya-
ni y/x elemanini buluruz. Burada onemli olan bol-
me isleminin sonucunun gene A’da olmasidir, ¢iin-
ku “bolme” kavrami halkaya gore degisir; 6rnegin
2, 3’ti Z’de bolmez ama Q’da boler.

A halkasinin tersinir 6gelerinin kiimesi A” ola-
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rak simgelenir. Ornegin

Z"={1,-1},

Q" =Q\ {0}
Bunlar kolay. Ama Z[Vd]" tiiriinden kiimeleri be-
lirlemek ¢cok daha zordur. Okur, gorece kolay bir
alistirma olarak, daha simdiden, daha sonra kanit-
layacagimiz, eger d € Z \ {0, 1}, 1 disinda bir tam-
kareye boliinmiiyorsa,

ZNd]" ={a+bVd :a, b € Z, a2 — db2 = +1)
esitligini kamitlayabilir. Ornegin 1 + V2 ve bu ele-
manin tim giigleri Z[V2]" kiimesindedir.

Ama yukardaki esitligi bulmak Z[V2]* kiimesi-
ni belirlemek icin yeterli degildir. Z[\2]* kiimesini
belirlemek icin a2 — 262 = =1 denklemlerinin Z’de-
ki tim ¢oztimlerini bulmak lazim. Okur, belli bir d
icin, @2 — db2 = +1 denklemlerinin tiim ¢oziimleri-
ni bulmay1 deneyebilir, ama bu pek kolay degildir,
hatta hi¢ kolay degildir.

Alistirmalar.

B1. u € A* ancak ve ancak ull ise.

B2. Q[Vd] = {a + bNd : a, b € Q} olsun.
Q[Vd]* = Q[Vd] \ {0} esitligini kamtlaym.

B3. Tersinir elemanlar ancak tersinir elemanla-
ra boluinebilirler.

B4. Her x, y € A ve x # 0 icin, eger xylx ise
y e A*.

BS5.Herx,y € Aicin, xy € A* ise x,y € A™.

B6. Her x, y € A icin, xly ve ylx ancak ve an-
cak x = uy esitligini saglayan bir # € A* varsa.

B7. B6’daki kogullardan herhangi biri saglani-
yorsa x ~ y yazalim. O zaman, her x, y, z € A igin,

Lx ~x.
il.x ~yisey~x.
fii.x ~yvey~zisex ~ 2.

BS8. x, y € A olsun. Eger ux + vy = 1 esitligini
saglayan u, v € A varsa, o zaman x ve y’nin ortak
bolenleri sadece A’nin tersinir elemanlaridir.

B9. A = Z[Vd] olsun. A* N Z = {1, -1} esitligi-
ni kanitlayin.

Simdi A halkasinin asallarini ve indirgenemezleri-
ni tamimlayacagiz. Tanimimiz1 Z’ye uyguladigimizda
Z’nin asal ve indirgenemez kavramlarini bulacagz.

Indirgenemezler. 0 # x € A\ A" olsun. Eger v,
z € A igin, x = yz esitligi dogru oldugunda y ya da
z elemanlarindan biri A’da tersinirse o zaman x’e
(A’da) indirgenemez denir.
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Ornegin, 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17 sayilar1 Z’nin in-
dirgenemez sayilaridir. Ama bu sayilarin yanisira —
2,-3,-5,-7,-11, =13, =17 sayilar1 da Z’nin in-
dirgenemezleridir.

Ote yandan 2, Z’nin indirgenemezi olmasina
karsmn Z[V2]’nin indirgenemezi degildir; 2, Z[\2]
halkasinda V2 x V2 olarak indirgenebilir. Ayrica,

7=(3+2)(3-12)
esitliginden dolay: 7 de Z[V2] halkasinda indirge-
nir bir sayidir. Goriildugu gibi Z’de indirgenemez
olan bir say1, Z[\2] halkasinda indirgenebiliyor.
Demek ki A < B say1 halkalariysa, A’nin bir in-
dirgenemezi B’de indirgenir bir sayiya donugebi-
liyor.

Alistirmalar.

C1. Eger x € A indirgenemezse ve u € A™ ise
xu da indirgenemezdir. Yani x € A indirgenemez-
se ve x ~ y ise ¥ de indirgenemezdir.

C2. x2 hicbir zaman indirgenemez olamaz.

C3. x € A olsun. “x indirgenemez ancak ve an-
cak ylx kosulunu saglayan her y € A icin, ya y €
A* ya da x ~ y” Onermesini kanitlayin.

Asallar. 0 = x € A\ A" olsun. Eger her y, z €
A i¢in, x, yz ¢arpimin boldiginde ya y’yi ya da
2’yi boltyorsa, o zaman x’e asal denir.

Ornegin 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23 sayilar
Z halkasinin asal sayilaridir. Bunlarin negatifleri
de asaldir. Z’de asallarla indirgenemezlerin ayni
sey oldugunu yukarda gordiik.

Ahgtirmalar.

D1. Eger x € A asalsa ve u € A* ise xu da asal-
dir. Yani x € A asalsa ve x ~ y ise y de asaldur.

D2. x2 higbir zaman asal olamaz.

D3. Q ve R halkalarinda hi¢ indirgenemez ve
asal say1 yoktur.

Her asal bir indirgenemezdir. Bunun kanit1 da
hemen hemen aynen Teorem 1’in kanit1 gibidir.

Teorem 8. Bir say: halkasimn her asali bir in-
dirgenemezdir.

Kanit: p bir asal olsun. Iki x ve y sayist igin, p
= xy esitligi saglandigini varsayalim. Ya x’in ya da
y’nin tersinir oldugunu kanitlayacagiz, boylece
p’nin indirgenemezligi kanitlanmig olacak. p sayisi
p’yi boldugiinden, p, xy’yi de boler. Ama p asal ol-
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dugundan, bundan p’nin ya x’i ya da y’yi boldugi
cikar. Diyelim p, x’i bolityor. Demek ki belli bir x
i¢in x = pxq. Simdi kiiciik bir hesap yapalim: p =
xy = pxqy. Bu esitlikte p’leri sadelestirirsek, 1 = xy
elde ederiz, ki bu da y € A* demektir. Eger p, y’yi
bolseydi, o zaman, x € A* elde edecektik. |

Her asal her halkada indirgenemezdir ama her
indirgenemez her halkada bir asal degildir. Biraz-
dan ornekler verecegiz. Ama once asallar ve indir-
genemezlerle ilgili bir teorem sunalim.

Yukarda nasil Teorem 1’1 genellestirdiysek,
Teorem 5’i de genellestirebiliriz. Once bir tanim:

x,y € A olsun. Eger belli bir # € A* igin x =
uy ise, o zaman x ve y’ye denk elemanlar diyelim.
Alistirma B7’de bunu x ~ y olarak yazmistik. Okur
bu asamada, eger yapmadiysa o alistirmayi yapabi-
lir. Ornegin Z’de # ile —n birbirine denktir.

Teorem 9. Bir say: halkasinda eger bir eleman
sonlu sayida asalm carpmu olarak yaziliyorsa, o
zaman bu yazilim asag yukari tek bir bicimde ya-
piir. Daba matematiksel bir deyisle, eger pq, ...,
D> A1s -o> Ay asallar icin ve u tersinir eleman igin,

P1 - Pp=uqq .. qp
esitligi saglanryorsa, o zaman n = m esitligi sagla-
nmir ve her p; belli bir qi'ye denktir.

Kanit: Kanitimizi 7 tizerinden tiimevarimla ya-
palim.

Once n = 1 sikkint ele alalim. pq, g1, ..y 9,,
asallart ve u € A* i¢in py = uqq ... q,, esitligi sag-
lansin. Demek ki pq = (¢1)(#q, ... q,,,). Dolayisiy-
la, pq asal oldugundan, p, ya gy’iyadauq, ... q,,
sayisini boler. Ikinci sikta durmayip devam eder-
sek, en fazla m adimda, pq asalinin g;’lerden biri-
ni boldugiini goruriz (ciinkt pq asal tersinir bir
eleman olan #’yu bolemez, Alistirma B3.) Demek
ki belli bir v i¢in g; = pyv. Ama g; de bir asal, do-
layisiyla indirgenemez (Teorem 8). Demek ki v e
A* ve g ~ pq. Simdi, py = uqy ... q,, esitliginde g;
yerine vp koyalim:

b1 =uvqq ... 4;-1P19j+1 - dm
esitligini elde ederiz. ki taraftan p;’leri sadelestirir-
sek, 1 = uvqyq ... gj_19js1 - qy, esitligini elde ede-
riz. Demek ki sag taraftaki tiim asal sayilar tersi-
nirler, yani aslinda yoklar...

Eger n > 1 ise, kanit ayni. Ama biz gene de ya-
palim kaniti. Kanitimizin # — 1 i¢in dogru oldugu-
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nu varsayalim. pq, ..., D, 415 --s 4, asallari ve u €
A* icin,
P1 - Pp=uqq - qp

esitligi saglansin. pq, sol tarafi boldigiinden, sag
tarafi da, yani (q)(#q, ... q,,) sayisini da boler.
Dolayisiyla, pq asal oldugundan, p, ya q¢’i ya da
uq ... q,, sayisint boler. Ikinci sikta durmayip de-
vam edersek, py asal sayisinin g;’lerden birini bol-
dugunu goruruz (¢unku pq asali tersinir bir ele-
man olan #’yu bolemez, Alistirma B3.) Demek ki
belli bir j ve bir v i¢in g; = vp1. Ama g; de bir asal,
dolayisiyla indirgenemez (Teorem 8). Demek ki
ve A¥ ve q;~ py. Simdi, py = uqq ... g,, esitligin-
de g; yerine vpy koyalim:

P1 - P =1vqq .- 4j1P19j41  9m
esitligini elde ederiz. ki taraftan p;’leri sadelestirir-
sek, Py« Py = UVGY e Gj_1qj41 -+ Dy esitligini elde
ederiz ve uv € A* oldugundan tiimevarim varsayi-
mini kullanarak teoremi kanitlariz. O

Acaba Teorem 1 ve 5’i genellestirdigimiz gibi
Teorem 6’y1 da genellestirebilir miyiz, yani bir hal-
kada bir sayiy1 indirgenemezlerin ¢arpimi olarak
yazabilir miyiz? Bu soru biraz daha zor.

Teorem 1 ve 5’i genellestirmede bir sorun ya-
samamustik, hemen hemen aymi kaniti tekrarla-
mustik, ama Teorem 6’nin kaniti biraz degisik:
Teorem 6’nin kanitinda, indirgenemezlerin ¢arpi-
mi olarak yazacagimiz sayi tizerine timevarim
yapmistik, oysa herhangi bir say1 halkasinda tii-
mevarim yapmak kolay degildir, hatta imkansiz
bile olabilir.

Asagida en azindan Z[\d] halkalarinda tiime-
varim yapmamizi ve boylece Teorem 6’y1 bu hal-
kalara genellestirmemizi saglayacak bir yontem ge-
ligtirecegiz.

Z[Vd] halkasmnmn bir 6gesi x, y € Z igin x + yVd
olarak yazildigim1 unutmayalim. Bir de anlagma
yapalim: Z[Vd] halkasinin bir 6gesini x + y\d ola-
rak yazdigimiz zaman x ve y’nin Z’de olduklarini
soylemeden varsayacagiz.

Eslenik Eleman. d € Z \ {0, 1} sayisi, Z’de
1’den bagka bir tamkareye boliinmeyen bir say1 ol-
sun. (Karmagik sayilari bilmeyenler d € N alabilir-
ler.) Bu paragrafta Z[Vd] say1 halkasiyla ilgilenece-
giz. A’min bir x + yVd 6gesi igin,

ey =5 /d
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olsun. x + yWd = z + tVd esitligi x = y ve z = ¢ esit-
ligini verdiginden (neden?), yukardaki tanimi yap-
maya hakkimiz vardir. (Ornegin d = 4 olsaydi, bu
tammdan bir ¢eliski elde ederdik. Niye?) x + yVd
ve x — yVd sayilarina eslenik sayilar denir.

Onsav 10. Her o, p € Z[Vd] icin,

o=a,

a+B=&+ﬂ
af = op.

Kanit: Sadece hesaptan ibaret olan kaniti oku-
ra birakiyoruz. O

Aligtirmalar.

E1. Z[Nd]’de bir tamsaymin eslenigi kendisidir
ve sadece tamsayilar bu 6zelligi saglarlar.

E2. A ve B birer say1 halkasi olsun ve f : A -
B fonksiyonu her a, B € A igin,

floo+B) = fla) + f(B)
flaB) = f(a)f(B)

esitliklerini saglasin. Ayrica f # 0 olsun. Asagida-
kileri kanitlayin.

i. f(0) =0,

i. f(1) =1,

iii. Her 7 € N i¢in f(n) = n,

iv. Her a € A icin, f(-a) = —f(a),

v. Her n € Z i¢in f(n) = n,

vi. Eger o € A* ise f(a) € B* ve f(a~!) = f(a)L.

vii. Her ¢ € Q n A i¢in, f(q) = q.

viii. Eger o € A tamkatsayili bir polinomun
kokiyse, f(a) da ayni polinomun kokudiir.

E3. A = Z[Vd] olsun ve f : A — A yukardaki
alistirmadaki gibi olsun. Ya her a. € A igin f(a) =
o ya da her a € A icin

esitligini gosterin.

Norm. d ve A = Z[d] bir 6nceki paragrafta ol-
dugu gibi olsun. Simdi N : A — A fonksiyonunu,
her o € A igin,

N(a)= oo
olarak tamimlayalim. N(a)’ya o’nin normu denir.
N(1) = N(-1) = 1 ve N(0) = 0 esitliklerine dikkatini-
zi cekerim. Genel olarak, her a € Z igin, N(a) = 42.
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Onsav 11. i. Eger a.=x + yd e Z[\d] ise
N(a) =x2 — y2d € Z.

ii. Eger o, B € Z[Vd] ise, N(ap) = N(a)N(B).

iii. N(a) = 0 ancak ve ancak a = 0 ise.

Kanit: (i) cok kolay. (ii), Onsav 10’un iigiincii
esitliginden ve N’nin tamimindan hemen cikar. (iii),
d’nin bir tamkare olmamasindan cikar. O

Onsav 12. o € Z[\d] olsun. o € Z[Nd)* ancak
ve ancak N(o) = =1 ise. Bu durumda

a' = N(a)o.

Kamit: o € Z[Vd]* olsun. Demek ki af = 1 esit-
ligini saglayan bir p e Z[Vd] var. Esitligin her iki
tarafinin da normlarini alalm. Onsav 11.ii’ye go-
re, 1 = N(1) = N(ap) = N(a)N(B). Ote yandan, On-
sav 11.%e gore, N(a) ve N(B) birer tamsayi. Car-
pimlart 1 oldugundan, N(a) = 1.

a(N(a)a) = N(a)oe = N(o)? = (£1)% =1.

Simdi N(a) = =1 esitligini varsayalim ve hesap-
layalim:

Demek ki a’nin tersi A’daymis ve 6nsavda soylen-

digi gibiymis. O
Ornek: 3 — 2V2 € Z[\2]*, 2 + V5 € Z[V5]*.
Sonug 13. Eger d < -1 ise Z[\d]* = {1, -1).
Kanit: Yukaridaki gibi. O

Sonug 14. Z[N-1]* = {1, -1, \-1, —\-1}.

Kamt: d = -1 ve o = x + yNd € Z[\Nd]* olsun.
Aynen yukardaki gibi diisiinerek, x2 + y2 = =1
denklemini ¢ozmemiz gerektigi anlasilir. Bundan
da istedigimiz sonug ¢ikar. i

Z[V-1] say1 halkasinin 6gelerine Gauss tamsa-
yilar1 denir. Her ne kadar \-1 ile —V-1 arasinda bir
fark gozetmek imkansizsa da, bunlardan biri yeri-
ne i yazmak bir gelenek haline gelmistir.

Sonug 15. o € Z[Vd] olsun. Eger N(a), Z’nin
bir asalrysa, o zaman a., Z[Nd] halkasimda bir indir-
genemezdir.

Kanmit: o’nin indirgenir oldugunu varsayalim.
Demek ki Z[Vd]’nin tersinir olmayan B ve y ele-
manlari igin, o = By. Esitligin her iki tarafinin da
N(B)N(y). B ve y eleman-
lar1 tersinir olmadiklarindan, N(B) ve N(y) sayilar

normunu alalim. N(a)

+1’den degisik. Demek ki N(a) asal bir tamsay1

olamaz. |
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Indirgenemezlere Ayrilis. Simdi Z[Vd] halkas:-
nin her 06gesinin indirgenemezlerin bir carpimi
olarak yazilabilecegini kanitlayabiliriz. Boylece Te-
orem 6’nin Z[\Vd] halkas: icin de dogru oldugunu
kanitlamig olacagiz.

Okur bu agsamada Teorem 6’nin kanitina ba-
karsa, o kanitta indirgenemezlerin ¢arpimi olarak
yazilacak eleman lizerine tiimevarim yaptigimizi
farkedecektir. Bu yontemi Z[\d] say1 halkas: icin
kullanacagiz, ancak tumevarimi, indirgenemezle-
rin ¢arpimui olarak yazilacak eleman tzerine yapa-
mayiz, ciinkii Z ya da N°de degil, Z[d] say1 halka-
sindayiz. Tiimevarimi Z[Vd|’nin elemanlarinm nor-
munun mutlak degeri tizerine yapacagiz.

Eger o € Z[Vd] ise M(a) = IN(a)l € N olarak
tanimlayalim. Her o, B € Z[\d] icin, Onsav 11.ii’-
den dolay1 M(ap) = M(a)M(B) esitligi de gecerlidir
elbet.

Teorem 16. Her 0 # o € Z[Nd] \ Z[Nd]*, Z[Vd]
halkasimn indirgenemezin carpinu olarak yazilir.

Kamt: 0 # o. € Z[Vd] \ Z[Nd]* olsun. Teoremi
aynen Teorem 6’y1 kanitladigimiz gibi kanitlayaca-
g1z, ancak bu sefer M(a) lizerine tiimevarim yapaca-
g1z. Eger a indirgenemezse, o zaman o tek bir indir-
genemezin (o’nin) ¢arpimidir. Eger o indirgenebilir-
se 0 zaman o = By esitligini saglayan 0 B, y € Z[Vd]
\ Z[Vd]* vardir. Her iki tarafin da M’sini alalim:
M(a) = M(B)M(y). B ve 7 tersinir olmadiklarindan,
M(B) ve M(y) dogal sayilar1 1’den biiytikler. Demek
ki her ikisi de M(a.)’dan kiigiikler. Tiimevarimla B ve

y elemanlar1 Z[\d] halkasmnin sonlu sayida indirge-
nemezinin ¢carpimidir. Dolayisiyla By, yani o da son-
lu sayida indirgenemezin ¢arpimidir. O

Ne yazik ki Z[Vd] say1 halkasin her indirge-
nemezi bir asal degildir ve Sonug 7 bu say1 halka-
larinda dogru degildir.

Ornek. Z[V5] say1 halkasina bakalim. Bu hal-
kada 4 =2 x2 = (N5 + 1)(V5 — 1) esitligi gecerlidir.
Ayrica ne VS + 1 ne de V5 — 1 sayilar1 Z[\5] say1
halkasinda 2’nin bir carpimidir (kaniti ¢ok kolay,
yazinca gikiyor), dolayisiyla ne V5 + 1 ne de V5 - 1
sayis1 2’ye denk. Dolayisiyla Teorem 9’a gore 2, VS
— 1 ve V5 + 1 sayilariin hepsi birden asal olamaz-
lar. Ote yandan bu sayilar bu halkada indirgene-
mezdirler. Birazdan kanitlayacagiz bunu. Ama bu
sonucu kabul edersek, en azindan bu halkada her
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indirgenemezin bir asal olmadig: anlagilir. Demek
ki her say1 halkasinda her say1 asallarin carpimi
olarak yazilamiyor ve indirgenemezlerin ¢arpimi
olarak yazilsa da, indirgenemezlerin ¢arpimi ola-
rak tek bir bicimde yazilamiyor.

Simdi 2, VS — 1 ve VS + 1 sayilarinm indirgene-
mez olduklarini kanitlayalim. Bu sayilarin herbiri-
nin normu 4. Demek ki, indirgenemez olmasalardi,
normu 2 ya da -2 olan iki sayinin ¢arpimi olarak
yazilacaklardi. Oysa Z[V5] say1 halkasinda normu
+2 olan bir eleman yoktur! Bunun kaniti ¢ok ko-
lay. x + y\S normu =2 olan bir say1 olsun. O za-
man, x2 — 5y2 = +2. Modiilo 5 diisiiniirsek, x2 = +2
mod 5 olur. Ama bu denklemlerin modiilo 5 sayi-
larda ¢6ziimi yoktur.

Goruldugii tizere asallarla indirgenemezler
arasinda ¢ok ¢ok ince ama bir o kadar da 6nemli
bir ayrim vardir. Tarihte bu iki kavramin karigtiril-
dig1 zamanlar olmustur ve bu kavram kargasasi
onemli matematiksel hatalara neden olmugtur.

Cok ilging bir konu olan Z[Vd] say1 halkalari-
na gerek matematiksel olarak gerek tarihsel gelisi-
mi agisindan ilerde daha ¢ok deginmek isteriz.

Alistirmalar.

F1. Z[1/2] = {a/2" : n € N ve a € Z} olsun. Bu
say1 halkasinin tersinir elemanlarini, asallarini ve
indirgenemezlerini bulun.

F2. Z[\-1] say1 halkasinn indirgenemezlerinin
asal oldugunu gosterin. 4

Oklid Bolgeleri

A bir say1 halkasi (ya da bir tamlik bolgesi, bknz.
sayfa 28) olsun. M : A\ {0} - N su ozellikleri sagla-
yan bir fonksiyon olsun: Hera € Ave 0 = b € A igin,

i) M(a) < M(ab)

ii) oyle 7, g € A vardir ki, a = bg + r ve

ya r = 0’dir ya da M(r) < M(b).

Birinci kosul, M’yi bir tiir derece ya da mut-
lak deger olarak algilamamiz1 saglar. Ikinci kosu-
lu “a, b’ye bolundiugiinde sonug g cikar, kalan da
7’dir” diye yorumlayabiliriz.

Boyle bir M fonksiyonunun oldugu halkalara
Oklid bolgesi adi verilir. Tamsayilar kiimesi ve
(gercel katsayili) polinomlar halkasi (Teorem 1,
sayfa 34) Oklid bolgeleridir.

Bir A Oklid bolgesinde,

® g e A* ise her b # 0 igcin M(a) < M(b).

*a,be A* ise M(a) = M(b) = M(1).

o Gerekirse M yerine M — M(1) alarak her a
e A* i¢in M(a) = 0 esitligini varsayabiliriz.

e0=bg A* vea#0 ise M(a) < M(ab).
(Neden?) Bu son 6zellik sayesinde bir Oklid bol-
gesinde her elemanin sonlu sayida indirgenemezin
carpimi oldugu kanitlanabilir (Nasil?) Ikinci ko-
sul, her indirgenemezin bir asal oldugunu kanitla-
makta kullanilir (Nasil? Bunu kanitlamak biraz
daha zor olabilir.) Demek ki bir Oklid bolgesinin
sifir ve tersinir olmayan her elemani asallarina tek
bir bi¢cimde ayrilir (yani bir tek ¢arpanlarin bolge-
sidir, bknz. sayfa 38).
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Bundan boyle d € Z \ {0, 1}, 1’den bagka bir
tamkareye boliinmeyen bir say1 olsun.
QNd]={r+sVd:r,s € Q}
ve
Ay={o e QNd]:a,b e Zicgin a2 + aa + b = 0}
olsun. O zaman Z[Vd] A, (Neden?) Hatta,

Z[Vd]
Z{—1+\/Z

2
(Neden?) Hangi d’ler igin A /'nin bir Oklid bolge-
si oldugu bilinmiyor. Z[\V14]tin Oklid bélgesi ol-
dugu saniliyor ama bildigimiz kadariyla heniiz
kanitlanamadi.

M(a) = IN(a)l olarak tanimlanan fonksiyonun
Ajyi Oklid bolgesi yaptigi d’lerin hepsi biliniyor:
d=-1,-2,-3,-7,-11,2, 3, 5,6, 7, 11, 13, 17,
19, 21, 29, 33, 37, 41, 57, 73. Bunlar disinda,
David A. Clark 1994’te Ag9’un da (¢arpimsal bir
M igin) Oklid bolgesi oldugunu kanitlad.

Hangi d’ler i¢in A /nin tek ¢carpanlama bolge-
si oldugu da bilinmiyor. Bir saniya gore sonsuz
sayida d > 0 icin A tek ¢arpanlama bolgesidir.

Bu arada, A_3, A_; ve A_;; birer Oklid bolge-
si olmasina kargin, Z[\N-3], Z[N-7] ve Z[N-11]
Oklid bolgesi degiller, 6rnegin Z[V-3]’te 4 = 2 x 2
= (1 -V=-3)(1 +V-3). &

eger d =2 ya da 3 mod(4) ise
Ad

} eger d =1 mod(4) ise



