Matematik Diinyasi, 2004 Bahar

Kapak Konusu: Halkalar, Asallar ve indirgenemezler (1)

Polinom Nedir Ne Degildir?

Bir degiskenli bir poli-

nom ya da kisaca polinom,
ag+ a1 X +a, X% + ... + a,X"
bi¢ciminde yazilan bir terimdir.

Burada 7 bir dogal sayidir. Bu giris yazisinda,
en azindan baslangigta, a;’leri gercel say1 olarak ala-
lim, a;’leri daha sonra bagka yerlerden aliriz.

Eger n = 0 ise, gergel sayilar1 buluruz. Demek ki
her gercel say1 bir polinomdur. Bunlara sabit poli-
nomlar denir.

X’in ne oldugunu hi¢ sormayin... X bir SEY’dir,
anlami olmayan bir SEY. X SEY’ine degisken denir.
Sadece X degil X?lerin herbiri monom ad: verilen
bir SEY’lerdir. X yerine Y, Z, T gibi bir bagka harf
de kullanabilirdik. X’e ve X?”lere higbir anlam yiik-
lemeyin. Bir anlamlari yoktur. Onlar1 yabanci birer
nesne olarak kabul edin.

X’leri SEY’likten kurtarip polinomlari cok daha
matematiksel olarak tanimlayabilirdik, ama bir gi-
ris yazisinda o kadar soyut olmak gerekmez.

Polinomlarda 4, X’ terimlerinin hangi sirayla ya-
zildiklar1 6nemli degildir; 6te yandan X’in giicii
olan i’ye gore soldan saga kiigiikten biiytige dogru
(kimileyin de biuyiikten kiiciige dogru) siralayarak
yazmak yerlesmis bir gelenektir.

a;'lere polinomun katsayilar: denir.

3+7X +0X2+ (-5)X3 + 1X* bir (gergel katsa-
yili) polinom 6rnegidir. Bu polinom daha kisa bir
sekilde 3 + 7X — 5X3 + X% olarak yazilabilir ve 6y-
le de yazilmahdir. X + X3 — 3VnX2004 bir bagka
polinom 6rnegidir.

Eger a,, # 0 ise, tanim geregi,

ag+ a1 X + ;X2 + ...+ a, X"
polinomunun derecesi #’dir. O zaman a,, katsayisi-
na polinomun baskatsayisi adin1 verelim. Ornegin,
8 + 7X —5X3 polinomunun derecesi 3, baskatsayi-
st —=5’tir.

Dikkat: Bir polinom

ay+ a X + ;X2 + ...+ a, X"
olarak yazildi diye derecesi illa # olmak zorunda de-
gildir; eger a,, = 0 ise, bu polinomun derecesi 7’den
kuguktiir.
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Eger polinomda a,,’nin sifir olmadigi bir # yok-
sa, yani her a,, i¢in a,, = 0 ise, yani polinom sifir po-
linomuysa, 0 zaman, tanim geregi, polinomun de-
recesi —oo’dur. Sifir polinomu sanki bir sayiymug gi-
bi 0 olarak yazilir. Demek ki 0 polinomunun dere-
cesi —oo.

Derecesi 0 olan polinomlar sifir olmayan gergel
sayilardir. Bunlar belli a5 € R\ {0} i¢in g bigimin-
de yazilirlar. Derecesi 1 olan polinomlar belli 4,
R ve a; € R\ {0} sayilar1 i¢in a + 2, X bigiminde ya-
zilirlar. Derecesi 2 olan polinomlar belli 4, a; € R
ve a; € R\ {0} sayilari igin agy + a1 X + a,X? bicimin-
de yazilirlar. Ve bu boyle devam eder.

Her ne kadar X’e “bilinmeyen” diyenler varsa
da, X’in bilinmeyenle alakasi yoktur. Ancak biline-
bilecek bir seye “bilinmeyen” denilebilir, oysa bir
polinomun bilinecek bir seyi yoktur, bir polinom sa-
dece ve sadece bir terimdir ve anlamsiz bir terimdir.
Polinomda beliren X de sadece bir X’tir ve bagka bir
sey degildir.

Bir polinomu p gibi bir harfle ya da, kullanilan
X’i illa belirtmek istiyorsak, p(X) olarak simgeleye-
biliriz. Kimileyin p polinomunun katsayilari p; ola-
rak yazlir, yani p polinomunu

p =p(X) = po+p1X + 2 X + ...+ p, X"
olarak yazariz. Bunun gibi, bir 4 polinomunu

a=aX)=ay+a X +a X%+ .. +a,X"
olarak yazariz. Boylece polinom ve polinomun kat-
sayilari arasinda bicimsel bir iligki kurulur ve kanit-
lar daha kolay anlagilir.

Bir p polinomunun derecesi d°(p) olarak goste-
rilir. O zaman, p polinomunu

p=pX)=pg+p1X + X2+ . + de(p)Xd"(P)
olarak yazabiliriz. Ama bu tur uklaliklar yapmaya-
cagiz.

X’e pek bilinmeyen denmez ama c¢ogu kez de-
gisken denir. Bu terim de yanilticidir, ¢iinka bir po-
linom fonksiyon degildir, bir polinomda degisen bir
sey yoktur. Degisken denen sey polinomlarda degil
fonksiyonlarda bulunur. Her polinom R’den R’ye
giden bir fonksiyon verir, dogru, ama polinomun
kendisi bir fonksiyon degildir. Nitekim katsayilari
gercel say1 olan
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ag+ a1 X + a; X% + ... + a, X"
polinomunda X degiskeni yerine bir x gercel sayisi
koyarsak, ap + ajx + a)x? + ... + a,x" gercel sayisi-
n1 elde ederiz, dolayisiyla,

X & ag+ ajx + ayx? + ...+ ax"

kurali R’den R’ye giden bir fonksiyon tanimlar.
Eger polinoma a(X) dersek, yani

a(X) =ag + a1 X + a3 X? + ... + a, X"
ise, X yerine x gercel sayisinmi koyarak elde ettigimiz
say1 a(x) olarak gosterilir:

a(x) = ay + a1x + arx% + ... + ax"
a(x), a(X) polinomunun x gercel sayisinda degerlen-
dirilmesi ya da degeridir. Demek ki her a(X) polino-
mu x & a(x) kuraliyla tanimlanmig R’den R’ye gi-
den bir fonksiyon belirler.

Her polinom bir fonksiyon tanimlamasina kar-
sin — tekrar ediyoruz — bir polinom bir fonksiyon
degildir. Bir polinom sadece bir terimdir, anlami ol-
mayan bir terim.

X0 terimini (tanim geregi) 1 olarak kabul eder-
sek, 0 zaman bir polinom

apX9 + a1 X + a, X? + ... + a, X"
ya da (“nokta nokta nokta”y1 sevmeyenler tarafin-

dan)
n k
ZH) @ X

olarak yazilir. Ornegin, X + 2X2 + 3X3 + 4X* poli-
nomu,

4 k
D0 RX
olarak yazilabilir. Bunun gibi, okur asagidaki yazi-
limlara da alismalidir:

3
1- X2+ XP X0 = > kX

2X - 4X? +8X3-16X* = Zzzl<—1)k‘12kxk

Eger ay’lerin buyik k’ler icin 0 olduklarini var-
sayarsak (ki Oyleler, yoksa polinom olmazlardi), ya-
ni belli bir # i¢in, a,,,1 = a,,, = a,,,3 = ... = 0 ise, bir
polinomu,

ZZO:O a X ¢

ya da daha da basit bir yazilimla,

Zkakxk

olarak da yazabiliriz. Bu son iki yazilimin tek kusu-
ru polinomun derecesinin belli olmamasidir. Bu ku-
suruna kargin, 6nemli avantajlar icerdiginden ve ta-
mimlarda hatir1 sayilir kolaylik sagladigindan biz ge-
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ne de bu son yazilimi tercih edecegiz.

Her polinomun belli bir derecesi olmalidir. Or-
negin 1 + X + X2 + X3 + ... diye sonsuza kadar gi-
den terim, yani

2o X"

terimi bir polinom degildir.

Zkaka

teriminin bir polinom olabilmesi i¢in, belli bir aga-
madan sonra a;, katsayilarinin hepsi 0 olmalidir.
Bir polinomda X~1, X2 gibi terimler beliremez,

X’in sadece negatif olmayan giicleri alinir. Ayrica,
X12 ya da VX gibi terimler de beliremez polinom-
larda. Bir polinomda X’in gii¢leri mutlaka 0, 1, 2, 3
gibi dogal sayilar olmalidir. Sonra...

X% +1

X1
gibi yazilan terimler de genellikle polinom degiller-

dir, bir polinomun paydasinda simdilik X’li bir te-
rim kabul etmiyoruz.

Katsayilari gercel sayilar olan polinomlar k-
mesi R[X] olarak yazilir. Katsayilari tamsay1 olarak
alsaydik, o zaman polinomlar kiimesi Z[X] olarak
yazilirdi. Genel olarak, katsayilari R adi verilen bir
kiimede olan polinomlar kiimesi R[X] olarak goste-
rilir. Elbette Z[X] < Q[X] < R[X].

II. Polinomlarda Toplama ve Carpma. Polinom-
lar1 (aynen olmasa da benzer bir bicimde) sayilar gibi
toplayip ¢arpabiliriz. Her iki iglem de olabilecek en
dogal bicimde yapilir. Yani size silah zoruyla iki po-
linomu toplayip ¢carpmaniz istendiginde, o iki polino-
mu mecburen nasil toplayip ¢arparsaniz, polinomlar-
da toplama ve ¢arpma igte aynen Oyle tanumlanir. Bu
actklamanin matematiksel kesinlige alismig okur ta-
rafindan yeterli bulunmayacagini goz ontine alarak
matematiksel tanimlar verecegiz. Orneklerle basla-
yalim. 5 — X + 3X2 ve =5 + 3X + X% + 7X* polinom-
larini toplayalim:

(5— X +3X2) + (=5 + 3X + X2 + 7X%)
=2X +4X2 + 7X4,
Goruldugu gibi polinomlar: toplamak i¢cin monom-
larin birbirine tekabiil eden katsayilar1 teker teker
toplaniyor.

Carpmanin tanimi da dogaldir ama biraz daha
az kolaydir. Carpma, (a,X)(b;X)) = a;b;X™/ ve a;X!
+bjXI = bjX + a;X! esitlikleri ve toplamaya gore da-
gilim 6zelligi (bknz. asagidaki D ozelligi) dogru ola-
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cak bicimde tanimlanir. Ornegin, 5§ — X + 3X2 ve —
5 +2X + X2 + 7X* polinomlarini ¢arpalim:
(5 =X +3X2)(-5 +2X + X2 + 7X%)
5(=5 +2X + X2 + 7X%)
—X(=5+2X + X2 + 7X%)
+3X2(=5 +2X + X2 + 7X%)
(=25 + 10X + 5X? + 35X%)
C(-5X +2X2 + X3 + 7X5)
+ (-15X2 + 6X3 + 3X% + 21X5)
25 + 10X + 5X2 + 35X* + §X -2X2 - X3
—7X5 —15X2 + 6X3 + 3X* + 21X6
=-25 + 15X - 12X2 + §X3 + 38X* - 7X5 + 21X6.
Yukarda yaptigimiz gibi sagdaki -5 + 2X + X2

+ 7X* polinomunu soldaki § — X + 3X2 polinomu-
na dagitmak yerine, soldakini sagdakine dagitip
carpimi Oyle hesaplayabilirdik, sonug degismezdi el-
bette.

Simdi toplama ve ¢arpmanin bigimsel (matema-
tiksel) tanimlarimi verelim. Once oldukca kolay olan
toplamadan baglayalim:

S aXt + Y e Xk =Y g + b X

Carpma icin, carpimi yapilacak polinomlarin,
carpildiginda ayni giicti verecek monomlarin katsa-
yilar1 carpilip toplanir:

(ag + 1 X + .. + 2, X")(by + b1 X + ... + b, X™)
= aghg + (agh+a1bg)X + (agby+ aiby+arb) X2
+ (agbs+aiby+arby+asbg) X3 + ... + a,b,, X1+m,
Daha bigimsel olarak, ¢carpma,

(ZearX ) Zebix*) = X[ 2, ey X
olarak tanimlanir.

III. Halka Ozellikleri. Polinomlarin su ézellikle-
ri vardir:

T1 [Birlesme Ozelligi]. Her p, q, r € R[X] icin,

p+(qg+r)=(p+q)+r.
T2 [Etkisiz Ogenin Varligi]. Her p € R[X] icin,

O+p=p+0=p.
T3 [Ters Ogenin Varligi]. Her p € R[X] icin,
p+a=q+p=0

esitliklerini saglayan bir q € R[X] vardwr. (Eger

p= axtiseq =, (~a)X" dir ve bu g, - p
olarak yazlir.)
T4 [Degisme Ozelligi]. Her p ve g € R[X] icin,
p+g=q+p.
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Bunlar toplamanin ozellikleriydi. Simdi carp-
manin ozelliklerine gecelim.

C1 [Birlesme Ozelligi]. Her p, g, r € R[X] icin,

_ plar) = (pq)r.

C2 [Birim Oge]. Her p € R[X] i¢in,

C3 [Degisme Ozelligi]. Her p ve g € R[X] igin,

pq = qp.

Son olarak, toplamayla ¢carpma arasindaki ilis-
kiyi ortaya koyan o6zellik:

D [Dagilma Ozelligi]. Her p, q, r € R[X] icin,

p(g + 1) =pg +pr.

Bu 6zellikleri kanitlamayacagiz. Okur tanimla-
ra geri donerek bu ozelliklerin dogru olduklarini
kolaylikla kanitlayabilir. Bazi kanitlar, 6rnegin C1
uzun ve yorucu olabilir, ama kolaydir.

Yukardaki ozellikler salt R[X] i¢in degil,
Z[X], Q[X] gibi polinom kiimeleri i¢in de geger-
lidir. Bu 6zelliklerin dogru oldugu daha binlerce,
ne binlercesi! sonsuz sayida matematiksel yapi
vardir. Ornegin Z/nZ kiimesinin “modiilo 7” top-
lama ve carpma altinda bir halka oldugunu gor-
ditk. Matematikte bu ozelliklerle 6ylesine sik kar-
silagilir ki, bu ozellikleri saglayan bir yapiya ozel
bir ad verilmistir: Halka. Bu 6nemli kavrami bi-
raz daha agalim, gerekecek.

Bir R kiimesinde, yukardaki T1, T2, T3, T4,
C1, C2, C3 ve D ozelliklerini saglayan, toplama ve
carpma adi verilen iki iglem ve 0 ve 1 adi verilen
Ogeler tamimlanmigsa, o zaman R kiimesine halka
ad1 verilir. Daha matematiksel bir deyisle: R bir kii-
me olsun. Ayrica R’de adina 0 ve 1 diyecegimiz iki
oge olsun. Ayrica + ve x, R x R’den R’ye giden iki
fonksiyon olsun. Eger (R, +, x, 0, 1) beslisi yukar-
daki T1, T2, T3, T4, C1, C2, C3 ve D ozelliklerini
sagliyorsal, o zaman (R, +, x, 0, 1) beslisine kisaca
halka? denir.

Ornegin, Z, Q, R, Z/nZ, Z[X], Q[X], R[X] kii-
meleri bildigimiz toplama ve ¢arpmayla ve 0 ve 1
Ogeleriyle birer halkadirlar. Ama N bir halka degil-
dir, T4 ozelligi N’de dogru degildir.

Bir sonraki yazimizda bu 6nemli kavrami daha
daha agacagz.

Eger R bir halkaysa, katsayilar1 R halkasinda
olan polinomlardan sozedebiliriz. Bu polinomlar

1 Ogzelliklerin herbirinde R[X] yerine R yazilacak.

2 Bazen (sirasiyla) C1, C2 ve C3 ozelliklerinden dolayi,
birlesmeli, degismeli ve birimli halka dendigi de olur. Bizim
halkalarimizda bu ozelliklerin herbiri olacak.
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R[X] olarak

yazilir. R[X] kumesinde toplama ve ¢arpma ve 0 ve

kiimesi, daha 6nce de soylendigi gibi,

1 polinomlari aynen yukarda R[X] kimesi icin ta-
nimladigimiz gibi tanimlanir.

Teorem 1. Eger R bir halkaysa R[X] de bir hal-
kadur.

Kanit: Uzun ve sikic1 ancak kolay kanitlar1 oku-
ra aligtirma olarak birakmak MD’nin yayin ilkele-
rindendir. m

Dolaysiyla (Z/nZ)[X] de bir halkadir. Ayrica
eger R bir halkaysa, (R[X])(Y) de bir halkadir. Bu son
halka R[X, Y] olarak gosterilir. Boylece polinomlar-
da degisken sayisini birden ikiye ¢ikarmig oluruz.

R[X] halkasinin énemli bir 6zelligi daha vardir:

TB. Her p, q € R[X] i¢in, eger pq = 0 ise, o za-
manyap =0vyadaq=0.

Yukardaki TB ozelligini saglayan bir halkaya
tamhk bolgesi ya da kisaca bolge denir. Her halka bir
bolge degildir. Ornegin “modiilo 4” sayilar, yani 4 =
0 esitliginin kabul edildigi Z/4Z = {0, 1, 2, 3} kumesi,
“dogal” toplama ve carpma iglemleri icin bolge ol-
mayan bir halkadir, ¢iinkii bu halkada 2 x 2 = 0’dr.

Onsav 2. R bir halka olsun. p, q € R[X] olsun.

i. d°(p + g) < max(d°(p), d°(q)).
ii. Eger d°(p) = d°(q) ise,
d(p + q) = max(d®(p), d°(q)).
iii. d°(pq) < d°(p) + d°(q).
iv. Eger R bir bolgeyse,
d°(pq) = d°(p) + d°(q).

Kanit: Bu 6nsav, tanimlarin bir sonucudur. Ka-
nit1 okura birakilmigtir. O

Sonug 3. Eger R bir tamlik bolgesiyse, R|X] de
bir tamlik bolgesidir.

Kanit: Bu teorem, yukardaki onsavin son kismi-
nin dogrudan bir sonucudur. Kanitin ayrintilari
(eger kalmigsa) okura birakilmigtir. 4

Q[X]’ten herhangi bir p(X) polinomu ala-
lim. Bu polinomu
an Xn

(a; bj € 2) olarak gosterelim. a,/b; katsayilarini

X+
1

ortak paydaya getirerek c/d olarak yazalim. O
zaman, eger,

adX)=co+ 1 X+ X2 + ...+ ¢, X" e Z[X]
ise, p(X) = q(X)/d esitligi gecerlidir. Yani Q[X]
ile Z[X] arasinda kugiiciik bir ayrim vardir.

Z/nZ Halkalarinda Tuhafhklar

Okur, belki ikinci dereceden bir denklemin
sadece iki ¢6ziimii olmasina aligmig olabilir. Ama
6 = 0 esitliginin saglandig1 Z/6Z halkasinda, x2 +
x = 0 denkleminin, ne bir fazla ne bir eksik, tam
dort ¢oziimii vardir: x = 0, 2, 3, 5. Bunun gibi,
Z/8Z halkasinda da, x2 + 2x = 0 denkleminin tam
dort ¢oziimii vardir: x = 0, 2, 4, 6.

Ama bu tur tuhafliklara bir tamlik bolgesin-
de rastlanamaz. Ne Z/6Z halkasi ne de Z/8Z hal-
kast birer tamlik bolgesidir, nitekim birincisinde
2 x 3 = 0, ikincisinde 2 x 4 = 0 esitlikleri gecerli-
dir. Eger bir tamlik bolgesinde x2 + x = 0 ise, x(x

1) = 0, dolayisiylayax =0 yadax + 1 =0, ya-
niyax=0yadax=-1.

Z/nZ halkasinin tamlik bolgesi olmasi igin
gerek ve yeter kosul #’nin asal olmasidir.

Ileride, bir R tambolgesinde, katsayilar: R’de
olan #n-inci dereceden bir polinomun en fazla »
kokiiniin oldugunu gorecegiz; yani p € R[X] ise,

p(x) =

0 denklemini saglayan R’nin en fazla d°(p)
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tane x 0gesi oldugunu gorecegiz.

Bir bagka tuhaflik: Eger R = Z/6Z ise, R[X]
halkasinda,

X(X +1) = (X = 2)(X = 3)
esitligi saglanir. Ya da eger R = Z/4Z ise, R[X]
halkasinda da, pek alisik olmadigimiz
X2 = (X -2)2

esitligi gecerlidir.

Bu tir tuhafliklara da tamlik bolgelerinde
rastlanmaz:

Alistirma. Eger bir R halkasinda her a in R
icin, a = 2¢ egitligini saglayan bir ve bir tek ¢ var-
sa ve a = y? esitligini saglayan en fazla iki y var-
sa o zaman R halkasinda x2 + ax + b = 0 denkle-
minin en fazla iki ¢6ziimii oldugunu kanitlayin.
Ayrica, boyle bir halkada

(X-a)(X-b)=(X
polinom esitliginin ancak {a,

- (X -4
b} = { d} esitligiy-
le miimkiin olacagini gosterin.



