
Bir de¤iflkenli bir poli-

nom ya da k›saca polinom, 

a0 + a1X + a2X2 + ... + anXn

biçiminde yaz›lan bir terimdir.

Burada n bir do¤al say›d›r. Bu girifl yaz›s›nda,

en az›ndan bafllang›çta, ai’leri gerçel say› olarak ala-

l›m, ai’leri daha sonra baflka yerlerden al›r›z. 

E¤er n = 0 ise, gerçel say›lar› buluruz. Demek ki

her gerçel say› bir polinomdur. Bunlara sabit poli-

nomlar denir.

X’in ne oldu¤unu hiç sormay›n... X bir fiEY’dir,

anlam› olmayan bir fiEY. X fiEY’ine de¤iflken denir.

Sadece X de¤il Xi’lerin herbiri monom ad› verilen

bir fiEY’lerdir. X yerine Y, Z, T gibi bir baflka harf

de kullanabilirdik. X’e ve Xi’lere hiçbir anlam yük-

lemeyin. Bir anlamlar› yoktur. Onlar› yabanc› birer

nesne olarak kabul edin. 

X’leri fiEY’likten kurtar›p polinomlar› çok daha

matematiksel olarak tan›mlayabilirdik, ama bir gi-

rifl yaz›s›nda o kadar soyut olmak gerekmez.

Polinomlarda aiX
i terimlerinin hangi s›rayla ya-

z›ld›klar› önemli de¤ildir; öte yandan X’in gücü

olan i’ye göre soldan sa¤a küçükten büyü¤e do¤ru

(kimileyin de büyükten küçü¤e do¤ru) s›ralayarak

yazmak yerleflmifl bir gelenektir.

ai’lere polinomun katsay›lar› denir. 

3 + 7X + 0X2 + (−5)X3 + 1X4 bir (gerçel katsa-

y›l›) polinom örne¤idir. Bu polinom daha k›sa bir

flekilde 3 + 7X − 5X3 + X4 olarak yaz›labilir ve öy-

le de yaz›lmal›d›r. X + πX3 − 3√πX2004 bir baflka

polinom örne¤idir. 

E¤er an ≠ 0 ise, tan›m gere¤i, 

a0 + a1X + a2X2 + ... + anXn

polinomunun derecesi n’dir. O zaman an katsay›s›-

na polinomun baflkatsay›s› ad›n› verelim. Örne¤in,

8 + 7X −5X3 polinomunun derecesi 3, baflkatsay›-

s› −5’tir.

Dikkat: Bir polinom 

a0 + a1X + a2X2 + ... + anXn

olarak yaz›ld› diye derecesi illa n olmak zorunda de-

¤ildir; e¤er an = 0 ise, bu polinomun derecesi n’den

küçüktür. 

E¤er polinomda an’nin s›f›r olmad›¤› bir n yok-

sa, yani her an için an = 0 ise, yani polinom s›f›r po-

linomuysa, o zaman, tan›m gere¤i, polinomun de-

recesi −∞’dur. S›f›r polinomu sanki bir say›ym›fl gi-

bi 0 olarak yaz›l›r. Demek ki 0 polinomunun dere-

cesi −∞.

Derecesi 0 olan polinomlar s›f›r olmayan gerçel

say›lard›r. Bunlar belli a0 ∈ R \ {0} için a0 biçimin-

de yaz›l›rlar. Derecesi 1 olan polinomlar belli a0 ∈
R ve a1 ∈R \ {0} say›lar› için a0 + a1X biçiminde ya-

z›l›rlar. Derecesi 2 olan polinomlar belli a0, a1 ∈ R

ve a2 ∈ R \ {0} say›lar› için a0 + a1X + a2X2 biçimin-

de yaz›l›rlar. Ve bu böyle devam eder.

Her ne kadar X’e “bilinmeyen” diyenler varsa

da, X’in bilinmeyenle alakas› yoktur. Ancak biline-

bilecek bir fleye “bilinmeyen” denilebilir, oysa bir

polinomun bilinecek bir fleyi yoktur, bir polinom sa-

dece ve sadece bir terimdir ve anlams›z bir terimdir.

Polinomda beliren X de sadece bir X’tir ve baflka bir

fley de¤ildir. 

Bir polinomu p gibi bir harfle ya da, kullan›lan

X’i illa belirtmek istiyorsak, p(X) olarak simgeleye-

biliriz. Kimileyin p polinomunun katsay›lar› pi ola-

rak yaz›l›r, yani p polinomunu

p = p(X) = p0 + p1X + p2X2 + ... + pnXn

olarak yazar›z. Bunun gibi, bir a polinomunu

a = a(X) = a0 + a1X + a2X2 + ... + anXn

olarak yazar›z. Böylece polinom ve polinomun kat-

say›lar› aras›nda biçimsel bir iliflki kurulur ve kan›t-

lar daha kolay anlafl›l›r.

Bir p polinomunun derecesi d°(p) olarak göste-

rilir. O zaman, p polinomunu

p = p(X) = p0 + p1X + p2X2 + ... + pd°(p)X
d°(p)

olarak yazabiliriz. Ama bu tür ukâlal›klar yapmaya-

ca¤›z.

X’e pek bilinmeyen denmez ama ço¤u kez de-

¤iflken denir. Bu terim de yan›lt›c›d›r, çünkü bir po-

linom fonksiyon de¤ildir, bir polinomda de¤iflen bir

fley yoktur. De¤iflken denen fley polinomlarda de¤il

fonksiyonlarda bulunur. Her polinom R’den R’ye

giden bir fonksiyon verir, do¤ru, ama polinomun

kendisi bir fonksiyon de¤ildir. Nitekim katsay›lar›

gerçel say› olan
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Kapak Konusu: Halkalar, Asallar ve ‹ndirgenemezler (1)

Polinom Nedir Ne De¤ildir?



a0 + a1X + a2X2 + ... + anXn

polinomunda X de¤iflkeni yerine bir x gerçel say›s›

koyarsak, a0 + a1x + a2x2 + ... + anxn gerçel say›s›-

n› elde ederiz, dolay›s›yla,

x a a0 + a1x + a2x2 + ... + anxn

kural› R’den R’ye giden bir fonksiyon tan›mlar.

E¤er polinoma a(X) dersek, yani 

a(X) = a0 + a1X + a2X2 + ... + anXn

ise, X yerine x gerçel say›s›n› koyarak elde etti¤imiz

say› a(x) olarak gösterilir:

a(x) = a0 + a1x + a2x2 + ... + anxn.

a(x), a(X) polinomunun x gerçel say›s›nda de¤erlen-

dirilmesi ya da de¤eridir. Demek ki her a(X) polino-

mu x a a(x) kural›yla tan›mlanm›fl R’den R’ye gi-

den bir fonksiyon belirler.

Her polinom bir fonksiyon tan›mlamas›na kar-

fl›n − tekrar ediyoruz − bir polinom bir fonksiyon

de¤ildir. Bir polinom sadece bir terimdir, anlam› ol-

mayan bir terim.

X0 terimini (tan›m gere¤i) 1 olarak kabul eder-

sek, o zaman bir polinom 

a0X0 + a1X + a2X2 + ... + anXn

ya da (“nokta nokta nokta”y› sevmeyenler taraf›n-

dan)

olarak yaz›l›r. Örne¤in, X + 2X2 + 3X3 + 4X4 poli-

nomu,

olarak yaz›labilir. Bunun gibi, okur afla¤›daki yaz›-

l›mlara da al›flmal›d›r:

E¤er ak’lerin büyük k’ler için 0 olduklar›n› var-

sayarsak (ki öyleler, yoksa polinom olmazlard›), ya-

ni belli bir n için, an+1 = an+2 = an+3 = ... = 0 ise, bir

polinomu,

ya da daha da basit bir yaz›l›mla,

olarak da yazabiliriz. Bu son iki yaz›l›m›n tek kusu-

ru polinomun derecesinin belli olmamas›d›r. Bu ku-

suruna karfl›n, önemli avantajlar içerdi¤inden ve ta-

n›mlarda hat›r› say›l›r kolayl›k sa¤lad›¤›ndan biz ge-

ne de bu son yaz›l›m› tercih edece¤iz.

Her polinomun belli bir derecesi olmal›d›r. Ör-

ne¤in 1 + X + X2 + X3 + ... diye sonsuza kadar gi-

den terim, yani

terimi bir polinom de¤ildir. 

teriminin bir polinom olabilmesi için, belli bir afla-

madan sonra ak katsay›lar›n›n hepsi 0 olmal›d›r.

Bir polinomda X−1, X−2 gibi terimler beliremez,

X’in sadece negatif olmayan güçleri al›n›r. Ayr›ca,

X1/2 ya da √X gibi terimler de beliremez polinom-

larda. Bir polinomda X’in güçleri mutlaka 0, 1, 2, 3

gibi do¤al say›lar olmal›d›r. Sonra...

gibi yaz›lan terimler de genellikle polinom de¤iller-

dir, bir polinomun paydas›nda flimdilik X’li bir te-

rim kabul etmiyoruz.

Katsay›lar› gerçel say›lar olan polinomlar kü-

mesi R[X] olarak yaz›l›r. Katsay›lar› tamsay› olarak

alsayd›k, o zaman polinomlar kümesi Z[X] olarak

yaz›l›rd›. Genel olarak, katsay›lar› R ad› verilen bir

kümede olan polinomlar kümesi R[X] olarak göste-

rilir. Elbette Z[X] ⊂ Q[X] ⊂ R[X].

II. Polinomlarda Toplama ve Çarpma. Polinom-

lar› (aynen olmasa da benzer bir biçimde) say›lar gibi

toplay›p çarpabiliriz. Her iki ifllem de olabilecek en

do¤al biçimde yap›l›r. Yani size silah zoruyla iki po-

linomu toplay›p çarpman›z istendi¤inde, o iki polino-

mu mecburen nas›l toplay›p çarparsan›z, polinomlar-

da toplama ve çarpma iflte aynen öyle tan›mlan›r. Bu

aç›klaman›n matematiksel kesinli¤e al›flm›fl okur ta-

raf›ndan yeterli bulunmayaca¤›n› göz önüne alarak

matematiksel tan›mlar› verece¤iz. Örneklerle baflla-

yal›m. 5 − X + 3X2 ve −5 + 3X + X2 + 7X4 polinom-

lar›n› toplayal›m:

(5 − X + 3X2) + (−5 + 3X + X2 + 7X4) 

= 2X + 4X2 + 7X4.

Görüldü¤ü gibi polinomlar› toplamak için monom-

lar›n birbirine tekabül eden katsay›lar› teker teker

toplan›yor.

Çarpman›n tan›m› da do¤ald›r ama biraz daha

az kolayd›r. Çarpma, (aiX
i)(bjX

j) = aibjX
i+j ve aiX

i

+ bjX
j = bjX

j + aiX
i eflitlikleri ve toplamaya göre da-

¤›l›m özelli¤i (bknz. afla¤›daki D özelli¤i) do¤ru ola-
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cak biçimde tan›mlan›r. Örne¤in, 5 − X + 3X2 ve −
5 + 2X + X2 + 7X4 polinomlar›n› çarpal›m:

(5 − X + 3X2)(−5 + 2X + X2 + 7X4) 

= 5(−5 + 2X + X2 + 7X4) 

− X(−5 + 2X + X2 + 7X4) 

+ 3X2(−5 + 2X + X2 + 7X4) 

= (−25 + 10X + 5X2 + 35X4) 

− (−5X + 2X2 + X3 + 7X5) 

+ (−15X2 + 6X3 + 3X4 + 21X6)

= −25 + 10X + 5X2 + 35X4 + 5X − 2X2 − X3

− 7X5 − 15X2 + 6X3 + 3X4 + 21X6

= −25 + 15X − 12X2 + 5X3 + 38X4 − 7X5 + 21X6.

Yukarda yapt›¤›m›z gibi sa¤daki −5 + 2X + X2

+ 7X4 polinomunu soldaki 5 − X + 3X2 polinomu-

na da¤›tmak yerine, soldakini sa¤dakine da¤›t›p

çarp›m› öyle hesaplayabilirdik, sonuç de¤iflmezdi el-

bette.

fiimdi toplama ve çarpman›n biçimsel (matema-

tiksel) tan›mlar›n› verelim. Önce oldukça kolay olan

toplamadan bafllayal›m:

Çarpma için, çarp›m› yap›lacak polinomlar›n,

çarp›ld›¤›nda ayn› gücü verecek monomlar›n katsa-

y›lar› çarp›l›p toplan›r:

(a0 + a1X + ... + anXn)(b0 + b1X + ... + bmXm)

= a0b0 + (a0b1+a1b0)X + (a0b2+ a1b1+a2b0)X2

+ (a0b3+a1b2+a2b1+a3b0)X3 + ... + anbmXn+m.

Daha biçimsel olarak, çarpma,

olarak tan›mlan›r. 

III. Halka Özellikleri. Polinomlar›n flu özellikle-

ri vard›r:

T1 [Birleflme Özelli¤i]. Her p, q, r ∈ R[X] için, 

p + (q + r) = (p + q) + r.

T2 [Etkisiz Ö¤enin Varl›¤›]. Her p ∈ R[X] için,

0 + p = p + 0 = p.

T3 [Ters Ö¤enin Varl›¤›]. Her p ∈ R[X] için, 

p + q = q + p = 0 

eflitliklerini sa¤layan bir q ∈ R[X] vard›r. (E¤er 

olarak yaz›l›r.)

T4 [De¤iflme Özelli¤i]. Her p ve q ∈ R[X] için, 

p + q = q + p.

Bunlar toplaman›n özellikleriydi. fiimdi çarp-

man›n özelliklerine geçelim.

Ç1 [Birleflme Özelli¤i]. Her p, q, r ∈ R[X] için,

p(qr) = (pq)r.

Ç2 [Birim Ö¤e]. Her p ∈ R[X] için, 

1p = p1 = p.

Ç3 [De¤iflme Özelli¤i]. Her p ve q ∈ R[X] için, 

pq = qp.

Son olarak, toplamayla çarpma aras›ndaki ilifl-

kiyi ortaya koyan özellik:

D [Da¤›lma Özelli¤i]. Her p, q, r ∈ R[X] için, 

p(q + r) = pq + pr.

Bu özellikleri kan›tlamayaca¤›z. Okur tan›mla-

ra geri dönerek bu özelliklerin do¤ru olduklar›n›

kolayl›kla kan›tlayabilir. Baz› kan›tlar, örne¤in Ç1

uzun ve yorucu olabilir, ama kolayd›r.

Yukardaki özellikler salt R[X] için de¤il,

Z[X], Q[X] gibi polinom kümeleri için de geçer-

lidir. Bu özelliklerin do¤ru oldu¤u daha binlerce,

ne binlercesi! sonsuz say›da matematiksel yap›

vard›r. Örne¤in Z/nZ kümesinin “modülo n” top-

lama ve çarpma alt›nda bir halka oldu¤unu gör-

dük. Matematikte bu özelliklerle öylesine s›k kar-

fl›lafl›l›r ki, bu özellikleri sa¤layan bir yap›ya özel

bir ad verilmifltir: Halka. Bu önemli kavram› bi-

raz daha açal›m, gerekecek.

Bir R kümesinde, yukardaki T1, T2, T3, T4,

Ç1, Ç2, Ç3 ve D özelliklerini sa¤layan, toplama ve

çarpma ad› verilen iki ifllem ve 0 ve 1 ad› verilen

ö¤eler tan›mlanm›flsa, o zaman R kümesine halka

ad› verilir. Daha matematiksel bir deyiflle: R bir kü-

me olsun. Ayr›ca R’de ad›na 0 ve 1 diyece¤imiz iki

ö¤e olsun. Ayr›ca + ve ×, R × R’den R’ye giden iki

fonksiyon olsun. E¤er (R, +, ×, 0, 1) befllisi yukar-

daki T1, T2, T3, T4, Ç1, Ç2, Ç3 ve D özelliklerini

sa¤l›yorsa1, o zaman (R, +, ×, 0, 1) befllisine k›saca

halka2 denir.

Örne¤in, Z, Q, R, Z/nZ, Z[X], Q[X], R[X] kü-

meleri bildi¤imiz toplama ve çarpmayla ve 0 ve 1

ö¤eleriyle birer halkad›rlar. Ama N bir halka de¤il-

dir, T4 özelli¤i N’de do¤ru de¤ildir.

Bir sonraki yaz›m›zda bu önemli kavram› daha

daha açaca¤›z.

E¤er R bir halkaysa, katsay›lar› R halkas›nda

olan polinomlardan sözedebiliriz. Bu polinomlar
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1 Özelliklerin herbirinde R[X] yerine R yaz›lacak.

2 Bazen (s›ras›yla) Ç1, Ç2 ve Ç3 özelliklerinden dolay›,

birleflmeli, de¤iflmeli ve birimli halka dendi¤i de olur. Bizim

halkalar›m›zda bu özelliklerin herbiri olacak.



kümesi, daha önce de söylendi¤i gibi, R[X] olarak

yaz›l›r. R[X] kümesinde toplama ve çarpma ve 0 ve

1 polinomlar› aynen yukarda R[X] kümesi için ta-

n›mlad›¤›m›z gibi tan›mlan›r.

Teorem 1. E¤er R bir halkaysa R[X] de bir hal-

kad›r.

Kan›t: Uzun ve s›k›c› ancak kolay kan›tlar› oku-

ra al›flt›rma olarak b›rakmak MD’nin yay›n ilkele-

rindendir. ■■

Dolay›s›yla (Z/nZ)[X] de bir halkad›r. Ayr›ca

e¤er R bir halkaysa, (R[X])(Y) de bir halkad›r. Bu son

halka R[X, Y] olarak gösterilir. Böylece polinomlar-

da de¤iflken say›s›n› birden ikiye ç›karm›fl oluruz.

R[X] halkas›n›n önemli bir özelli¤i daha vard›r:

TB. Her p, q ∈ R[X] için, e¤er pq = 0 ise, o za-

man ya p = 0 ya da q = 0.

Yukardaki TB özelli¤ini sa¤layan bir halkaya

taml›k bölgesi ya da k›saca bölge denir. Her halka bir

bölge de¤ildir. Örne¤in “modülo 4” say›lar, yani 4 =

0 eflitli¤inin kabul edildi¤i Z/4Z = {0, 1, 2, 3} kümesi,

“do¤al” toplama ve çarpma ifllemleri için bölge ol-

mayan bir halkad›r, çünkü bu halkada 2 × 2 = 0’d›r.

Önsav 2. R bir halka olsun. p, q ∈ R[X] olsun.

i. d°(p + q) ≤ max(d°(p), d°(q)).

ii. E¤er d°(p) ≠ d°(q) ise,

d°(p + q) = max(d°(p), d°(q)).

iii. d°(pq) ≤ d°(p) + d°(q).

iv. E¤er R bir bölgeyse,

d°(pq) = d°(p) + d°(q).

Kan›t: Bu önsav, tan›mlar›n bir sonucudur. Ka-

n›t› okura b›rak›lm›flt›r. ■■

Sonuç 3. E¤er R bir taml›k bölgesiyse, R[X] de

bir taml›k bölgesidir.

Kan›t: Bu teorem, yukardaki önsav›n son k›sm›-

n›n do¤rudan bir sonucudur. Kan›t›n ayr›nt›lar›

(e¤er kalm›flsa) okura b›rak›lm›flt›r. ♠
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Q[X]’ten herhangi bir p(X) polinomu ala-

l›m. Bu polinomu

(ai, bi ∈ Z) olarak gösterelim. ai/bi katsay›lar›n›

ortak paydaya getirerek ci/d olarak yazal›m. O

zaman, e¤er,

q(X) = c0 + c1X + c2X2 + ... + cnXn ∈ Z[X]

ise, p(X) = q(X)/d eflitli¤i geçerlidir. Yani Q[X]

ile Z[X] aras›nda küçücük bir ayr›m vard›r.

Okur, belki ikinci dereceden bir denklemin

sadece iki çözümü olmas›na al›flm›fl olabilir. Ama

6 = 0 eflitli¤inin sa¤land›¤› Z/6Z halkas›nda, x2 +

x = 0 denkleminin, ne bir fazla ne bir eksik, tam

dört çözümü vard›r: x = 0, 2, 3, 5. Bunun gibi,

Z/8Z halkas›nda da, x2 + 2x = 0 denkleminin tam

dört çözümü vard›r: x = 0, 2, 4, 6.

Ama bu tür tuhafl›klara bir taml›k bölgesin-

de rastlanamaz. Ne Z/6Z halkas› ne de Z/8Z hal-

kas› birer taml›k bölgesidir, nitekim birincisinde

2 × 3 = 0, ikincisinde 2 × 4 = 0 eflitlikleri geçerli-

dir. E¤er bir taml›k bölgesinde x2 + x = 0 ise, x(x

+ 1) = 0, dolay›s›yla ya x = 0 ya da x + 1 = 0, ya-

ni ya x = 0 ya da x = −1.

Z/nZ halkas›n›n taml›k bölgesi olmas› için

gerek ve yeter koflul n’nin asal olmas›d›r.

‹leride, bir R tambölgesinde, katsay›lar› R’de

olan n-inci dereceden bir polinomun en fazla n

kökünün oldu¤unu görece¤iz; yani p ∈ R[X] ise,

p(x) = 0 denklemini sa¤layan R’nin en fazla d°(p)

tane x ö¤esi oldu¤unu görece¤iz.

Bir baflka tuhafl›k: E¤er R = Z/6Z ise, R[X]

halkas›nda,

X(X + 1) = (X − 2)(X − 3)

eflitli¤i sa¤lan›r. Ya da e¤er R = Z/4Z ise, R[X]

halkas›nda da, pek al›fl›k olmad›¤›m›z 

X2 = (X − 2)2

eflitli¤i geçerlidir.

Bu tür tuhafl›klara da taml›k bölgelerinde

rastlanmaz:

Al›flt›rma. E¤er bir R halkas›nda her a in R

için, a = 2c eflitli¤ini sa¤layan bir ve bir tek c var-

sa ve a = y2 eflitli¤ini sa¤layan en fazla iki y var-

sa o zaman R halkas›nda x2 + ax + b = 0 denkle-

minin en fazla iki çözümü oldu¤unu kan›tlay›n.

Ayr›ca, böyle bir halkada 

(X − a)(X − b) = (X − c)(X − d)

polinom eflitli¤inin ancak {a, b} = {c, d} eflitli¤iy-

le mümkün olaca¤›n› gösterin.
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