
Polinomlar tamsay›lara çok

benzerler. Bu yaz›da bu benzerlik-

lerin en önemlisini ortaya koyaca¤›z.

Bir tamsay› her zaman bir baflka tamsay›ya tam

olarak bölünmez. Örne¤in, 18, 6’ya bölünür ama

17, 6’ya tam bölünmez. Gene de 17’yi 6’ya bölme-

ye çal›flabiliriz. 17’yi 6’ya bölmeye çal›flt›¤›m›zda bir

kalan ç›kar: 17 = 6 × 2 + 5. Bu, okurun da bildi¤i

genel bir teoremdir:

Olgu. a, b ∈ Z ve b ≠ 0 olsun. O zaman,

a = bq + r ve 0 ≤ r < |b|
özelliklerini sa¤layan bir ve bir tane (q, r) tamsay›

çifti vard›r.

Polinomlar›n en önemli özelliklerinden biri, bir

polinomun bir baflka polinoma afla¤› yukar› yukar-

daki anlamda bölünebilmesidir, en az›ndan poli-

nomlar›n katsay›lar› R gibi güzel bir halkadaysa.

Sadece b tamsay›s›n›n mutlak de¤erinin yerini b po-

linomunun derecesi al›r:

Teorem 1. a, b ∈ R[X] ve b ≠ 0 olsun. O zaman

a = bq + r ve d°(r) < d°(b) özelliklerini sa¤layan bir

ve bir tane gerçel katsay›l› (q, r) polinom çifti var-

d›r.

Kan›t: Önce, koflullar› sa¤layan q ve r polinom-

lar›n›n varl›¤›n› a polinomunun derecesi üzerine tü-

mevar›mla kan›tlayaca¤›z. q ve r polinomlar›n›n bi-

ricikli¤i konusuna daha sonra sald›raca¤›z.

E¤er d°(a) < d°(b) ise, o zaman, q = 0 ve r = a

alal›m. Hem a = bq + r hem de d°(r) < d°(b) özellik-

leri sa¤lan›r.

fiimdi d°(a) ≥ d°(b) eflitsizli¤ini varsayal›m. d°(a)

= n ve d°(b) = m olsun. Demek ki n ≥ m. Ard›ndan

a ve b’yi açal›m:

a = a(X) = a0 + a1X + ... + anXn

b = b(X) = b0 + b1X + ... + bmXm.

bm’nin 0 olmad›¤›na dikkatinizi çekerim. fiimdi

polinomuna bakal›m. (Dikkat: Burada bm’nin tersi-

ni ald›k, bu ilerde önemli olacak.) c polinomunun

derecesi n’den küçüktür, çünkü c’nin tan›m›ndaki

a’n›n en son terimi sadeleflir ve c’de belirmez. Tüme-

var›m varsay›m›n› c ve b polinomlar›na uygulayal›m: 

c = bq1 + r ve d°(r) < d°(b) 

özelliklerini sa¤layan q1 ve r polinomlar› vard›r.

Bundan 

ç›kar. fiimdi,

olsun. ‹stedi¤imiz a = bq + r eflitli¤ini buluruz. d°(r)

< d°(b) özelli¤ini zaten biliyorduk.

q ve r polinomlar›n›n varl›¤›n› kan›tlad›k. fiim-

di bu çiftin biricikli¤ini kan›tlayal›m.

a = bq + r = bq1 + r1, 

d°(r) < d°(b) 

ve 

d°(r1) < d°(b) 

olsun. q = q1 ve r = r1 eflitliklerini kan›tlayaca¤›z. q

≠ q1 eflitsizli¤ini, yani d°(q − q1) ≥ 0 eflitsizli¤ini var-

sayal›m. Bir çeliflki elde edece¤iz. bq + r = bq1 + r1

eflitli¤inden,

b(q − q1) =  r1 − r

eflitli¤i ç›kar. Dolay›s›yla, sayfa 28’deki Önsav

2’den, d°(r1 − r) = d°(b(q − q1)) = d°(b) + d°(q − q1)

≥ d°(b) > max(d°(r1), d°(r)) ≥ d°(r1 − r) ç›kar, bir çe-

liflki. Demek ki q = q1 ve r = r1. ■■

Yukardaki teoremi R[X] polinom halkas›ndan

bir R halkas› için R[X] polinom halkas›na genellefl-

tirmeye çal›flal›m. Ayn› kan›t› R yerine R halkas›

için yapmaya çal›flal›m. ‹ki yerde R’ye özel ve her R

halkas› taraf›ndan paylafl›lmayan özellikler kullan-

m›fl›z: 1) c polinomunu tan›mlarken bm say›s›n›n

çarp›msal tersini alm›fl›z, yani bm’nin tersinir oldu-

¤unu varsaym›fl›z. 2) Kan›t›n sonlar›na do¤ru

d°(b(q − q1)) = d°(b) + d°(q − q1) eflitli¤ini kullanm›-

fl›z. Teorem 1’in kan›t›n›, bu iki önermenin do¤ru

oldu¤u R halkalar›na uygulay›p R[X] hakk›nda ge-

nel bir teorem elde edebiliriz. Hemen flimdi ikinci

34

Matematik Dünyas›, 2004 Bahar

Kapak Konusu: Halkalar, Asallar ve ‹ndirgenemezler

Polinomlarda Bölme

Demek ki



önermenin birinci önermenin bir sonucu oldu¤unu

görece¤iz; dolay›s›yla Teorem 1’i kan›tlamak için

yaln›z birinci olguya ihtiyac›m›z olacak.

Önsav 2. R bir halka olsun. b ∈ R[X] olsun.

b’nin baflkatsay›s›n›n tersinir oldu¤unu varsayal›m.

E¤er q ∈ R[X] ise, o zaman

d°(bq) = d°(b) + d°(q).

Kan›t: d°(b) = n ve d°(q) = m olsun. b’nin bafl-

katsay›s› bn, q’nün en baflkatsay›s› qm olsun. b ve

q çarp›ld›¤›nda, bn tersinir oldu¤undan, bnqm kay-

bolmaz (yani s›f›ra eflit olmaz, bknz. Önsav 4.iii,

sayfa 31.) Dolay›s›yla bq polinomunun derecesi

n+m’dir. ■■

fiimdi Teorem 1’i genellefltirebiliriz:

Teorem 3. R bir halka olsun. a, b ∈ R[X] ve b

≠ 0 olsun. Ayr›ca b’nin baflkatsay›s›n›n R’de tersinir

oldu¤unu varsayal›m. O zaman a = bq + r ve d°(r)

< d°(b) özelliklerini sa¤layan bir ve bir tane R kat-

say›l› (q, r) polinom çifti vard›r.

Kan›t: Aynen Teorem 1’in kan›t› gibi. Malum

yerde Önsav 2’yi kullanmak gerekiyor. Ayr›nt›lar

okura bile b›rak›lmam›flt›r. ■■

Bölme Yöntemi. Okur, büyük olas›l›kla daha

önce görmüfltür polinomlarla nas›l bölme yap›laca-

¤›n›. Teorem 1’in kan›t› da bölmenin nas›l yap›laca-

¤›n› söylüyor zaten. Bilgisayarda programlama ya-

pabilen ve biraz ilgili bir okur, bir polinomu bilgisa-

yara bir baflka polinoma böldürtebilir.

Bir örnekle, uygulamada bir polinomun bir bafl-

ka polinoma nas›l bölündü¤ünü gösterelim. Aynen

kan›ttaki yöntemi uygulayaca¤›m›z okurun gözün-

den kaçmayacakt›r.

Diyelim R = Z ve a(X) = X7 − 4X3 + X + 5 po-

linomunu b(X) = X3 − 2X + 4 polinomuna bölmek

istiyoruz. Önce a(X)’in X7’si b(X)’nin X3’üne bölü-

nür. Sonuç X4’tür. Sonra ayn› ifllem a(X) ve b(X)

yerine 

a(X) − X4b(X) ve b(X) 

polinomlar›na uygulan›r ve bu böylece devam eder,

ta ki yeni a(X)’in derecesi b(X)’in derecesinden kü-

çük olana dek.

Uygulamada bir do¤al say›y› bir baflka do¤al sa-

y›ya bölerken yapt›¤›m›z› yapar›z. Yanda bu bölme-

yi ad›m ad›m göreceksiniz.

Sonuç olarak,

X7 − 4X3 + X + 5 = (X3 − 2X + 4)(X4 + 2X2 − 4X) 

+ (−16X2 + 17X + 5) 

bulunur. Burada,

a(X) = X7 − 4X3 + X + 5

b(X) = X3 − 2X + 4

q(X) = X4 + 2X2 − 4X

r(X) = −16X2 + 17X + 5

dir.

Yukardaki teorem o kadar önemlidir ki, o te-

orem do¤ru olmasayd› hiçbirimiz bu dünyada ol-

mazd›k. ♠
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X7 − 4X3 + X + 5 X3 − 2X + 4

X4

A.

X7 − 4X3 + X + 5 X3 − 2X + 4

X4

B.

X7 − 2X5 + 4X4

X7 − 4X3 + X + 5 X3 − 2X + 4

X4

C.

X7 − 2X5 + 4X4

2X5 − 4X4 − 4X3 + X + 5

X7 − 4X3 + X + 5 X3 − 2X + 4

X4 + 2X2

D.

X7 − 2X5 + 4X4

2X5 − 4X4 − 4X3 + X + 5

2X5 − 4X3 + 8X2

−4X4 − 8X2 + X + 5

X7 − 4X3 + X + 5 X3 − 2X + 4

X4 + 2X2 − 4X

E.

X7 − 2X5 + 4X4

2X5 − 4X4 − 4X3 + X + 5

2X5 − 4X3 + 8X2

−4X4 − 8X2 + X + 5

−4X4 + 8X2 − 16X

X7 − 4X3 + X + 5 X3 − 2X + 4

X4 + 2X2 − 4X

F.

X7 − 2X5 + 4X4

2X5 − 4X4 − 4X3 + X + 5

2X5 − 4X3 + 8X2

−4X4 − 8X2 + X + 5

−4X4 + 8X2 − 16X

− 16X2 + 17X + 5


