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Kapak Konusu: Halkalar, Asallar ve indirgenemezler

Polinomlarda Bolme

Polinomlar tamsayilara ¢ok
benzerler. Bu yazida bu benzerlik-
lerin en 6nemlisini ortaya koyacagiz.

Bir tamsayi her zaman bir bagka tamsayiya tam
olarak boliinmez. Ornegin, 18, 6’ya béliiniir ama
17, 6’ya tam bolinmez. Gene de 17’yi 6’ya bolme-
ye ¢aligabiliriz. 17°yi 6’ya bolmeye ¢aligtigimizda bir
kalan ¢ikar: 17 = 6 x 2 + 5. Bu, okurun da bildigi
genel bir teoremdir:

Olgu. a, b € Z ve b # 0 olsun. O zaman,
a=bg+rve0<r<|b
ozelliklerini saglayan bir ve bir tane (q, r) tamsay
cifti vardir.

Polinomlarin en 6nemli ozelliklerinden biri, bir
polinomun bir bagka polinoma agag: yukari yukar-
daki anlamda bolinebilmesidir, en azindan poli-
nomlarin katsayilart R gibi gtizel bir halkadaysa.
Sadece b tamsayisinin mutlak degerinin yerini b po-
linomunun derecesi alir:

Teorem 1. g, b € R[X] ve b # 0 olsun. O zaman
a = bq + rve d°(r) < d°(b) ozelliklerini saglayan bir
ve bir tane gercel katsayili (q, r) polinom cifti var-
dir.

Kanit: Once, kosullar1 saglayan g ve 7 polinom-
larinin varligini @ polinomunun derecesi izerine tii-
mevarimla kanitlayacagiz. q ve r polinomlarinin bi-
ricikligi konusuna daha sonra saldiracagiz.

Eger d°(a) < d°(b) ise, 0 zaman, g = 0 ve r = a
alalim. Hem a = bq + r hem de d°(r) < d°(b) ozellik-
leri saglanir.

Simdi d°(a) > d°(b) esitsizligini varsayalim. d°(a)
=n ve d°(b) = m olsun. Demek ki # > m. Ardindan
a ve b’yi agalim:

a=aX)=ay+ a1 X+ ... +a,X"
b=bX)=by+bX+...+ b, X"
b,/ nin 0 olmadigina dikkatinizi ¢cekerim. Simdi
c=a—ab,bX"™
polinomuna bakalim. (Dikkat: Burada b,,’nin tersi-
ni aldik, bu ilerde 6nemli olacak.) ¢ polinomunun
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derecesi n’den kigiiktiir, ¢iinkii ¢’nin tanimindaki
@’nin en son terimi sadelegir ve ¢’de belirmez. Ttme-
varim varsayimini ¢ ve b polinomlarina uygulayalim:
c=bqq +rved’(r) <d°b)
ozelliklerini saglayan qq ve r polinomlar vardir.
Demek ki
a—auby bX" " = c=bqy +r.
Bundan
a=Dblgy +ab, X" +r
cikar. Simdi,

q=q1 +anby X"

olsun. Istedigimiz a = bq + r esitligini buluruz. d°(r)
< d°(b) ozelligini zaten biliyorduk.
q ve r polinomlarinin varhigini kanitladik. Sim-

di bu ciftin biricikligini kanitlayalim.

a=bq+r=>bqq+r,

d°(r) < d°(b)
ve

d°(ry) < d°(b)
olsun. g = qq ve r = rq esitliklerini kanitlayacagiz. g
# q esitsizligini, yani d°(q — q1) = 0 esitsizligini var-
sayalim. Bir celiski elde edecegiz. bg + r = bgqq + rq
esitliginden,

blg-qy) =r—-r )
esitligi cikar. Dolayisiyla, sayfa 28’deki Onsav
2°den, d°(ry — 1) = d°(blq - q1)) = d°(b) + d°(q — 41)
> d°(b) > max(d°(ry), d°(r)) = d°(rq — 7) ¢ikar, bir ¢e-
ligki. Demek ki g = g4 ve r = ry. O
Yukardaki teoremi R[X] polinom halkasindan

bir R halkasi i¢in R[X] polinom halkasina genelles-
tirmeye c¢alisalim. Ayni kaniti R yerine R halkasi
icin yapmaya calisalim. Iki yerde R’ye 6zel ve her R
halkas: tarafindan paylagilmayan 6zellikler kullan-
migiz: 1) ¢ polinomunu tammlarken b, sayisinin
carpimsal tersini almisiz, yani b, ’nin tersinir oldu-
gunu varsaymigiz. 2) Kanitin sonlarina dogru
d°(b(g — q1)) = d°(b) + d°(g — q4) esitligini kullanmu-
s1iz. Teorem 1’in kanitini, bu iki 6nermenin dogru
oldugu R halkalarina uygulayip R[X] hakkinda ge-
nel bir teorem elde edebiliriz. Hemen simdi ikinci
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6nermenin birinci 6nermenin bir sonucu oldugunu
gorecegiz; dolayisiyla Teorem 1’1 kamitlamak icin
yalniz birinci olguya ihtiyacimiz olacak.

Onsav 2. R bir bhalka olsun. b € R[X] olsun.
b’nin bagkatsayisimin tersinir oldugunu varsayalum.
Eger g € R[X] ise, 0 zaman

d°(bgq) = d°(b) + d°(q).

Kanit: d°(b) = n ve d°(q) = m olsun. b’nin bas-
katsayist b,, ¢’ntin en bagkatsayisi g,,, olsun. b ve
q carpildiginda, b,, tersinir oldugundan, b, q,, kay-
bolmaz (yani sifira esit olmaz, bknz. Onsav 4.iii,
sayfa 31.) Dolayisiyla bg polinomunun derecesi
n+m’dir. O
Simdi Teorem 1’1 genellestirebiliriz:

Teorem 3. R bir halka olsun. a, b € R[X] ve b
# 0 olsun. Ayrica b’nin baskatsayisimin R’de tersinir
oldugunu varsayalim. O zaman a = bq + r ve d°(r)
< d°(b) ozelliklerini saglayan bir ve bir tane R kat-
sayili (g, r) polinom cifti vardur.

Kanit: Aynen Teorem 1’in kaniti gibi. Malum
yerde Onsav 2’yi kullanmak gerekiyor. Ayrintilar
okura bile birakilmamustir. i

Bolme Yontemi. Okur, biyiik olasilikla daha
once gormustir polinomlarla nasil bolme yapilaca-
gini. Teorem 1’in kaniti da bolmenin nasil yapilaca-
g1 soyliiyor zaten. Bilgisayarda programlama ya-
pabilen ve biraz ilgili bir okur, bir polinomu bilgisa-
yara bir baska polinoma boldiirtebilir.

Bir 6rnekle, uygulamada bir polinomun bir bas-
ka polinoma nasil bolindigini gosterelim. Aynen
kanittaki yontemi uygulayacagimiz okurun goziin-
den kacmayacaktir.

Diyelim R = Z ve a(X) = X7 - 4X3 + X + § po-
linomunu H(X) = X3 — 2X + 4 polinomuna bélmek
istiyoruz. Once a(X)’in X”’si b(X)’nin X3’iine bolii-
niir. Sonu¢ X*'tiir. Sonra ayni islem a(X) ve b(X)
yerine

a(X) — X4b(X) ve b(X)
polinomlarina uygulanir ve bu boylece devam eder,
ta ki yeni a(X)’in derecesi b(X)’in derecesinden ku-
citk olana dek.

Uygulamada bir dogal sayiy1 bir bagka dogal sa-
yiya bolerken yaptigimizi yapariz. Yanda bu bolme-
yi adim adim goreceksiniz.

35

A. X7-4X3+X+5 | X3-2X+4
X4
B. X7-4X34+X+5 | X3-2X+4
O X7-2X5 +4X4 | X4
C. X7-4X3+X+5 |X3-2X+4
_ X7-2X5 4+ 4x4 | X4
2XS —4X4-4X3+ X+ 5
D. X7-4X34+X+5 | X3-2X+4
_X7—2X5+4X4 X441 2X2
2XS —4X4-4X3+ X+ S
_ 2X5-4X3+8X2
—4X4-8X2+ X +5
E. X7 -4X3+X+5 |X3-2X+4
X7_2XS +4X4 | X*+2X2-4X
2XS —4X4-4X3+ X+ 5
_ 2X5-4X3+8X2
—4X4-8X2+ X+ 5
_ 4X4+8X2-16X
F. X7-4X3+X+5|X3-2X+4
X7 _2XS 4 4X4 | X4+ 2X2-4X
2XS —4X4-4X3+ X+ 5
_2X5 —4X3+8X2
—4X4_8X2+ X +5
_ -4AX*+8X2-16X
—16X2+17X +5

Sonug olarak,
X7 —4X3+ X + 5= (X3 = 2X + 4)(X4 + 2X2 — 4X)
+(-16X2 + 17X + 5)
bulunur. Burada,
aX)=X"-4X3+X+5
b(X)=X3-2X +4
qg(X) = X* + 2X2 - 4X
HX) = -16X2 + 17X + 5
dir.
Yukardaki teorem o kadar onemlidir ki, o te-
orem dogru olmasaydi higbirimiz bu diinyada ol-
mazdik. &



