
Asal Say›n›n Gerçekten Ne Ol-

du¤unu Biliyor musunuz? yaz›s›nda say›

halkalar› ad›n› verdi¤imiz birtak›m özel halkalarda,

indirgenemez ve asallar›n tan›m›n› verip bunlar hak-

k›nda baz› sonuçlar kan›tlam›flt›k. Asl›nda o yaz›n›n

tamam› bu iki kavram üzerine kuruluydu. Bu yaz›-

da ayn› kavramlar üzerine düflünece¤iz.

‹ndirgenemez ve asal eleman tan›mlar›n› baz›

halkalara genellefltirebiliriz. Hatta yukarda sözünü

etti¤imiz yaz›da kan›tlad›¤›m›z baz› teoremleri bile

kimileyin kan›tlayabiliriz. Bizim ilgi alan›m›z, her

eleman›n indirgenemezlerin ya da asallar›n çarp›m›

olarak yaz›l›p yaz›lmamas›, yaz›ld›¤›nda da tek bir

biçimde yaz›l›p yaz›lmad›¤› konusu. Önce tan›mla-

r› yazal›m.

TANIMLAR

Tan›m 1. Bir taml›k bölgesi, xy = 0 eflitli¤inin

ancak x = 0 ya da y = 0 için mümkün oldu¤u bir hal-

kad›r. Z, Q, R ve Z/pZ (p asalsa), ve genel olarak

her cisim (sayfa 16, Al›flt›ma 3 ve sayfa 32) bir tam-

l›k bölgesidir. Ayr›ca R bir taml›k bölgesiyse, R[X]

polinom halkas› da bir taml›k bölgesidir (Sonuç 3,

sayfa 28). Dolay›s›yla R bir taml›k bölgesiyse, örne-

¤in bir cisimse, R[X] polinom halkalar› da birer

taml›k bölgesidir (Sonuç 3, sayfa 28).

Bundan böyle bu yaz›da R hep bir taml›k böl-

gesini simgeleyecek.

Tan›m 2. R bir halka olsun.  

R* = {x ∈ R : belli bir y ∈ R için xy = 1}

kümesini an›msay›n (sayfa 30). Bu kümenin eleman-

lar› R’nin ad›na tersinir dedi¤imiz elemanlar›yd›.

Tan›m 3. Bir R halkas›nda a = bx denklemi sa¤-

layan bir x ∈ R varsa o zaman b, a’y› böler denir. Bir

cisimde, 0 olmayan her eleman her eleman› böler.

Tan›m 4. E¤er bir R halkas›nda a = bx denkle-

mi belli bir x ∈ R* için sa¤lan›yorsa o zaman a ve

b denktir denir. Bir cisimde 0 olmayan tüm ele-

manlar birbirine denktir.

Tan›m 5. 0 ≠ x ∈ R \ R* olsun. E¤er y, z ∈ R

için, x = yz eflitli¤i do¤ru oldu¤unda ya y ya da z

elemanlar›ndan en az›ndan biri tersinir olmak zo-

rundaysa o zaman x’e indirgenemez denir. Bir ci-

simde hiç indirgenemez yoktur.

Tan›m 6. 0 ≠ x ∈ R \ R* olsun. E¤er her y, z ∈
R için, x, yz çarp›m›n› böldü¤ünde ya y’yi ya da

z’yi bölmek zorundaysa, o zaman x’e asal denir.

Bir cisimde hiç asal yoktur.

ASALLAR

Teorem 1. Bir taml›k bölgesinin her asal› bir

indirgenemezdir.

Kan›t: Aynen sayfa 21, Teorem 8’deki gibi. ■■

Örnek. Z/6Z’de 2, 3, 4 asald›r, ama 2 ve 4 in-

dirgenemez de¤ildir.

Teorem 2. Bir taml›k bölgesinin bir eleman›

sonlu say›da asal›n çarp›m› olarak yaz›l›yorsa, o

zaman bu yaz›l›m afla¤› yukar› tek bir biçimde

yap›labilir. Daha matematiksel bir deyiflle, e¤er

p1, ..., pn, q1, ..., qm asallar› için ve u tersinir ele-

man› için,

p1 ... pn = uq1 ... qm

eflitli¤i sa¤lan›yorsa, o zaman n = m eflitli¤i sa¤la-

n›r ve her pi belli bir qj’ye denktir.

Kan›t: Aynen sayfa 21, Teorem 9’daki gibi. ■■

‹ND‹RGENEMEZLER

Sayfa 19, Teorem 6’da afla¤›daki olguyu do¤al

say› üzerine tümevar›mla kan›tlam›flt›k:

Olgu. Her n ≥ 2 do¤al say›s› sonlu say›da indir-

genemez say›n›n çarp›m›d›r.

Daha sonra do¤al say›larda indirgenemezlerle

asallar›n ayn› kavram oldu¤unu kan›tlam›flt›k,

ama Z[√d] halkas›nda bunun her zaman do¤ru ol-

mad›¤›n› görmüfltük.

Ayn› yaz›da, sayfa 23, Teorem 16’da yukarda-

ki olguyu Z[√d] halkalar›na genellefltirmifltik:
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Olgu. d ∈ Z \ {0, 1} say›s›, Z’de 1’den baflka bir

tamkareye bölünmeyen bir say› olsun. Her 0 ≠ α ∈
Z[√d] \ Z[√d]*, Z[√d] halkas›n›n indirgenemezleri-

nin sonlu çarp›m› olarak yaz›l›r.

Bu olgular› genel olarak bir taml›k bölgesine ge-

nellefltiremeyiz. Yukardaki olgular›n kan›t›n› oku-

yan ve anlayan bu olgular› neden genellefltiremeye-

ce¤imizi de anlar. Çünkü yukardaki olgular›n kan›t-

lar› tümevar›mla yap›lm›flt›: Birinci olgunun kan›t›n›

α tamsay›s›n›n mutlak de¤eri |α| üzerine, ikinci olgu-

nun kan›t›n› M(α) = |N(α)| üzerine tümevar›mla

yapm›flt›k. Oysa genel olarak bir taml›k halkas›nda

tümevar›m yapacak do¤al say› bulamay›z.

Öte yandan yukardaki olgular›n kan›tlar›n›

baz› polinom halkalar›na genellefltirebiliriz.

Önce birkaç tan›m an›msatal›m: K bir cisim ol-

sun. Yani K, her a ∈ K \ {0} için ax = 1 denkleminin

çözülebildi¤i bir halka olsun. Tan›m gere¤i, K[X]

halkas›n›n indirgenemez polinomlar› sabit polinom

de¤ildirler ve sabit olmayan iki polinomun çarp›m›

olarak yaz›lamazlar. Örne¤in derecesi 1 olan her

polinom indirgenemezdir. Ama (X − 1)(X + 2), X2

gibi polinomlar indirgenir polinomlard›r. X2 − 2

polinomu Q[X]’te indirgenmez ama R[X]’te indir-

genir:X2 − 2 = (X − √2)(X + √2).

fiimdi sayfa 19’daki Teorem 6’y› ve sayfa 23’teki

Teorem 16’y› K[X] polinom halkas› için kan›tlayabiliriz. 

Teorem 3. E¤er K bir cisimse, K[X]’in sabit ol-

mayan her polinomu sonlu say›da indirgenemezin

çarp›m›d›r.

Kan›t: Aynen sayfa 19’daki Teorem 6 ve sayfa

23’teki Teorem 16 gibi... Tek farkla ki bu kez tüme-

var›m› polinomun derecesi üzerine yapaca¤›z. ƒ(X)

∈ K[X] sabit olmayan herhangi bir polinom olsun.

E¤er ƒ(X) indirgenemezse sorun yok. E¤er ƒ(X) in-

dirgenirse, o zaman ƒ(X), sabit olmayan iki polino-

mun, diyelim g(X) ve h(X) polinomlar›n›n çarp›m›-

na eflittir: ƒ = gh. fiimdi her iki taraf›n da dereceleri-

ne bakal›m. Katsay›lar bir cisimde oldu¤undan, say-

fa 28, Önsav 2.iv’e göre,

d°(ƒ) = d°(gh) = d°(g) + d°(h).

Ama g ve h sabit polinom olmad›klar›ndan derece-

leri 1’den büyük, demek ki her ikisinin de derecesi

ƒ’nin derecesinden küçük. Dolay›s›yla tümevar›m

varsay›m›na göre hem g hem h sonlu say›da indirge-

nemezin çarp›m›d›r. Dolay›s›yla ƒ de sonlu say›da

indirgenemezin çarp›m›d›r. ■■

Galiba burada genel bir yöntem bulduk: 

Teorem 4. R bir taml›k bölgesi olsun. R’den

do¤al say›lar kümesi N’ye giden ve 

i. her x ≠ 0 ve 0 ≠ y için, d(xy) ≥ d(x),

ii. her x ≠ 0 ve 0 ≠ y ∉ R* için, d(xy) > d(x) 

özelliklerini sa¤layan bir  d : R → N fonksiyonu

varsa R \ R* kümesinin 0 olmayan her eleman›

sonlu say›da indirgenemezin çarp›m›d›r1.

Kan›t: Aynen sayfa 19 Teorem 6’n›n, sayfa 23

Teorem 16’n›n ve biraz önceki Teorem 3’ün kan›-

t› gibi. Dördüncü kez kan›tlamayaca¤›z. ■■

Teorem 4’ü uygulayal›m. Teorem 4’teki gibi

bir d fonksiyonu olan taml›k bölgelerine dereceli

taml›k bölgesi diyelim. Literatürde bunun örne¤ine

rastlamad›¤›m›z için bu terimi uydurmak zorunda

kald›k. d fonksiyonuna da o taml›k bölgesinin de-

rece fonksiyonu diyelim, d(x)’e de x’in derecesi...

Teorem 4’e göre her dereceli taml›k bölgesin-

de, tersinir ya da 0 olmayan elemanlar indirgene-

mezlerin çarp›m› olarak yaz›labilirler. 

Teorem 5. E¤er R dereceli bir taml›k bölgesiy-

se, R[X] de dereceli bir taml›k bölgesidir.

Kan›t: R bir taml›k bölgesi oldu¤unda, R[X]’in

de bir taml›k bölgesi oldu¤unu biliyoruz. 

fiimdi d : R → N fonksiyonu R’nin bir derece

fonksiyonu olsun. R[X] halkas› için bir d1 : R[X]

→ N derece fonksiyonu tan›mlayaca¤›z. 

0 ≠ ƒ = ƒ(X) = ƒ0 + ƒ1X + ƒ2X2 + ... + ƒnXn ∈ R[X] 

olsun. Ayr›ca ƒn’nin 0 olmad›¤›n›, yani ƒ’nin dere-

cesinin n oldu¤unu varsayal›m. d1 fonksiyonunun

ƒ’deki de¤erini,

d1(ƒ) = d(ƒn) + n

olarak tan›mlayal›m. Ayr›ca d1(0) = 0 (ya da baflka

bir say›) olsun. Bakal›m d1 fonksiyonu R[X] halkas›

üzerine bir derece mi? ƒ ≠ 0 ve g ≠ 0 birer polinom

olsunlar. d1(ƒg) ≥ d1(ƒ) eflitsizli¤ini ve e¤er g∉R[X]*

ise d1(ƒg) > d1(ƒ) eflitsizli¤ini kan›tlamak istiyoruz.

ƒ = ƒ0 + ƒ1X + ... + ƒnXn

ve 

g = g0 + g1X + ... + gmXm
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1 Bunun tersi de hemen hemen do¤ru. Tersinir ve s›f›r olmayan 

her eleman›n indirgenemezlerin çarp›m› oldu¤u bir R halkas›

ele alal›m. Her 0 ≠ x ∈ R için, 

d(x) := max{n : x = p1 ... pn ve pi indirgenemez}

sonlu bir say› olsun. O zaman d fonksiyonu yukardaki

koflullar› sa¤lar.



olsun (ƒn, gm ∈ R \ {0}). Bir yandan, R bir taml›k

bölgesi oldu¤undan 

d1(ƒg) = d(ƒngm) + n + m.

Öte yandan, 

d1(ƒ) = d(ƒn) + n. 

fiimdi hesap yapal›m: 

d1(ƒg) = d(ƒngm) + n + m ≥ d(ƒngm) + n

≥ d(ƒn) + n = d1(ƒ). 

Böylece d1(ƒg) ≥ d1(ƒ) eflitsizli¤i kan›tland›. E¤er m

> 0 ise, d1(ƒg) > d1(ƒ) eflitsizli¤i de bu hesaptan do-

lay› bariz. Sadece, m = 0 ve g = gm ∉ R* oldu¤unda,

d1(ƒg) > d1(ƒ) eflitsizli¤ini kan›tlamak kald›. Ama bu

do¤rudan d(ƒngm) > d(ƒn) eflitsizli¤inden ç›kar. ■■

Sonuç 6. Afla¤›daki halkalar›n herbirinde tersi-

nir ve s›f›r olmayan her eleman sonlu say›da indir-

genemezin çarp›m›d›r:

K[X1, ..., Xn] (Burada K bir cisim)

Z[X1, ..., Xn]

(Z[√d])[X1, ..., Xn]

ASALLARIN ÇARPIMI

Her eleman›n sonlu say›da indirgenemezin çar-

p›m› olmas› iyi güzel de, Teorem 2’den dolay›, her

eleman›n sonlu say›da asal›n çarp›m› olarak yaz›l-

mas› daha çok iflimize gelir.

E¤er bir taml›k bölgesinin s›f›r ya da tersinir

olmayan elemanlar› sonlu say›da indirgenemezin

çarp›m› olarak (Teorem 2’de aç›kland›¤› gibi) afla-

¤› yukar› tek bir biçimde yaz›labiliyorsa, o zaman

o taml›k bölgesine tek çarpanlama bölgesi diyelim.

Demek ki bir çarp›m bölgesinde bir eleman sonlu

say›da indirgenemezin çarp›m› olarak yaz›l›r ve bu

yaz›l›m afla¤› yukar› tek bir biçimde yap›labilir,

yani e¤er p1, ..., pn, q1, ..., qm indirgenemezleri için

ve bir u tersinir eleman› için,

p1 ... pn = uq1 ... qm

eflitli¤i sa¤lan›yorsa, o zaman n = m eflitli¤i sa¤la-

n›r ve her pi belli bir qj’ye denktir.

Teorem 7. Bir tek çarpanlama bölgesinde her

indirgenemez bir asald›r.

Kan›t: R bir tek çarpanlama bölgesi olsun. a

bir indirgenemez olsun ve a, bc çarp›m›n› bölsün.

Diyelim ax = bc. fiimdi x’i, b’yi ve c’yi indirgene-

mezlerine ay›ral›m:

x = p1 ... pn

b = q1 ... qm

c = r1 ... rt

O zaman,

ap1 ... pn = q1 ... qmr1 ... rt.

Demek ki a, ya qi’lerden birine ya da rj’lerden biri-

ne denk olmal›. Birinci olas›l›kta a, b’yi böler; ikin-

ci olas›l›kta c’yi. Dolay›s›yla a bir asal. ■■

Demek ki bir tek çarpanlama bölgesinde asal-

larla indirgenemezler aras›nda bir ayr›m yok. So-

nuç olarak, bir  tek çarpanlama bölgesinde s›f›r ya

da tersinir olmayan her eleman sonlu say›da asal›n

çarp›m›d›r ve bu çarp›m hemen hemen tek bir bi-

çimde gerçekleflir.

Tek çarpanlama bölgesi kavram›n› flöyle de

tan›mlayabilirdik: E¤er bir taml›k bölgesinin s›f›r

ya da tersinir olmayan elemanlar› sonlu say›da asa-

l›n (dolay›s›yla indirgenemezin de) çarp›m› olarak

(Teorem 2’de aç›kland›¤› gibi) afla¤› yukar› tek bir

biçimde yaz›labiliyorsa, o zaman o taml›k bölgesi-

ne tek çarpanlama bölgesi denir. ‹ki tan›m aras›n-

da bir fark yoktur. Kan›t› kolayd›r. Bunu okura

al›flt›rma olarak b›rak›yoruz.

Olgu 8. E¤er R bir tek çarpanlama bölgesiyse,

R[X] de bir çarp›m bölgesidir.

Ne yaz›k ki bu olguyu burada kan›tlayacak ye-

rimiz yok. Gelecek say›da halkalar konusuna de-

vam edece¤iz ve bu olguyu kan›tlayaca¤›z.

Sonuç 9. Afla¤›daki halkalar›n herbirinde tersi-

nir ve s›f›r olmayan her eleman sonlu say›da asaln

çarp›m›d›r:

K[X1, ..., Xn] (Burada K bir cisim)

Z[X1, ..., Xn]

Al›flt›rma [Gauss]. E¤er p ∈ R eleman› R’de

asalsa R[X]’te de asald›r. ♠
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Çok De¤iflkenli Polinom Halkalar›

R bir halka olsun. R[X] polinom halkas›n› biliyo-

ruz. Bu polinom halkas›n›n elemanlar›n› katsay›

olarak kullanarak iki de¤iflkenli (R[X])[Y] poli-

nom halkas›n› elde edebiliriz. Bu son polinom

halkas› R[X, Y] olarak yaz›l›r. Elbette R[X, Y] ile

R[Y, X] aras›nda difle dokunur bir fark yoktur.

Daha genel olarak, tümevar›mla

R[X1, ..., Xn, Xn+1]

halkalar› (R[X1, ..., Xn])[Xn+1] olarak tan›mlan›r.


