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Kapak Konusu: Halkalar, Asallar ve indirgenemezler (1)

Asallar ve indirgenemezler Uzerine

Biraz Daha

Asal Sayinin Gergekten Ne Ol-
dugunu Biliyor musunuz? yazisinda sayi
halkalar1 adin1 verdigimiz birtakim 6zel halkalarda,
indirgenemez ve asallarin tanimini verip bunlar hak-
kinda bazi sonuglar kanitlamigtik. Aslinda o yazinin
tamamu bu iki kavram iizerine kuruluydu. Bu yazi-
da aymi kavramlar tizerine disiinecegiz.

Indirgenemez ve asal eleman tanimlarini bazi
halkalara genellestirebiliriz. Hatta yukarda soziinii
ettigimiz yazida kanitladigimiz bazi teoremleri bile
kimileyin kanitlayabiliriz. Bizim ilgi alanimiz, her
elemanin indirgenemezlerin ya da asallarin ¢arpimi
olarak yazilip yazilmamasi, yazildiginda da tek bir
bigimde yazilip yazilmadig1 konusu. Once tanimla-
r1 yazalim.

TANIMLAR

Tamm 1. Bir tamhk boélgesi, xy = 0 esitliginin
ancak x = 0 ya da y = 0 i¢in miimkiin oldugu bir hal-
kadir. Z, Q, R ve Z/pZ (p asalsa), ve genel olarak
her cisim (sayfa 16, Alistima 3 ve sayfa 32) bir tam-
lik bolgesidir. Ayrica R bir tamlik bolgesiyse, R[X]
polinom halkasi da bir tamlik bolgesidir (Sonug 3,
sayfa 28). Dolayisiyla R bir tamlik bolgesiyse, 6rne-
gin bir cisimse, R[X] polinom halkalar1 da birer
tamlik bolgesidir (Sonug 3, sayfa 28).

Bundan boyle bu yazida R hep bir tamlik bol-
gesini simgeleyecek.

Tanim 2. R bir halka olsun.

R* = {x € R : belli bir y € R i¢gin xy = 1}
kiimesini animsayin (sayfa 30). Bu kiimenin eleman-
lart R’nin adina tersinir dedigimiz elemanlariyd:.

Tanim 3. Bir R halkasinda a = bx denklemi sag-
layan bir x € R varsa 0 zaman b, a’y1 boler denir. Bir
cisimde, 0 olmayan her eleman her elemani boler.

Tanim 4. Eger bir R halkasinda a = bx denkle-
mi belli bir x € R* i¢in saglaniyorsa o zaman a ve
b denktir denir. Bir cisimde 0 olmayan tum ele-
manlar birbirine denktir.

Tanim 5. 0 # x € R\ R” olsun. Eger y, 2 € R
icin, x = yz esitligi dogru oldugunda ya y ya da z
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elemanlarindan en azindan biri tersinir olmak zo-
rundaysa o zaman x’e indirgenemez denir. Bir ci-
simde hi¢ indirgenemez yoktur.

Tanim 6. 0 # x € R\ R” olsun. Eger her y, z €
R i¢in, x, yz carpimini boldiginde ya y’yi ya da
2’yi bolmek zorundaysa, o zaman x’e asal denir.
Bir cisimde hig asal yoktur.

ASALLAR
Teorem 1. Bir tamlik bolgesinin her asali bir
indirgenemezdir.
Kanit: Aynen sayfa 21, Teorem 8’deki gibi. O

Ornek. Z/6Z°de 2, 3, 4 asaldir, ama 2 ve 4 in-
dirgenemez degildir.

Teorem 2. Bir tamlik bolgesinin bir eleman:
sonlu sayida asalin carpimi olarak yaziliyorsa, o
zaman bu yazilim asagi yukar: tek bir bicimde
yapilabilir. Dabha matematiksel bir deyisle, eger

pl’ b pn> q17 b
manzi igin,

-s @, asallari icin ve u tersinir ele-

P1 - Pn=uq1 -
esitligi saglanryorsa, o zaman n = m esitligi sagla-
mir ve her p; belli bir q;'ye denktir.
Kanit: Aynen sayfa 21, Teorem 9’daki gibi. O
INDIRGENEMEZLER
Sayfa 19, Teorem 6’da asagidaki olguyu dogal
say1 Uzerine tiimevarimla kanitlamigtik:

Olgu. Her n > 2 dogal sayisi sonlu sayida indir-
genemez saymn carpumdir.

Daha sonra dogal sayilarda indirgenemezlerle
asallarin aymi kavram oldugunu kanitlamistik,
ama Z[Vd] halkasinda bunun her zaman dogru ol-
madigin gormustiik.

Ayni yazida, sayfa 23, Teorem 16°da yukarda-
ki olguyu Z[\d] halkalarina genellestirmistik:
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Olgu. d € Z\{0, 1} sayisi, Z’de 1’den baska bir
tamkareye boliinmeyen bir sayi olsun. Her 0 # . €
ZINd)\ Z[Nd)*, Z[Nd] halkasiun indirgenemezleri-

nin sonlu carpwu olarak yazilir.

Bu olgulari genel olarak bir tamlik bolgesine ge-
nellegtiremeyiz. Yukardaki olgularin kanitini oku-
yan ve anlayan bu olgular1 neden genellestiremeye-
cegimizi de anlar. Ciinki yukardaki olgularin kanit-
lar1 timevarimla yapilmisti: Birinci olgunun kanitini
o tamsayisinin mutlak degeri lal tizerine, ikinci olgu-
nun kamtimi M(a) = IN(a)l tzerine tiimevarimla
yapmugtik. Oysa genel olarak bir tamlik halkasinda
tiimevarim yapacak dogal say1 bulamayiz.

Ote yandan yukardaki olgularin kanitlarimni
bazi polinom halkalarina genellestirebiliriz.

Once birka¢ tanim animsatalim: K bir cisim ol-
sun. Yani K, her a € K\ {0} i¢in ax = 1 denkleminin
cozilebildigi bir halka olsun. Tanim geregi, K[X]
halkasinin indirgenemez polinomlar: sabit polinom
degildirler ve sabit olmayan iki polinomun ¢arpimi
olarak yazilamazlar. Ornegin derecesi 1 olan her
polinom indirgenemezdir. Ama (X — 1)(X + 2), X2
gibi polinomlar indirgenir polinomlardir. X2 — 2
polinomu Q[X]’te indirgenmez ama R[X]’te indir-
genir:X2 — 2 = (X —V2)(X +2).

Simdi sayfa 19°daki Teorem 6’y1 ve sayfa 23’teki
Teorem 16’y1 K[ X] polinom halkasi igin kamitlayabiliriz.

Teorem 3. Eger K bir cisimse, K[ X]in sabit ol-
mayan ber polinomu sonlu sayida indirgenemezin
carpimudir.

Kanit: Aynen sayfa 19°daki Teorem 6 ve sayfa
23’teki Teorem 16 gibi... Tek farkla ki bu kez tiime-
varimi polinomun derecesi tizerine yapacagiz. f(X)
€ K[X] sabit olmayan herhangi bir polinom olsun.
Eger f(X) indirgenemezse sorun yok. Eger f(X) in-
dirgenirse, o zaman f(X), sabit olmayan iki polino-
mun, diyelim g(X) ve h(X) polinomlarinin ¢arpimi-
na esittir: f = gh. Simdi her iki tarafin da dereceleri-
ne bakalim. Katsayilar bir cisimde oldugundan, say-
fa 28, Onsav 2.iv’e gore,

de(f) = d°(gh) = de(g) + d(h).
Ama g ve b sabit polinom olmadiklarindan derece-
leri 1’den buyiik, demek ki her ikisinin de derecesi
f’nin derecesinden kiiciik. Dolayisiyla tiimevarim
varsayimina gore hem g hem b sonlu sayida indirge-
nemezin ¢arpimidir. Dolayisiyla f de sonlu sayida

indirgenemezin ¢arpimidir. O
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Galiba burada genel bir yontem bulduk:

Teorem 4. R bir tamlik bolgesi olsun. R’den
dogal sayilar kiimesi N’ye giden ve

i. her x # 0 ve 0 = vy icin, d(xy) > d(x),

il. her x #0 ve 0 #y ¢ R* icin, d(xy) > d(x)
ozelliklerini saglayan bir d : R — N fonksiyonu
varsa R \ R* kiimesinin 0 olmayan ber elemam
sonlu sayida indirgenemezin carpumdirl.

Kanit: Aynen sayfa 19 Teorem 6’nin, sayfa 23
Teorem 16’nin ve biraz 6nceki Teorem 3’iin kani-
t1 gibi. Dordiincii kez kanitlamayacagiz. O

Teorem 4’4 uygulayalim. Teorem 4’teki gibi
bir d fonksiyonu olan tamlik bolgelerine dereceli
tamlik bolgesi diyelim. Literatiirde bunun 6rnegine
rastlamadigimiz i¢in bu terimi uydurmak zorunda
kaldik. d fonksiyonuna da o tamlik bolgesinin de-
rece fonksiyonu diyelim, d(x)’e de x’in derecesi...

Teorem 4’e gore her dereceli tamlik bolgesin-
de, tersinir ya da 0 olmayan elemanlar indirgene-
mezlerin ¢arpimi olarak yazlabilirler.

Teorem 5. Eger R dereceli bir tamlik bolgesiy-
se, R[X] de dereceli bir tamlik bélgesidir.

Kanut: R bir tamlik bolgesi oldugunda, R[X]’in
de bir tamlik bolgesi oldugunu biliyoruz.

Simdi d : R — N fonksiyonu R’nin bir derece
fonksiyonu olsun. R[X] halkasi igin bir dq : R[X]
— N derece fonksiyonu tanimlayacagiz.
0#f=f(X)=fo+f1X+[2X?+ ...+ f,X"e R[X]
olsun. Ayrica f,’nin 0 olmadigini, yani f’nin dere-
cesinin 7 oldugunu varsayalim. d; fonksiyonunun
f’deki degerini,

dy(f) = d(f,) +
olarak tanimlayalim. Ayrica d(0) = 0 (ya da baska
bir say1) olsun. Bakalim d; fonksiyonu R[X] halkast
lUzerine bir derece mi? f # 0 ve g # 0 birer polinom
olsunlar. d;(fg) > d;(f) esitsizligini ve eger g ¢ R[X]*
ise dq(fg) > dy(f) esitsizligini kamitlamak istiyoruz.
f=fo+ [1X+.. +f,X"
ve

g=80+ 1 X + . + g, XM

1 Bunun tersi de hemen hemen dogru. Tersinir ve sifir olmayan
her elemanin indirgenemezlerin ¢arpimi oldugu bir R halkas:
ele alalim. Her 0 # x € R i¢in,

d(x) := max{n : x = pq ... p,, ve p; indirgenemez}
sonlu bir say1 olsun. O zaman d fonksiyonu yukardaki
kosullar1 saglar.
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olsun (f,, g, € R\ {0}). Bir yandan, R bir tamlik
bolgesi oldugundan
B dl(fg) =d(f,8y,) + 1+ m.
Ote yandan,
di(f) = d(f,) + n.
Simdi hesap yapalim:
dl(fg) = d(fngm) +n+mz d(fngm) +n

2d(f,) +n=di(f).
Boylece d(fg) = dq(f) esitsizligi kanitlandi. Eger m
> 0 ise, dq(fg) > dy(f) esitsizligi de bu hesaptan do-
lay1 bariz. Sadece, m = 0 ve g = g,,, ¢ R* oldugunda,
dq(fg) > dq(f) esitsizligini kanitlamak kaldi. Ama bu
dogrudan d(f,g,,) > d(f,) esitsizliginden ¢ikar. O

Cok Degiskenli Polinom Halkalar

R bir halka olsun. R[X] polinom halkasini biliyo-
ruz. Bu polinom halkasinin elemanlarini katsayi
olarak kullanarak iki degiskenli (R[X])[Y] poli-
nom halkasini elde edebiliriz. Bu son polinom
halkas1 R[X, Y] olarak yazilir. Elbette R[X, Y] ile
R[Y, X] arasinda dise dokunur bir fark yoktur.
Daha genel olarak, tiimevarimla
RIXy, ooy Xy X 1]

halkalar1 (R[X{, ..., X,,1)[X,,,1] olarak tanimlanir.

Sonug 6. Asagidaki halkalarin herbirinde tersi-
nir ve sifir olmayan her eleman sonlu sayida indir-
genemezin carpuwmdir:

K[X, ..., X,,] (Burada K bir cisim)
Z[X{,y .o X,
(ZIVdD[X 1, ey X,]

ASALLARIN CARPIMI

Her elemanin sonlu sayida indirgenemezin ¢ar-
pimi1 olmasi iyi giizel de, Teorem 2’den dolayi, her
elemanin sonlu sayida asalin ¢arpimi olarak yazil-
masi1 daha c¢ok isimize gelir.

Eger bir tamlik bolgesinin sifir ya da tersinir
olmayan elemanlar1 sonlu sayida indirgenemezin
carpimui olarak (Teorem 2’de aciklandigi gibi) asa-
g1 yukar tek bir bicimde yazlabiliyorsa, o zaman
o tamlik bolgesine tek ¢arpanlama bolgesi diyelim.
Demek ki bir ¢arpim bdolgesinde bir eleman sonlu
sayida indirgenemezin ¢arpimi olarak yazilir ve bu
yazilim agag1 yukari tek bir bicimde yapilabilir,
YaNi €8€r D1y «es Dpps 15 -5 4y, indirgenemezleri icin
ve bir u tersinir elemani icin,

D1 Dn=uq1 - G
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esitligi saglaniyorsa, o zaman n = m esitligi sagla-
nir ve her p; belli bir g;'ye denktir.

Teorem 7. Bir tek carpanlama bolgesinde her
indirgenemez bir asaldir.

Kanit: R bir tek ¢arpanlama bolgesi olsun. a
bir indirgenemez olsun ve a, bc carpimini bolsiin.
Diyelim ax = bc. Simdi x’i, b’yi ve ¢’yi indirgene-
mezlerine ayiralim:

X =D Dy

b=qq ... qy

C=71 .1y
O zaman,

apq e Py =g oo Qg1 ooe T

Demek ki a, ya g;’lerden birine ya da r;’lerden biri-
ne denk olmali. Birinci olasilikta a, b’yi boler; ikin-
ci olasilikta ¢’yi. Dolayisiyla a bir asal. O

Demek ki bir tek carpanlama bolgesinde asal-
larla indirgenemezler arasinda bir ayrim yok. So-
nug olarak, bir tek ¢arpanlama bolgesinde sifir ya
da tersinir olmayan her eleman sonlu sayida asalin
carpimidir ve bu ¢arpim hemen hemen tek bir bi-
cimde gergeklesir.

Tek carpanlama bolgesi kavramini goyle de
tanimlayabilirdik: Eger bir tamlik bolgesinin sifir
ya da tersinir olmayan elemanlari sonlu sayida asa-
lin (dolayisiyla indirgenemezin de) ¢carpimi olarak
(Teorem 2°de agiklandigi gibi) agagi yukari tek bir
bi¢imde yazilabiliyorsa, o zaman o tamlik bolgesi-
ne tek ¢arpanlama bolgesi denir. Iki tanim arasin-
da bir fark yoktur. Kamiti kolaydir. Bunu okura
alistirma olarak birakiyoruz.

Olgu 8. Eger R bir tek carpanlama bolgesiyse,
R[X] de bir carpim bolgesidir.

Ne yazik ki bu olguyu burada kanitlayacak ye-
rimiz yok. Gelecek sayida halkalar konusuna de-
vam edecegiz ve bu olguyu kanitlayacagiz.

Sonug 9. Asagidaki halkalarin berbirinde tersi-
nir ve sifir olmayan her eleman sonlu sayida asaln

carpmudir:
K[Xjy, ..., X,;] (Burada K bir cisim)
Z[X 1y s X,,]

Alistirma [Gauss]. Eger p € R eleman R’de
asalsa R[X]’te de asaldir. &



