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Yaz›m›za iki kolay anlafl›l›r

soruyla bafllayal›m: 

Soru 1. x/180 fleklinde yaz›lan 1’den

küçük kaç pozitif ve sadeleflmeyen kesir vard›r?

Soru 2. 15’le ortak böleni olmayan 15’ten kü-

çük pozitif do¤al say›lar›n toplam› kaçt›r?

Bu tür sorular› yan›tlamak için “Euler ϕ fonk-

siyonu” ad› verilen bir fonksiyondan yararlan›l›r.

Say›lar kuram›n›n en önemli fonksiyonlar›ndan bi-

ri olan Euler ϕ fonksiyonu flöyle tan›mlan›r: ϕ(n),

n’den küçükeflit ve n’yle aralar›nda asal (yani n’yle

en büyük ortak böleni 1 olan) pozitif say›lar›n sa-

y›s›d›r. Daha matematiksel bir deyiflle, ϕ(n) say›s›,

0 < d ≤ n ve EBOB(d, n) = 1 özelli¤ini sa¤layan

d’lerin say›s›d›r1.

Örne¤in, 10’dan küçük ve 10’a asal olan say›-

lar 1, 3, 7, 9 oldu¤undan, ϕ(10) = 4’dür. Okur,

ϕ(6) = 2, ϕ(8) = 4, ϕ(12) = 4, ϕ(25) = 20 eflitlikle-

rinin do¤rulu¤unu s›nayabilir.

ϕ(1) = 1’dir elbette.

E¤er p asalsa, ϕ(p) = p − 1 eflitli¤i geçerlidir,

çünkü bir asal kendinden küçük her say›ya asald›r.

Kolayca görülece¤i üzere bunun tersi de do¤rudur:

ϕ(n) = n − 1 ise n bir asal say›d›r.

‹lk amac›m›z ϕ(n)’nin de¤erini kolayca hesap-

layan bir formül bulmak. Bunun için flu ad›mlar›

ataca¤›z:

Birinci Ad›m. E¤er n ve m birbirine asal iki sa-

y›ysa, ϕ(nm) = ϕ(n)ϕ(m) eflitli¤ini kan›tlayaca¤›z. 

Böylece, bir n say›s›n› 

olarak çarpanlar›na ay›r›rsak (pi’ler birbirinden

de¤iflik asal say›lar), o zaman, 

eflitli¤ini kan›tlam›fl olaca¤›z.

‹kinci Ad›m. Birinci ad›m› aflt›¤›m›z› varsayar-

sak, ϕ(n) say›s›n› hesaplayabilmek için, bir p asal›

ve bir a pozitif do¤al say›s› için, ϕ(pa) say›s›n› he-

saplamas›n› bilmemiz gerekti¤ini anlar›z. ϕ(pa) sa-

y›s›n› bulmak oldukça kolay. Pek yak›nda, ϕ(pa) =

pa − pa−1 eflitli¤ini kolayl›kla kan›tlayaca¤›z.

Bu iki ad›m› baflar›yla tamamlarsak, afla¤›daki

sonucu bulmufl oluruz.

Ana Teorem. E¤er n > 1 do¤al say›s› asal çar-

panlar›na, 

olarak ayr›l›yorsa, o zaman, 

dir.

Örne¤in, yukardaki teoreme göre, 

ϕ(1323) = ϕ(33×72) = ϕ(33)×ϕ(72) 

= (33−32)(72−7) = 18 × 42 = 756.

Demek ki 1323’ten küçük 1323’e asal tam 756

tane say› var, yukardaki teorem do¤ruysa elbet...

Teoremi kullanarak birinci soruyu hemen flim-

di yan›tlayabiliriz. Belli ki soru bizden ϕ(180) say›-

s›n› istiyor. Yukardaki teoremi bildi¤imizi varsa-

yarsak, sorunun pek ilginçli¤i kalmad›! ‹kinci soru-

yu da hemen flimdi yan›tlayabiliriz ama yan›t› da-

ha sonraya b›rak›p hemen teoremimizin kan›t›na

giriflelim.

Dedi¤imiz gibi teoremi iki ad›mda kan›tlayaca-

¤›z. Daha kolay olan ikinci ad›mdan bafllayal›m:

Önsav 1. E¤er p asalsa, ϕ(pa) = pa − pa−1’dir.

Kan›t: pa ile ortak böleni olmayan pa’dan kü-

çükeflit say›lar› sayaca¤›m›za, tam tersine, pa ile or-

tak böleni olan pa’dan küçükeflit say›lar› sayal›m. 

p bir asal oldu¤undan, pa’yla ortak böleni olan

bir say› mutlaka p’ye bölünür. Demek ki pa’dan

küçükeflit ve pa ile ortak böleni olan say›lar

p, 2p, 3p, ..., (pa−1)p

say›lar›d›r ve bunlardan tam pa−1 tane vard›r.

pa’dan küçükeflit toplam pa tane say› oldu¤undan,

ϕ(pa) = pa − pa−1 dir. ■■

S›ra birinci ad›ma geldi. E¤er n ve m birbirine

asal iki say›ysa, ϕ(nm) = ϕ(n)ϕ(m) eflitli¤ini kan›tla-
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yaca¤›z. Bu ad›m ikincisinden daha zor. Biraz halka-

lar kuram›, biraz da modüler aritmetik yapaca¤›z.

E¤er A bir halkaysa, A* kümesinin A’n›n tersi-

nir, yani belli bir b için ab = 1 eflitli¤ini sa¤layan a

elemanlar›ndan oluflan küme olarak tan›mlam›flt›k

(sayfa 30). Sayfa 16’daki Teorem 3’e göre,

(Z/nZ)* = {a ∈ Z/nZ : a ve n aralar›nda asal}.

Böylece, ϕ’nin tan›m›ndan flu sonuç ç›kar:

Önsav 2. |(Z/nZ)*| = ϕ(n). ■■

E¤er A ve B birer halkaysa, 

A × B := {(a, b) : a ∈ A, b ∈ B}

kümesi üzerine toplama ve çarpma ifllemlerini flöy-

le tan›mlayal›m:

(a1, b1) + (a2, b2) = (a1 + a2, b1 + b2)

(a1, b1)(a2, b2) = (a1a2, b1b2)

Kolayca kan›tlanaca¤› üzere, bu iki ifllemle A × B

kümesi bir halka olur. Sözgelimi, e¤er 1A ve 1B, A

ve B’nin çarpma için etkisiz elemanlar›ysa, o za-

man (1A, 1B),  A × B halkas›n›n çarpma için etki-

siz eleman› olur, yani 1A×B = (1A, 1B)’dir. Bu hal-

kaya A ve B halkalar›n›n kartezyen çarp›m› denir.

Örne¤in Z/2Z × Z/3Z kümesinin elemanlar›

(0, 0), (1, 0), (0, 1), (1, 1), (0, 2), (1, 2) dir. Paran-

tezin sol taraf›ndaki say›lar› modülo 2, sa¤ tara-

f›ndaki say›lar› modülo 3 toplay›p çarpar›z, aynen

afla¤›daki gibi:

(1, 2) + (0, 2 ) = (1 + 0, 2 + 2) = (1, 4) = (1, 1),

(1, 2)(0, 2 ) = (1×0, 2×2) = (0, 4) = (0, 1).

Önsav 3. (A × B)* = A* × B*.

Kan›t: Çok kolay, okura b›rak›yoruz. ■■

Sonuç 4. (Z/nZ × Z/mZ)* kümesinin ϕ(n)ϕ(m)

tane, (Z/nmZ)* kümesinin ϕ(nm) tane ö¤esi var.■■

Sonuç 4 bize bir fley söylemek istiyor. E¤er kan›t-

lamak istedi¤imiz ϕ(n)ϕ(m) = ϕ(nm) eflitli¤i do¤ruy-

sa, (Z/nZ × Z/mZ)* ve (Z/nmZ)* kümelerinin ele-

man say›s› ayn› olmal› diyor. Z/nZ × Z/mZ ve

Z/nmZ halkalar›n›n da eleman say›s› ayn›, her ikisin-

de de nm tane eleman var. Demek ki Sonuç 4, n ve

m birbirine asal oldu¤unda Z/nZ × Z/mZ ve Z/nmZ

halkalar›n›n birbirine oldukça benzedi¤ini söylemek

istiyor. Nitekim birazdan iki halkan›n birbirine ben-

zemesinin ne demek oldu¤unu söyleyip, n ve m bir-

birine asal oldu¤unda, Z/nZ × Z/mZ ve Z/nmZ hal-

kalar›n›n birbirine çok ama çok benzedi¤ini kan›tla-

yaca¤›z. ‹stedi¤imiz sonuç bundan ç›kacak.

A ve B iki halka olsun. A’dan B’ye giden bir efl-

yap› fonksiyonu, her x, y ∈ A için,

ƒ(x + y) = ƒ(x) + ƒ(y)

ƒ(xy) = ƒ(x)ƒ(y)

ƒ(1) = 1

eflitliklerini sa¤layan bir ƒ : A → B fonksiyonudur.

Görüldü¤ü gibi, bir eflyap› fonksiyonu A’n›n topla-

ma ve çarpmas›n› B’nin toplama ve çarpmas›na

dönüfltürür, ayr›ca A’n›n 1’ini B’nin 1’ine yollar.

Yani eflyap› fonksiyonu toplamaya, çarpmaya ve

1’e “sayg› duyar”. 

E¤er bir eflyap› fonksiyonu ayr›ca birebir ve ör-

tense, yani bir efllemeyse, o zaman A ve B halkala-

r› aras›nda, elemanlar›n›n ve ifllemlerinin adlar› d›-

fl›nda bir fark yok demektir. A’n›n elemanlar›n›n

ve ifllemlerinin adlar›n› ƒ efllemesini kullanarak

B’ninkilere dönüfltürürsek, aynen B’nin halka ya-

p›s›n› buluruz. Ayn› zamanda bir eflleme olan eflya-

p› fonksiyonlar›na eflyap› efllemesi diyelim.

Aralar›nda bir eflyap› efllemesi olan halkalar

aras›nda gerçekten pek bir fark yoktur, tek fark

elemanlar›n›n  ve ifllemlerinin adlar›d›r ki bu da

çok yüzeysel bir farkt›r. Örne¤in, e¤er ƒ : A → B

bir eflyap› efllemesiyse, ƒ, A* ile B* aras›nda bir efl-

leme verir. Bunu kan›tlayal›m:

Önsav 5. E¤er ƒ : A → B iki halka aras›nda bir

eflyap› efllemesiyse, ƒ(A*) = B*’d›r.

Kan›t: Önce ƒ(A*) ⊆ B* iliflkisini kan›tlayal›m.

a ∈ A* olsun. Demek ki, belli bir x ∈ A için ax =

1. fiimdi her iki tarafa da ƒ’yi uygulayal›m: 1 = ƒ(1)

= ƒ(ax) = ƒ(a)ƒ(x). Görüldü¤ü gibi ƒ(a) ∈ B*.

fiimdi de  B* ⊆ ƒ(A*) iliflkisini kan›tlayaca¤›z.

b ∈ B* olsun. y ∈ B, by = 1 eflitli¤ini sa¤las›n. ƒ ör-

ten bir fonksiyon oldu¤undan, A’da ƒ(a) = b ve

ƒ(x) = y eflitliklerinin sa¤layan a ve x vard›r. fiimdi

ƒ(ax) = ƒ(a)ƒ(x) = by = 1 = ƒ(1). Demek ki ƒ(ax) =

ƒ(1). Ama ƒ birebir bir fonksiyon. Demek ki ax =

1, yani a ∈ A*. Dolay›s›yla b = ƒ(a) ∈ ƒ(A*). ■■

Dikkat edilirse yukardaki kan›tta ƒ’nin topla-

maya sayg› duydu¤unu kullanmad›k, ƒ’nin sadece

çarpmaya sayg› duymas› bize yetti. Nitekim, çarp-

mayla ilgili bir önerme kan›tlamak istiyorduk.

Önsav 5’e göre, n ve m birbirine asal oldu¤un-

da ϕ(n)ϕ(m) = ϕ(nm) eflitli¤ini kan›tlamak için

Z/nmZ ve Z/nZ × Z/mZ halkalar› aras›nda bir efl-

yap› efllemesi bulmak yeterli.
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Bir sonraki teoremi okumadan önce, okur

Z/nZ halkalar›n› nas›l tan›mlad›¤›m›z› an›msamal›-

d›r (sayfa 14-15): Z/nZ halkalar›n›n elemanlar›,

belli bir x ∈ Z için,

nZ + x = {nz + x : z ∈ Z}

altkümeleriydi. Ayr›ca “nZ + x = nZ + y ancak

ve ancak n, x − y’yi bölerse” önermesi an›msan-

mal›d›r.

Teorem 6. n ve m birbirine asalsa Z/nmZ ve

Z/nZ × Z/mZ halkalar› aras›nda bir eflyap› eflleflme-

si vard›r. Hatta Z/nmZ halkas›n›n her nmZ + x ele-

man›n› Z/nZ × Z/mZ halkas›n›n (nZ + x, mZ + x)

eleman›na götüren fonksiyon bir eflyap› efllemesidir.

Kan›t. Her fleyden

önce, teoremin ikinci

tümcesinde belirtildi¤i

gibi Z/nmZ halkas›n›n

her nmZ + x eleman›-

n› Z/nZ × Z/mZ hal-

kas›n›n (nZ + x, mZ +

x) eleman›na götüren

bir fonksiyonun ger-

çekten oldu¤unu ka-

n›tlamal›y›z. Yandaki

karede bunu niye ka-

n›tlamak zorunda ol-

du¤umuzu bir örnekle

gösterdik. Yani, e¤er 

nmZ + x = nmZ + y

ise,

nZ + x = nZ + y ve mZ + x = mZ + y

eflitliklerini kan›tlamal›y›z, yoksa böyle bir fonksi-

yonu tan›mlamaya hakk›m›z olmaz. Kan›tlayal›m:

nmZ + x = nmZ + y ise, nm, x − y’yi böler. Dola-

y›s›yla hem n hem de m, x − y’yi böler ve nZ + x =

nZ + y ve mZ + x = mZ + y. Demek ki teoremin

ikinci tümcesinde ifade edilen fonksiyon gerçekten

varm›fl. Bu fonksiyona ƒ diyelim:

ƒ(nmZ + x) = (nZ + x, mZ + x).

fiimdi ƒ fonksiyonunun birebir oldu¤unu gös-

terelim. Diyelim ƒ(nmZ + x) = ƒ(nmZ + y), yani

(nZ + x, mZ + x) = (nZ + y, mZ + y), yani

nZ + x = nZ + y ve mZ + x = mZ + y. 

Demek ki hem n hem de m, x − y’yi bölüyor. Ama

n ve m birbirine asal. Bundan da nm’nin x − y’yi

böldü¤ü (neden?), yani nmZ + x = nmZ + y eflitli¤i

ç›kar, ki bu da ƒ birebir demektir.

ƒ birebir oldu¤undan, kümelerin de eleman sa-

y›s› da ayn› (nm) oldu¤undan, ƒ fonksiyonu bir efl-

lemedir.

fiimdi ƒ’nin toplamaya ve çarpmaya sayg› duy-

du¤unu göstermeliyiz. Ama bu çok aç›k, tan›m›n

kendisinden ç›k›yor nerdeyse. Örne¤in ƒ’nin çarp-

maya sayg› duydu¤unu kan›tlayal›m:

ƒ((nmZ + x)(nmZ + y)) = ƒ(nmZ + xy) 

= (nZ + xy, mZ + xy) 

= ((nZ + x)(nZ + y), (mZ + x)(mZ + y)) 

= (nZ + x, mZ + x)(nZ + y, mZ + y) 

= ƒ(nmZ + x)ƒ(nmZ + y).

Birinci eflitlik Z/nmZ halkas›nda çarpman›n, ikinci

eflitlik ƒ’nin, üçüncü eflitlik Z/nZ ve Z/mZ halkala-

r›nda çarpman›n, dördüncü eflitlik Z/nZ × Z/mZ

halkas›nda çarpman›n, beflinci eflitlik gene ƒ’nin ta-

n›m›ndan ç›kar. Toplama için de ayn› fleyi yapabi-

liriz. (Ama toplamaya ihtiyac›m›z›n olmad›¤›n› bi-

liyoruz, sadece çarpmaya sayg› duyan bir eflleme

bize yeter.) ■■

Böylece Ana Teorem kan›tlanm›fl oldu.

fiimdi art›k yaz›n›n bafl›nda verdi¤imiz ikinci

soruyu yan›tlayabiliriz. 15’ten küçük ve 15 ile ara-

lar›nda asal olan do¤al say›lar›n›n toplam›n› bul-

mak istiyoruz. Önce 15 için bu toplam› bir yaza-

l›m, oradan genel bir formül bulaca¤›z:

1 + 2 + 4 + 7 + 8 + 11 +13 + 14 = 60

Dikkat edilirse bu say›lar ortadan simetrik olacak

flekilde 7 + 8, 4 + 11, 2 + 13, 1 + 14 gibi toplan›r-

sa hep 15 sonucunu verirler. Bu bir rastlant› m›-

d›r? Burada bahsetti¤ime göre de¤ildir ve öyle ol-

mad›¤›n› da flimdi göstere-

ce¤im: E¤er d, n’ye asalsa,

n − d de n’ye asald›r. Bu

tür {d, n−d} çiftlerinden

ϕ(n)/2 tane oldu¤una göre, n’den küçük ve n’ye

asal say›lar›n toplam› nϕ(n)/2 biçiminde bir for-

mülde gizlidir. (Art›k gizlili¤i kalmad› tabii!)

Sonuç 7. E¤er n > 2 ise

‹lk sorunun yan›t›n›n 15ϕ(15)/2 oldu¤u bu

aç›klamadan sonra aflikârd›r: 15 × 8/2 = 60.

Sorular

1. ϕ(x) = a denkleminin sonlu say›da çözümü

oldu¤unu kan›tlay›n.

2. eflitli¤ini kan›tlay›n. ♠
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Z/6Z halkas›n›n her 6Z +

x eleman›n› Z/4Z halkas›n›n

4Z + x eleman›na götüren bir

ƒ fonksiyonu yoktur. Çünkü,

e¤er böyle bir ƒ fonksiyonu

olsayd›, örne¤in, 4Z + 1 =

ƒ(6Z + 1) = ƒ(6Z + 7) = 4Z +

7 = 4Z + 3 olurdu, ama 4Z +

1 ≠ 4Z + 3.

Z/nZ halkas›n›n her nZ +

x eleman›n› Z/mZ halkas›n›n

mZ + x eleman›na götüren bir

ƒ fonksiyonunun olmas› için

m’nin n’yi bölmesi gerekir. 

1 2 4 7 8 11 13 14


