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et

soruyla baglayalim:

Yazimiza iki kolay anlagilir

Soru 1. x/180 seklinde yazilan 1’den
kiiciik kac pozitif ve sadelesmeyen kesir vardir?

Soru 2. 15’le ortak boleni olmayan 15°ten kii-
ciik pozitif dogal sayilarin toplami kactir?

Bu tiir sorulari yanitlamak icin “Euler ¢ fonk-
siyonu” adi verilen bir fonksiyondan yararlanilir.
Sayilar kuraminin en 6nemli fonksiyonlarindan bi-
ri olan Euler ¢ fonksiyonu soyle tanimlanir: ¢(7),
n’den kuglikesit ve 7’yle aralarinda asal (yani n’yle
en buyiik ortak boleni 1 olan) pozitif sayilarin sa-
yisidir. Daha matematiksel bir deyisle, ¢(7) sayisi,
0 < d < nve EBOB(d, n) = 1 0zelligini saglayan
d’lerin sayisidirl.

Ornegin, 10’dan kiigiik ve 10’a asal olan say1-
lar 1, 3, 7, 9 oldugundan, ¢(10) = 4’dur. Okur,
0(6) = 2, 9(8) = 4, 0(12) = 4, (25) = 20 esitlikle-
rinin dogrulugunu sinayabilir.

¢(1) = 1’dir elbette.

Eger p asalsa, ¢(p) = p — 1 esitligi gegerlidir,
¢linkii bir asal kendinden kiiguk her sayiya asaldir.
Kolayca goriilecegi tizere bunun tersi de dogrudur:
@(n) = n — 1 ise n bir asal sayidir.

Ik amacimiz @(n)’nin degerini kolayca hesap-
layan bir formiil bulmak. Bunun icin su adimlar
atacagiz:

Birinci Adim. Eger n ve m birbirine asal iki sa-
yiysa, ¢(nm)

Boylece, bir # sayisini

ay , ar A
n=py D" P
olarak carpanlarina ayirirsak (p;’ler birbirinden

o(n)o(m) esitligini kanitlayacagiz.

degisik asal sayilar), o zaman,
o(n) =0 (p1" )@ (p3 )0 (")
esitligini kanitlamig olacagiz.

Ikinci Adim. Birinci adimi astigimizi varsayar-
sak, @(n) sayisini hesaplayabilmek igin, bir p asali
ve bir a pozitif dogal sayisi i¢in, @(p?) sayisini he-
saplamasint bilmemiz gerektigini anlariz. ¢(p?) sa-

* Uskiidar Amerikan Lisesi tigiincii sinif 6grencisi.
1 Euler ¢ fonksiyonuna bazen Euler “totient” fonksiyonu
dendigi de olur.
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yisini bulmak oldukea kolay. Pek yakinda, ¢(p?) =
p? — p1Lesitligini kolaylikla kanitlayacagiz.

Bu iki adimi bagariyla tamamlarsak, asagidaki
sonucu bulmus oluruz.

Ana Teorem. Eger n > 1 dogal sayist asal car-
panlarina,
ap  az 2
n=py P27 -Pp
olarak ayrilryorsa, o zaman,
a;—1 a,-1

o) =(p{" —p{ 1 (ps? —p52 7N (pt —pE )
=n(l=1/ p1)(1=1/ p3) ... =1/ pp)

dir.

Ornegin, yukardaki teoreme gore,
0(1323) = 9(33x72) = (33)x0(72)
= (33-32)(72-7) = 18 x 42 = 756.

Demek ki 1323’ten kiiciik 1323’e asal tam 756
tane say1 var, yukardaki teorem dogruysa elbet...

Teoremi kullanarak birinci soruyu hemen gim-
di yanitlayabiliriz. Belli ki soru bizden ¢(180) sayi-
sini istiyor. Yukardaki teoremi bildigimizi varsa-
yarsak, sorunun pek ilgincligi kalmadi! Ikinci soru-
yu da hemen gimdi yanitlayabiliriz ama yaniti da-
ha sonraya birakip hemen teoremimizin kanitina
girigelim.

Dedigimiz gibi teoremi iki adimda kanitlayaca-
g1z. Daha kolay olan ikinci adimdan baglayalim:

Onsav 1. Eger p asalsa, o(p?) = p* — p=Vdir.

Kant: p2 ile ortak boleni olmayan p#’dan ku-
ciikesit sayilari sayacagimiza, tam tersine, p? ile or-
tak boleni olan p?’dan kiiglikesit sayilar1 sayalim.

p bir asal oldugundan, p#’yla ortak boleni olan
bir say1 mutlaka p’ye boluniir. Demek ki p#’dan
kiigiikesit ve p4 ile ortak boleni olan sayilar

D> 20,5 3D, s (p* 1D

sayilaridir ve bunlardan tam p-1 tane vardir.
p#dan kugikesit toplam p2 tane say1 oldugundan,

o(p?) = p? - p*! dir. .

Sira birinci adima geldi. Eger # ve m birbirine
asal iki sayiysa, @(nm) = @(n)¢(m) esitligini kanitla-
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yacagiz. Bu adim ikincisinden daha zor. Biraz halka-
lar kurami, biraz da modiiler aritmetik yapacagiz.
Eger A bir halkaysa, A* kiimesinin A’nin tersi-
nir, yani belli bir b i¢in ab = 1 esitligini saglayan a
elemanlarindan olugan kiime olarak tanimlamigtik
(sayfa 30). Sayfa 16’daki Teorem 3’e gore,
(ZInZ)* = {a € ZInZ : a ve n aralarinda asal}.
Boylece, ¢’nin tanimindan su sonug ¢ikar:

Onsav 2. [(Z/nZ)*| = ¢(n).

Eger A ve B birer halkaysa,
AxB:={(a,b):aec A, b e B}
kiimesi tizerine toplama ve ¢carpma iglemlerini $oy-
le tanimlayalim:
(a1, by) + (ap, by) = (aq + a, by + by)
(a1, by)(az, by) = (a1a, b1b;)
Kolayca kanitlanacag tizere, bu iki islemle A x B
ktimesi bir halka olur. Sozgelimi, eger 14 ve 15, A
ve B’nin carpma i¢in etkisiz elemanlariysa, o za-
man (14, 15), A x B halkasinin ¢arpma igin etki-
siz elemani olur, yani 14,5 = (14, 1p)’dir. Bu hal-
kaya A ve B halkalarinin kartezyen ¢arpimi denir.
Ornegin Z/2Z x Z/3Z kiimesinin elemanlar:
(0, 0), (1, 0), (0, 1), (1, 1), (0, 2), (1, 2) dir. Paran-
tezin sol tarafindaki sayilari modilo 2, sag tara-
findaki sayilari modiilo 3 toplayip ¢arpariz, aynen
asagidaki gibi:
(1,2)+(0,2)=(1+0,2+2)=(1,4)=(1, 1),
(1,2)(0,2) = (1x0, 2x2) = (0, 4) = (0, 1).

Onsav 3. (A X B)"i- = A* x B*.
Kanit: Cok kolay, okura birakiyoruz.

Sonug 4. (Z/nZ x ZImZ)* kiimesinin ¢(n)o(m)
tane, (ZInmZ)* kiimesinin ¢(nm) tane Ogesi var.O

Sonug 4 bize bir sey soylemek istiyor. Eger kanit-
lamak istedigimiz @(n)q(m) = @(nm) esitligi dogruy-
sa, (ZInZ x ZImZ)* ve (Z/nmZ)* kiumelerinin ele-
x ZlmZ ve
Z/nmZ halkalarinin da eleman sayisi ayni, her ikisin-

man sayist ayni olmali diyor. Z/nZ

de de nm tane eleman var. Demek ki Sonug 4, 7 ve
m birbirine asal oldugunda Z/nZ x ZImZ ve Z/nmZ
halkalarmnin birbirine oldukg¢a benzedigini séylemek
istiyor. Nitekim birazdan iki halkanin birbirine ben-
zemesinin ne demek oldugunu soyleyip, 7 ve m bir-
birine asal oldugunda, Z/nZ x Z/mZ ve ZInmZ hal-
kalarimin birbirine ¢cok ama ¢ok benzedigini kanitla-
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yacagiz. Istedigimiz sonug bundan ¢ikacak.

A ve B iki halka olsun. A’dan B’ye giden bir es-

yapi fonksiyonu, her x, y € A icin,

flx +y) = f(x) + f(y)

flxy) = f(x)f(y)

f)=1
esitliklerini saglayan bir f : A — B fonksiyonudur.
Goruldugn gibi, bir egsyap1 fonksiyonu A’nin topla-
ma ve ¢arpmasini B’nin toplama ve carpmasina
donusturiir, ayrica A’nin 1’ini B’nin 1’ine yollar.
Yani egyapi fonksiyonu toplamaya, carpmaya ve
1’e “sayg1 duyar”.

Eger bir esyapi fonksiyonu ayrica birebir ve 6r-
tense, yani bir eslemeyse, o zaman A ve B halkala-
r1 arasinda, elemanlarinin ve iglemlerinin adlari di-
sinda bir fark yok demektir. A’nin elemanlarinin
ve iglemlerinin adlarini f eglemesini kullanarak
B’ninkilere doniistiiriirsek, aynen B’nin halka ya-
pisini buluruz. Ayni zamanda bir egleme olan egya-
p1 fonksiyonlarina esyap1 eslemesi diyelim.

Aralarinda bir egyapi eslemesi olan halkalar
arasinda gercekten pek bir fark yoktur, tek fark
elemanlarinin  ve iglemlerinin adlaridir ki bu da
cok vyiizeysel bir farktir. Ornegin, eger f: A > B
bir esyap1 eslemesiyse, f, A* ile B* arasinda bir eg-
leme verir. Bunu kanitlayalim:

Onsav 5. Eger f : A — B iki balka arasinda bir
esyapt eslemesiyse, f(A*) = B*dur.

Kamit: Once f(A*) < B* iliskisini kanitlayalim.
a € A* olsun. Demek ki, belli bir x € A i¢in ax =
1. Simdi her iki tarafa da f’yi uygulayalim: 1 = f(1)
= flax) = f(a)f(x). Gortldigu gibi f(a) € B*.

Simdi de B* < f(A*) iligkisini kanitlayacagiz.
b € B* olsun. y € B, by = 1 esitligini saglasin. f or-
ten bir fonksiyon oldugundan, A’da f(a) = b ve
f(x) = y esitliklerinin saglayan a ve x vardir. Simdi
flax) = f(a)f(x) = by =1 = f(1). Demek ki f(ax) =
f(1). Ama f birebir bir fonksiyon. Demek ki ax =
1, yania € A*. Dolayisiyla b = f(a) € f(A*). D

Dikkat edilirse yukardaki kanitta f’nin topla-
maya saygl duydugunu kullanmadik, f’nin sadece
carpmaya saygl duymasi bize yetti. Nitekim, ¢arp-
mayla ilgili bir 6nerme kanitlamak istiyorduk.

Onsav $’e gore, 1 ve m birbirine asal oldugun-
da @(n)e(m) = @(nm) esitligini kanitlamak i¢in
ZInmZ ve ZInZ x Z/mZ halkalar: arasinda bir es-
yap1 eslemesi bulmak yeterli.
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Bir sonraki teoremi okumadan o6nce, okur
Z/nZ halkalarini nasil tanimladigimizi animsamali-
dir (sayfa 14-15): Z/nZ halkalarinin elemanlari,
belli bir x € Z igin,

nZ+x={nz+x:z2¢el2
altkimeleriydi. Ayrica “nZ + x = nZ + y ancak
ve ancak 7, x — y’yi bolerse” onermesi animsan-
malidir.

Teorem 6. n ve m birbirine asalsa ZInmZ ve
ZInZ x ZImZ halkalar: arasmda bir esyapi eslesme-
st vardwr. Hatta ZInmZ halkasmun her nmZ + x ele-
manwm ZInZ x ZImZ halkasiun (nZ + x, mZ + x)
elemamina gotiiren fonksiyon bir esyapi eslemesidir.

Kanit. Her seyden

Z/6Z halkasinin her 6Z + | .. R
once, teoremin ikinci

x elemaninm Z/4Z halkasinin
4Z + x elemanina gotiiren bir
f fonksiyonu yoktur. Ciinku,
eger boyle bir f fonksiyonu

olsaydi, ornegin, 4Z + 1
F6Z+1)=f(6Z+7)=4Z +
7 =4Z + 3 olurdu, ama 4Z +
1+4Z + 3.

Z/nZ halkasinin her #nZ +
x elemanim Z/mZ halkasinin
mZ + x elemanina goturen bir
f fonksiyonunun olmasi igin
m’nin 7’yi bolmesi gerekir.

tumcesinde belirtildigi
gibi Z/nmZ halkasinin
her nmZ + x elemani-
n Z/nZ x ZlmZ hal-
kasinin (nZ + x, mZ +
x) elemanina gotiiren
bir fonksiyonun ger-
cekten oldugunu ka-
nitlamaliyiz. Yandaki
karede bunu niye ka-
nitlamak zorunda ol-
dugumuzu bir 6rnekle
gosterdik. Yani, eger

nmZ + x = nmZ +y

ise,

yist da ayni (nm) oldugundan, f fonksiyonu bir es-
lemedir.

Simdi f’nin toplamaya ve ¢arpmaya saygi duy-
dugunu gostermeliyiz. Ama bu ¢ok agik, tanimin
kendisinden ¢ikiyor nerdeyse. Ornegin f’nin carp-
maya saygi duydugunu kanitlayalim:

fl(mmZ + x)(nmZ + vy)) = f(nmZ + xy)

= (nZ + xy, mZ + xy)

= ((nZ + x)(nZ + y), (mZ + x)(mZ +vy))

= (nZ + x,mZ + x)(nZ + y, mZ +1y)

= f(nmZ + x)f(nmZ + y).
Birinci esitlik Z/nmZ halkasinda ¢arpmanin, ikinci
esitlik f’nin, tglinct esitlik Z/nZ ve Z/mZ halkala-
rinda carpmanin, dordincu esitlik Z/nZ x Z/mZ
halkasinda ¢arpmanin, besinci esitlik gene f’nin ta-
nimindan ¢ikar. Toplama igin de ayni seyi yapabi-
liriz. (Ama toplamaya ihtiyacimizin olmadigini bi-
liyoruz, sadece carpmaya saygi duyan bir esleme
bize yeter.) O

Boylece Ana Teorem kanitlanmis oldu.

Simdi artik yazinin baginda verdigimiz ikinci
soruyu yanitlayabiliriz. 15’ten kiigtik ve 15 ile ara-
larinda asal olan dogal sayilarinin toplamini bul-
mak istiyoruz. Once 15 icin bu toplami bir yaza-
lim, oradan genel bir formul bulacagiz:

1+2+4+7+8+11+13 +14=60
Dikkat edilirse bu sayilar ortadan simetrik olacak
sekilde 7 + 8,4 + 11,2 + 13, 1 + 14 gibi toplanir-
sa hep 15 sonucunu verirler. Bu bir rastlanti mi-
dir? Burada bahsettigime gore degildir ve oyle ol-

nZ+x=nZ+yvemZ+x=mZ+y madigini da simdi gostere- | 5, 4 5 g 11 13 14

esitliklerini kanitlamaliyiz, yoksa boyle bir fonksi-
yonu tanimlamaya hakkimiz olmaz. Kanitlayalim:
nmZ + x = nmZ + vy ise, nm, x — y’yi boler. Dola-
yisiyla hem # hem de m, x — y’yi boler ve nZ + x =
nZ +yve mZ + x = mZ + y. Demek ki teoremin
ikinci timcesinde ifade edilen fonksiyon gercekten
varmig. Bu fonksiyona f diyelim:
flmmZ + x) = (nZ + x, mZ + x).
Simdi f fonksiyonunun birebir oldugunu gos-

terelim. Diyelim f(nmZ + x) = f(nmZ + y), yani
(nZ + x, mZ + x) = (nZ +y, mZ + y), yani
nZ+x=nZ+yvemZ +x=mZ+9y.
Demek ki hem 7 hem de m, x — y’yi boliiyor. Ama
n ve m birbirine asal. Bundan da n#’nin x — y’yi
boldugu (neden?), yani nmZ + x = nmZ + vy esitligi

cikar, ki bu da f birebir demektir.

f birebir oldugundan, kiimelerin de eleman sa-
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cegim: Eger d, n’ye asalsa,
n — d de n’ye asaldir. Bu

——
tir {d, n—-d} ciftlerinden

¢(n)/2 tane olduguna gore, n’den kiiguk ve #’ye
asal sayilarin toplami n¢(n)/2 bigiminde bir for-
miilde gizlidir. (Artik gizliligi kalmadi tabii!)

Sonug 7. Eger n > 2 ise

ledén ved,n'ye asald =nen)/2.
Ilk sorunun yanitinin 15¢(15)/2 oldugu bu
aciklamadan sonra agikardir: 15 x 8/2 = 60.

Sorular
1. ¢(x) = a denkleminin sonlu sayida ¢oziimii
oldugunu kanitlayin.

2. z dln(p(d ) =n esitligini kanitlayin. &



