
Ü
niversite s›navlar›n›n geometri k›sm›yla bi-

raz olsun ilgilenen her ö¤renci u < x + y +

z < 2u eflitsizliklerini görmüfl olmal›. Bu

eflitliksizlikler birçok üniversite haz›rl›k geometri

kitab›n›n ilk sayfalar›n› süsler. Ama önemli bir ay-

r›nt› atlan›r. Ço¤u zaman yazar bile bu ayr›nt›n›n

ayr›m›nda de¤ildir ve ö¤rencileri yanl›fl yönlendi-

rir. Önce teoremi yazal›m, sonra kan›tlayal›m, ar-

d›ndan “önemli ayr›nt›”ya de¤iniriz.

Teorem. Kenar uzunluklar› a, b, c olan bir

ABC üçgeninin iç bölgesinde al›nan bir P noktas›-

n›n üçgenin köflelerine olan uzakl›klar› x, y, z ise x

+ y + z toplam› a + b + c toplam›ndan küçük ve bu

toplam›n yar›s›ndan büyüktür. Yani üçgenin çevre-

si olan a + b + c toplam› k›saca 2u ile gösterilirse u

< x + y + z < 2u eflitsizlikleri geçerlidir.

Kan›t: P noktas› üçgenin iç bölgesinde al›nd›-

¤›ndan APB, APC ve BPC gerçek birer üçgen olufl-

tururlar. O halde kenar uzunluklar› gerçek birer üç-

gen oluflturabilecek flekilde olmal›d›r, yani iki kena-

r›n toplam› üçüncü kenardan büyük olmal›d›r: 

x + y > c,

x + z > b, 

y + z > a. 

Bu eflitsizlikler taraf tarafa toplan›rsa 2x + 2y

+ 2z > a + b + c = 2u bulunur ve böylece eflitsizli-

¤in sol taraf› kan›tlanm›fl olur. Öte yandan, 

b + c > y + z, 

a + c > x + z

a + b > x + y

eflitsizlikleri toplan›rsa (soldaki kareye bak›n›z) a +

b + c > x + y + z bulunur. Demek eflitsizli¤in sa¤ ta-

raf› da do¤ru. ■■

Eee, o zaman yanl›fl nerede? Buraya kadar yan-

l›fl yok. Yanl›fl üniversiteye haz›rl›k kitaplar›nda

sorulan bir sorunun olas› yan›tlar› aras›nda. Bu ka-

n›t›n ard›ndan (hani eflitsizlik birkaç örnekle kav-

rat›lmal› ya!) soru geliyor: 

Soru: Kenar uzunluklar› 5, 7 ve 8 birim olan

bir üçgenin iç bölgesinde al›nan bir noktan›n köfle-

lere olan uzakl›klar›n›n toplam›n›n alabilece¤i en

küçük ve en büyük tamsay› de¤erlerini bulunuz. 

Kitaptaki Yan›t: Önce çevreyi hesaplayal›m: 5

+ 7 + 8 = 20, o zaman u = 10. Toplama s diyelim.

10 < s < 20 oldu¤undan, s’nin alabilece¤i en küçük

tamsay› de¤eri 11, en büyük tamsay› de¤eri ise

19’dur. 

Bakal›m bu yan›tlar fl›klarda var m›? Eveeet, E

fl›kk›!.. Ne kadar kolaym›fl! 
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Ama keflke yazar fl›klar› da do¤ru verseydi…

Bulunan eflitsizlik hatal› de¤il, x + y + z top-

lam› her zaman u ile 2u aras›ndad›r, bunu kan›t-

lad›k, ancak bu aral›k, toplam›n de¤iflece¤i en dar

aral›k olmayabilir. Yani toplam›n en küçük tam-

say› de¤eri, u’dan büyük en küçük tamsay› olma-

yabilir; en büyük de¤erin de 2u’dan küçük en bü-

yük tamsay› olmayabilece¤i gibi… Örne¤in, veri-

len üçgende x + y + z toplam› hep sabit bir say›

(örne¤in 15) olabilir, olamaz m›? Ya da x + y + z

toplam› o üçgende 10’la 20 aras›ndad›r ama, ne

bileyim ben, mesela 15’›n alt›na inmez, 17’nin üs-

tüne ç›kmaz... Olabilir... Olamazsa da olamaya-

ca¤› kan›tlanmal›...

Nitekim her üçgende P noktas› üçgenin içinde

de¤ifltikçe x + y + z toplam› u ile 2u aras›ndaki

her de¤eri almaz, bunu birazdan bir örnekle gös-

terece¤iz.

Sorunun yan›t›n›n gerçekten E fl›kk› olabilmesi

için üçgenin kenar uzunluklar› de¤il, çevresi veril-

meli. Yani çevresi 20 olan tüm üçgenlerde x + y +

z toplam› P noktas› üçgenin içinde de¤ifltikçe 10 ile

20 aras›ndaki her de¤eri al›r.

Verilmifl bir ABC üçgeninde, P noktas› üçgenin

içinde de¤ifltikçe x + y + z say›lar›n›n ald›¤› de¤er-

ler bir aral›k olufltururlar1, [s, t], (s, t], [s, t) ya da

(s, t) biçiminde bir aral›k, çünkü P noktas› “delik-

siz” bir mekân olan ABC üçgeninde de¤iflmektedir

ve x + y + z fonksiyonu sürekli bir fonksiyondur.

Yukarda kan›tlad›¤›m›z teoreme göre u ≤ s ≤ t ≤ 2u

olmal›. Ama s’nin u’ya, t’nin 2u’ya eflit olabilece¤i-

ni söyleyebilir miyiz?

Bu ünlü problem, Pierre de Fermat (1565-

1601) taraf›ndan ortaya at›lm›flt›r. Asl› flöyle: 

Soru: Her iç aç›n›n 120°’den küçük olan bir

üçgenin iç bölgesinde al›nan bir noktan›n köflelere

olan uzakl›klar› toplam›n›n en küçük olmas› için

nokta nerede al›nmal›d›r? 

Böyle bir noktan›n olmak zorunda olup olma-

d›¤›n› da flimdilik bilmedi¤imizi de ayr›ca dikkati-

nize sunar›z2...

Y›llar sonra, Galileo’nun ö¤rencisi olan baro-

metrenin mucidi Evangelista Toricelli (1608-1647)

problemi çözmüfl: 

Teorem. Bir

ABC üçgeninde,

köflelere olan

uzakl›klar›n›n top-

lam›n›n en küçük

oldu¤u nokta, üç-

genin üç kenar›

üzerinde üçgenin

d›fl›na do¤ru yan-

daki flekildeki gibi

yerlefltirilen eflke-

nar üçgenler için

AA′, BB′, CC′ do¤rular›n›n kesiflti¤i yerdir [bu üç

do¤ru kesiflir!], yani yukardaki flekildeki P nokta-

s›d›r. P noktas›n›n ayr›ca flu özelli¤i vard›r:

m(APB) = m(BPC) = m(CPA) = 120°.

Bu P noktas› baz› kaynaklarda Fermat-Tori-

celli noktas› diye an›l›r.

Kan›t: Üçgenin

içinde herhangi bir

P noktas› alal›m.

a, b, c, x, y ve z yu-

karda tan›mlanan

ve yandaki flekilde

gösterilen uzun-

luklar olsun. BP ve

AB üzerlerine ABC üçgeninin d›fl›na do¤ru birer efl-

kenar üçgen çizelim. Bu iki eflkenar üçgene s›ras›y-

la BPE ve ABD diyelim. fiimdi, BD = BA, BE = BP

ve m(DBE) = 60° − m(EBA) = m(ABP) eflitliklerin-

den DBE = ABP ç›kar. O halde DE = AP = x olur.

DEPC k›r›k do¤ru parças›n›n boyunun x + y + z ol-

du¤una dikkat ediniz. Demek ki ABC üçgeni içinde

al›nan P noktas› D, E, P, C noktalar›n› do¤rusal ya-

parsa x + y + z toplam› en küçük olur. 

O halde soruyu çözülmüfl gibi tekrar çizelim:

ABC üçgeninin AB kenar› üzerine üçgenin d›fl›na

do¤ru ABD eflkenar üçgenini çizelim. C ve D köfle-

lerini birlefltirelim.

CD üzerinde

m(BPC) = 120° ola-

cak flekilde bir P

noktas› iflaretleye-

lim. x, y ve z say›la-

r› P noktas›n›n s›ra-

s›yla A, B ve C noktalar›na olan uzakl›klar› olsun.

m(BPD) = 60° oldu¤undan, DP üzerindeki bir E
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1 Matematiksel analizin bir sonucunun sonucudur bu.

2 Böyle bir noktan›n varl›¤› da matematiksel analizden ç›kar.
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noktas› için BPE eflkenar üçgenini oluflturabiliriz.

D, E, P, C noktalar› istedi¤imiz gibi do¤rusal oldu.

Aynen bir paragraf önce de yapt›¤›m›z gibi,

m(PBA) = 60° – m(ABE) = m(EBD), PB = EB ve

AB = DB oldu¤undan PBA = EBD. O halde AP =

DE. Demek ki DC = x + y + z. 

Öte yandan

m(BPD) = 60° =

m(BAD) oldu-

¤undan BPAD

bir kirifl dörtgeni-

dir. Buradan

m(DPA) =

m(DBA) = 60° bulunur. O halde m(APC) = 120°.

fiimdi PC üzerine üçgenin d›fl›na do¤ru bir PCL efl-

kenar üçgeni çizelim. m(BPC) + m(CPL) = 120° +

60° = 180° oldu¤undan, B, P, L noktalar›n›n do¤-

rusal oldu¤una dikkat ediniz. PL’yi L yönünde AP

kadar uzatarak bir LK çizelim. m(CLK) = 120° =

m(CPA), CL = CP ve LK = PA oldu¤undan CLK =

CPA. Dolay›s›yla CA = CK. Bunun yan›s›ra,

m(LCK) = m(PCA) = 60° – m(ACL) oldu¤undan

m(ACK) = m(ACL) + m(LCK) = 60°, ayr›ca CA =

CK oldu¤undan ACK üçgeni de eflkenard›r. 

Ayn› çizim BC kenar› üzerinde de yap›labilir.

Sonuç olarak DC ile BK do¤rular›n›n arakesi-

ti olan P noktas› istenen noktad›r. ■■

Do¤ru Yan›t. Biz bu noktay› Fermat noktas›

olarak anaca¤›z ve F1 ile gösterece¤iz. Sonuçta BK

= CD = x + y + z oldu¤undan x + y + z toplam›n›n

en küçük de¤eri soruldu¤unda, BK veya CD’nin

boyu hesaplanmal›d›r. 

Bu flekilden ayr›ca neden üçgenin içaç›lar›n›n

herbirinin 120°’den küçük oldu¤unun belirtildi¤ini

anlayabiliyoruz. BAC aç›s›n›n ölçüsünün 120° ol-

mas› durumunda D, A, C ve B, A, K noktalar›n›n

do¤rusal olaca¤›na ve bu do¤rular›n üçgenin A kö-

flesinde kesifleceklerini, dolay›s›yla noktam›z›n üçge-

nin iç bölgesinde olmayaca¤›n› anl›yoruz. BAC aç›-

s›n›n 120°’den büyük olmas› durumunda ise Fermat

noktas› üçgenin d›fl›nda yer al›yor. Demek ki koflul-

lar› sa¤layan noktan›n üçgenin içinde bulunabilme-

si, üçgenin içaç›-

lar›n›n herbiri-

nin 120°’den

küçük olmas› ile

mümkün.

fiimdi, yu-

kardaki flekilde-

ki gibi kenar uzunluklar› 5, 7, 8 olan bir ABC üç-

geninde toplam›n en küçük de¤erini hesaplayal›m:

ABC üçgeninde kosinüs teoremi gere¤ince m(ABC)

= 60° bulunur (kolay bir hesap, okura b›rak›yo-

ruz). ABD eflkenar üçgen oldu¤undan m(DBA) =

60°’dir, dolay›s›yla m(DBC) = 120°’dir. DBC üç-

geninde kosinüs teoremi uygulan›rsa

bulunur. Demek ki; 

yani, toplam›n alabilece¤i en küçük tamsay› de¤eri

11 de¤il olsa olsa

12 olabilirmifl.

E¤er üçgenin ke-

narlar›n› üçle çar-

p›p 15, 21, 24 al-

sayd›k, do¤ru de-

¤eri kitap 35 yerine

31 bulacakt›, daha

büyük bir yan›lg›!

Gelelim topla-

m›n en büyük de-

¤erine. Toplam›n en büyük de¤ere ulaflt›¤› yer ise

üçgenin en uzun iki kenar›n›n kesiflti¤i köfledir [ne-

den?] ama nokta üçgen içinde al›nmas› gerekti¤in-

den yani üçgenin üzerinde olamayaca¤›ndan, bu

köfleye mümkün oldu¤unca yak›n al›nmal›d›r. O

halde bu soru için x + y + z < 7 + 8 = 15 oldu¤unu

anl›yoruz. Yani x + y + z toplam›n›n alabilece¤i en

büyük tamsay› de¤eri de 19 de¤il 14 imifl.

Fermat Uzakl›¤›n› Hesaplamak. Fermat nokta-

s› bir üçgenin içinde AF1B, BF1C, CF1A aç›lar›n›n

eflit oldu¤u tek noktad›r. Bu bilgiden hareketle x +

y + z toplam›n›n en küçük de¤eri (Fermat uzakl›¤›)

bu üç üçgende kosinüs teoremi ve bir miktar çar-

panlara ay›rma kurallar› uygulanarak da bulunabi-

lir. Bulal›m.
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Soru: ABC üçgeninin içaç›lar›n›n biri

120°’den büyük oldu¤unda da Fermat noktas›,

yani AP + BP + CP’nin en küçük de¤eri ald›¤›

bir nokta (üçgenin d›fl›nda da olsa) vard›r. Bu

nokta geometrik olarak nas›l bulunur?
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Kenar uzunluklar› a, b, c, çevresi 2u ve alan› ∆
olan bir ABC üçgeninde, üçgenin içindeki bir F1

noktas› için, en küçük AF1 + BF1 + CF1 mesafesi-

ni bulaca¤›z. Yukardaki flekilden izleyin. Amac›-

m›z CD’nin uzunlu¤unu bulmak.

ABC üçgeninde B aç›s›n›n ölçüsü β olsun. Ko-

sinüs teoreminden cos bulunur.

O halde 

.

Buradan,

cos(β + 60°) = cos β cos 60° – sin β sin 60°

formülünün de yard›m›yla, cos(β + 60o) kolayca

hesaplan›r:

fiimdi DC uzunlu¤unu cosinus teoreminden

kolayl›kla hesaplayabiliriz:

DC2 = a2 + c2 – 2ac cos(β + 60o)

(Kenar uzunluklar› a, b, c ve yar›çevresi u olan bir

üçgensel bölgenin alan›n›n 

oldu¤unu hat›rlay›n›z.)

Sonuç olarak,

bulunur. 

Sonsöz. Fermat noktas›n›n özelikleri asl›nda

say›lacak gibi de¤il. 17inci yüzy›la kadar üçgende,

a¤›rl›k merkezi (G), diklik merkezi (H), içte¤et

çember merkezi (I) ve çevrel çember merkezi (O)

olmak üzere sadece dört özel nokta bilindi¤inden

ve uzun zamandan beri bulunan ilk nokta oldu-

¤undan baya¤› bir k›ymetli olmufl. Gerçi flimdi üç-

gende binden fazla özel nokta bilindi¤inden pek

k›ymeti yok gibi ama hâlâ biz ö¤retmenlerin 17in-

ci yüzy›lda kalm›fl olmas› da ne ac›. 

Bir sonraki say›da benzer biçimde yap›lan bir

baflka yayg›n hataya de¤inece¤iz. ♠
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