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: yrniversite sinavlarinin geometri kismiyla bi-
l | raz olsun _ilgilehen her 6grenci u < x +y +
J.2 < 2u égitsizliklerini gormiis olmali. Bu
esitliksizlikler bir¢ok universite hazirlik geometri
kitabinin ilk sayfalarini siisler. Ama 6nemli bir ay-
rint1 atlanir. Cogu zaman yazar bile bu ayrintinin
ayriminda degildir ve 6grencileri yanlig yonlendi-
rir. Once teoremi yazalim, sonra kanitlayalim, ar-
dindan “6nemli ayrinti”ya deginiriz.

Teorem. Kenar uzunluklar: a, b, ¢ olan bir
ABC ii¢geninin i¢ bélgesinde alinan bir P noktasi-
min iicgenin Roselerine olan uzakliklar: x, y, z ise x
+y + z toplami a + b + c toplanundan kiigiik ve bu

Onsav. Yandaki se-
kildeki gibi herhangi bir
ABPC icbiikey dortge-
ninde y + 2 < b + ¢ dir.

Kanit: BP dogru-
su, AC’yi T°de kessin.
ABT tggeninde {ig-
gen esitsizliginden y +
r < c+m, PTC tigge-
ninde Ucgen esitsizli-

ginden z < 7 + n. Bu
iki esitsizlik taraf ta-

rafa toplanirsa, onsav elde edilir. O

58

toplamin yarismdan biiyiiktiir. Yani iicgenin cevre-
siolan a + b + c toplami kisaca 2u ile gosterilirse u
<X + Y+ 2 < 2u egitsizlikleri gecerlidir.

Kanit: P noktasi tggenin i¢ bolgesinde alindi-
gindan APB, APC ve BPC gergek birer tiggen olus-
tururlar. O halde kenar uzunluklar1 gercek birer ti¢-
gen olusturabilecek sekilde olmalidir, yani iki kena-
rin toplami ticiinct kenardan biiyiik olmalidir:

X+Yy>c,
x+2>b,
y+2>a.

Bu egitsizlikler taraf tarafa toplanirsa 2x + 2y
+ 22 >a+ b+ ¢ =2u bulunur ve boylece esitsizli-
gin sol tarafi kanitlanmis olur. Ote yandan,

b+c>y+z,

a+c>x+2

a+b>x+y
esitsizlikleri toplanirsa (soldaki kareye bakiniz) a +
b + ¢ > x +y + z bulunur. Demek esitsizligin sag ta-
rafi da dogru. O

Eee, 0 zaman yanlis nerede? Buraya kadar yan-
lis yok. Yanls tiniversiteye hazirlik kitaplarinda
sorulan bir sorunun olasi yanitlar1 arasinda. Bu ka-
nitin ardindan (hani esitsizlik birka¢ 6rnekle kav-
ratilmali ya!) soru geliyor:

Soru: Kenar uzunluklar: 5, 7 ve 8 birim olan
bir iicgenin i¢ bolgesinde alinan bir noktamin kose-
lere olan uzakliklarvun toplamuun alabilecegi en
kiiciik ve en biiyiik tamsay: degerlerini bulunuz.

Kitaptaki Yanit: Once cevreyi hesaplayalim: S
+7 + 8 =20, 0 zaman u = 10. Toplama s diyelim.
10 < s < 20 oldugundan, s’nin alabilecegi en kiiciik
tamsayr degeri 11, en biiyiik tamsay: degeri ise
19°dur.

Bakalim bu yanitlar giklarda var mi? Eveeet, E
sikki!.. Ne kadar kolaymus!
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Ama kegke yazar siklar1 da dogru verseydi...

Bulunan esitsizlik hatali degil, x + y + z top-
lam1 her zaman u ile 2u arasindadir, bunu kanit-
ladik, ancak bu aralik, toplamin degisecegi en dar
aralik olmayabilir. Yani toplamin en kii¢iik tam-
say1 degeri, #’dan biiyiik en kigiik tamsay1 olma-
yabilir; en buiyiik degerin de 2#’dan kugiik en bii-
yitk tamsay1 olmayabilecegi gibi... Ornegin, veri-
len tiggende x + y + z toplami hep sabit bir say:
(ornegin 15) olabilir, olamaz m1? Yadax +y + z
toplami o tiggende 10’la 20 arasindadir ama, ne
bileyim ben, mesela 15’1n altina inmez, 17’nin ts-
tine ¢ikmaz... Olabilir... Olamazsa da olamaya-
cag1 kanitlanmali...

Nitekim her tiggende P noktasi iggenin icinde
degistikce x + y + z toplamu u ile 2u arasindaki
her degeri almaz, bunu birazdan bir 6rnekle gos-
terecegiz.

Sorunun yanitinin gergekten E sikki olabilmesi
icin tu¢genin kenar uzunluklar: degil, cevresi veril-
meli. Yani gevresi 20 olan tiim ticgenlerde x + vy +
z toplamu P noktasi tiggenin i¢inde degistikce 10 ile
20 arasindaki her degeri alir.

Verilmis bir ABC ticgeninde, P noktasi ticgenin
icinde degistik¢e x + v + z sayilarinin aldigi deger-
ler bir aralik olustururlarl, [s, ¢], (s, t], [s, ¢) ya da
(s, t) biciminde bir aralik, ciinkii P noktas: “delik-
siz” bir mekan olan ABC tggeninde degismektedir
ve x + y + z fonksiyonu stirekli bir fonksiyondur.
Yukarda kanitladigimiz teoreme gore u <s <#<2u
olmali. Ama s’nin #’ya, £'nin 2u’ya esit olabilecegi-
ni soyleyebilir miyiz?

Bu unli problem, Pierre de Fermat (1565-
1601) tarafindan ortaya atilmugtir. Ash soyle:

Soru: Her i¢ acimin 120%den kiiciik olan bir
iicgenin i¢ bolgesinde alinan bir noktanin késelere
olan uzakliklar: toplamumun en kiiciik olmasi icin
nokta nerede alimmalidir?

Boyle bir noktanin olmak zorunda olup olma-
digini da simdilik bilmedigimizi de ayrica dikkati-
nize sunariz?...

Yillar sonra, Galileo’nun 6grencisi olan baro-
metrenin mucidi Evangelista Toricelli (1608-1647)
problemi ¢ozmiis:

1 Matematiksel analizin bir sonucunun sonucudur bu.
2 Boyle bir noktanin varligi da matematiksel analizden ¢ikar.
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Bir
iicgeninde,

Teorem. A’
ABC
koselere

uzakliklarvun top-

olan

lanmumin en  kiiciik

oldugu nokta, iic-
genin ii¢ kenari
iizerinde iicgenin
disma dogru yan-
daki sekildeki gibi
yerlestirilen eske- Iok
nar iicgenler icin

AA', BB', CC’ dogrularimin kesistigi yerdir [bu tg
dogru kesisir!|, yani yukardaki sekildeki P nokta-
sidir. P noktasmin ayrica su ozelligi vardr:

m(APB) = m(BPC) = m(CPA) = 120°.

Bu P noktasi bazi kaynaklarda Fermat-Tori-

celli noktasi diye anilir.

Kamit: Uggenin
icinde herhangi bir
P noktast alalim.
a, b, c,x,yvezyu-
karda tanimlanan
ve yandaki sekilde

gosterilen  uzun-

luklar olsun. BP ve
AB uzerlerine ABC licgeninin digina dogru birer eg-
kenar tiggen cizelim. Bu iki eskenar liggene sirasiy-
la BPE ve ABD diyelim. Simdi, BD = BA, BE = BP
ve m(DBE) = 60° — m(EBA) = m(ABP) esitliklerin-
den DBE = ABP ¢ikar. O halde DE = AP = x olur.
DEPC kirik dogru pargasinin boyunun x + y + z ol-
duguna dikkat ediniz. Demek ki ABC ti¢geni icinde
alinan P noktas1 D, E, P, C noktalarini dogrusal ya-
parsa x + vy + z toplamu en kiiciik olur.

O halde soruyu ¢oziilmiig gibi tekrar ¢izelim:
ABC li¢geninin AB kenari tizerine liggenin digina
dogru ABD egkenar ticgenini ¢izelim. C ve D koge-
lerini birlestirelim.
CD tizerinde
m(BPC) = 120° ola-
cak sgekilde bir P
noktasi isaretleye-

D

lim. x, y ve z sayila-

r1 P noktasinin sira-
siyla A, B ve C noktalarina olan uzakliklar1 olsun.
m(BPD) = 60° oldugundan, DP iizerindeki bir E
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noktasi icin BPE eskenar ticgenini olusturabiliriz.
D, E, P, C noktalari istedigimiz gibi dogrusal oldu.

Aynen bir paragraf once de yaptigimiz gibi,
m(PBA) = 60° — m(ABE) = m(EBD), PB = EB ve
AB = DB oldugundan PBA = EBD. O halde AP =
DE. Demek ki DC=x +y + z.

Ote yandan
m(BPD) = 60° =
m(BAD) oldu-
gundan BPAD

bir kiris dortgeni-
dir.
m(DPA)
m(DBA) = 60° bulunur. O halde m(APC) = 120°.
Simdi PC iizerine tiggenin digina dogru bir PCL eg-
kenar uggeni cizelim. m(BPC) + m(CPL) = 120° +
60° = 180° oldugundan, B, P, L noktalarinin dog-
rusal olduguna dikkat ediniz. PL’yi L yoniinde AP
kadar uzatarak bir LK c¢izelim. m(CLK) = 120°
m(CPA), CL = CP ve LK = PA oldugundan CLK =
CPA. Dolayisiyla CA CK. Bunun vyanisira,
m(LCK) = m(PCA) = 60° — m(ACL) oldugundan
m(ACK) = m(ACL) + m(LCK) = 60°, ayrica CA =
CK oldugundan ACK ti¢geni de eskenardir.
Ayni ¢izim BC kenari tizerinde de yapilabilir.

Buradan

Sonug olarak DC ile BK dogrularinin arakesi-

ti olan P noktasi istenen noktadir. 0

Soru: ABC ilig¢geninin icacilarimin biri
120°°den biiyiik oldugunda da Fermat noktasi,
yani AP + BP + CP’nin en kiigiik degeri aldig1
bir nokta (tiggenin diginda da olsa) vardir. Bu
nokta geometrik olarak nasil bulunur?

Dogru Yanit. Biz bu noktayr Fermat noktast
olarak anacagiz ve F; ile gosterecegiz. Sonugta BK
= CD = x + y + z oldugundan x + y + z toplaminin
en kiiciik degeri soruldugunda, BK veya CD’nin
boyu hesaplanmalidir.

Bu sekilden ayrica neden ticgenin icagilarinin
herbirinin 120°den kiigiik oldugunun belirtildigini
anlayabiliyoruz. BAC agisimin ol¢tisinin 120° ol-
mas! durumunda D, A, C ve B, A, K noktalarinin
dogrusal olacagina ve bu dogrularin tiggenin A ko-
sesinde kesigeceklerini, dolayisiyla noktamizin tigge-
nin i¢ bolgesinde olmayacagini anliyoruz. BAC agi-
sinin 120 den biiyiik olmasi durumunda ise Fermat
noktasi tiggenin diginda yer aliyor. Demek ki kogul-
lar1 saglayan noktanin tiggenin iginde bulunabilme-
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si, iggenin igagl- D

larinin herbiri-  \’
120°’den
kiiciik olmast ile

nin

mimkiin,
Simdi, yu-
kardaki sekilde-

ki gibi kenar uzunluklar1 5, 7, 8 olan bir ABC ii¢-
geninde toplamin en kii¢iik degerini hesaplayalim:
ABC uggeninde kosiniis teoremi geregince m(ABC)
= 60° bulunur (kolay bir hesap, okura birakiyo-
ruz). ABD egkenar ticgen oldugundan m(DBA) =
60°dir, dolayisiyla m(DBC) = 120°dir. DBC tg-
geninde kosiniis teoremi uygulanirsa

DC = /52 + 8% — 2x cos(120° )58

= 5% + 8 +5x8 =129 ~ 11,35

bulunur. Demek ki;

a+b+c~11,35

yani, toplamin alabilecegi en kiiguk tamsay1 degeri
11 degil olsa olsa p

12
Eger tiggenin ke-

olabilirmis.

narlarini Ugle car-
pip 15, 21, 24 al-
saydik, dogru de-

geri kitap 35 yerine

31 bulacakti, daha

buyiik bir yanilg:!
Gelelim topla-

N

min en buytuk de-
gerine. Toplamin en buyiik degere ulastig1 yer ise
tiggenin en uzun iki kenarinin kesistigi kogedir [ne-
den?] ama nokta tiggen icinde alinmasi gerektigin-
den yani ii¢genin tizerinde olamayacagindan, bu
koseye miimkun oldugunca yakin alinmalidir. O
halde bu soru i¢in x + y + 2 < 7 + 8 = 15 oldugunu
anliyoruz. Yani x + y + z toplaminin alabilecegi en
biiylik tamsay1 degeri de 19 degil 14 imis.

Fermat Uzakligin1 Hesaplamak. Fermat nokta-
s1 bir ti¢genin iginde AF,B, BF{C, CF;A aglarinin
esit oldugu tek noktadir. Bu bilgiden hareketle x +
y + z toplaminin en kiigiik degeri (Fermat uzakligi)
bu ii¢ tiggende kosiniis teoremi ve bir miktar ¢ar-
panlara ayirma kurallar1 uygulanarak da bulunabi-
lir, Bulalim.
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Kenar uzunluklari a, b, c, cevresi 2u ve alam A
olan bir ABC ii¢geninde, tggenin icindeki bir Fy
noktast i¢in, en kiiciik AF; + BF; + CF; mesafesi-
ni bulacagiz. Yukardaki sekilden izleyin. Amaci-
miz CD’nin uzunlugunu bulmak.

ABC iiggeninde B agisinin ol¢iisti B olsun. Ko-

2 2 2
+a -b
siniis teoreminden cos f = < Zaa bulunur.
O halde ‘
2
sinB=_[1 M
B 2ac
Buradan,

cos(P + 60°) = cos B cos 60° —sin B sin 60°
formuliniin de yardimiyla, cos(B + 60°) kolayca

2

Simdi DC uzunlugunu cosinus teoreminden

hesaplanir:

A rdk-b? 1
2ac 2

2,22
2ac

3

cos(B+60°) = R

kolaylikla hesaplayabiliriz:

DC? =a? + c2-2ac cos(B + 60°)

2
- 1=

P - J2a0? (& +d* -

vat - b

2ac

& vat-b? 1
2ac 2

=a + ¢ = 2ac

£

Wﬁ)

1
=a2+527£ Frd -

1

2|: 2ibt iy \/(2z15+c2 e —bz)(ZaC—c2 e +b2)\/§:|

:15[“2 b2+l \/(a+c—b)(a+c+b)(b+a—c)(b_g+c)/§]

=2 07+ & 4 Ju2u b2 a2 —a) 3]

- 15[112 w02+ A fuln— - b -0 JE]

= %[al w2+ 4A\/§].
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(Kenar uzunluklar1 a, b, ¢ ve yarigevresi # olan bir
uggensel bolgenin alaninin

A= Julu —a)u - b)u-c)

oldugunu hatirlayimniz.)
Sonug olarak,

Jaz Iy 4A‘/§
2

<x+y+z<max{a+b, a+q b+c}
bulunur.

Sonsoz. Fermat noktasinin ozelikleri aslinda
sayilacak gibi degil. 17inci yiizyila kadar tiggende,
agirhk merkezi (G), diklik merkezi (H), igteget
cember merkezi (I) ve cevrel cember merkezi (O)
olmak tizere sadece dort ozel nokta bilindiginden
ve uzun zamandan beri bulunan ilk nokta oldu-
gundan bayag bir kiymetli olmus. Gergi simdi ti¢-
gende binden fazla 6zel nokta bilindiginden pek
kiymeti yok gibi ama hala biz 6gretmenlerin 17in-
ci yiizyilda kalmig olmasi da ne aci.

Bir sonraki sayida benzer bicimde yapilan bir
baska yaygin hataya deginecegiz. 4



