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atematikte ¢ok ¢ok basit sonuglar ¢ok
| \ / I ¢ok onemli olabilirler, 6nemli matema-
tikcilerin adlariyla anilabilirler, o kadar

ki, sonucun 6nemini bilmeyen biri, bu kadar basit
bir sonuca o kadar biiyiik bir matematikginin adi-
nin verilmesine sasabilir. Bu yazida konu edecegi-
miz Cauchy-Schwartz ve Minkowski esitsizlikleri
bu tur sonuclardandir.
Cauchy-Schwartz Esitsizligi. a4, ..., a,, ve by,
wes by, herbangi 2n gercel sayrysa,
(aby + ... +a,b,)2 < (a2 + ... +a,2)(b12 + ... + b,2).
Kanit: p(X) = (a1 X = bq)2 + ... + (a,X - b,)? ol-

sun. Kareleri alip parantezleri acalm. Eger

A=a2+..+a,2

B=bi2+..+Db>

C=a1by +...+a,b,
ise,

p(X) = AX2 —2CX + B
elde ederiz. Her x € R igin, p(X) karelerin toplam
oldugundan, p(x) > 0 ¢ikar. Demek ki her x € R igin,
Ax?2 —2Cx + B = p(x) > 0.

Her gercel say: icin gecerli olan boyle bir esitsizlik
ancak AX? — 2CX + B polinomunun diskriminan-
t1 0°dan kiigiikesitse miimkiindiir. Demek ki C2 —
AB < 0, yani C2 < AB, yani
(@b + o +a,b,)2 < (a2 + .. +a,2) (b2 + ... + b, 2).

Cauchy-Schwartz esitsizligi kanitlanmistir. O
Minkowski Esitsizligi. a4, ..., a,, ve by, ..., b,
herhangi 2n gercel sayrysa,
i ,\2 N a2
(Zi:l(ai+bi) ) 3(2;’:1“1' j +(Zi:lbi ) :

Kanit: Cauchy-Schwartz esitsizligini kullana-
cagiz. O kanittaki A, B ve C’yi amimsarsak, kanit-
lamak istedigimiz esitsizligin tam tamina,

(A +2C + B)12 < A12 4 B122
oldugu anlagilir. Biz, yukardaki kanitta, C2 < AB
esitsizligini kanitlamistik. A ve B negatif olmadik-
larindan, bundan C < AV2B172 egitsizligi ¢ikar. Bu
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esitsizligi kullanarak, A + 2C + B< A + 2A12B12
+ B = (AV2 4+ B12)2 byluruz, yani A + 2C + B <
(A12 4 BU2)2  Simdi her iki tarafin da karekokiinii
alirsak istedigimiz esitsizligi elde ederiz. O

Minkowski esitsizliginin 6nemini vurgulayan
bir notla yazimizi bitirelim.

e Gergel sayilar dogrusu R istiinde bulunun
ve koordinatlari a; ve by olan A ve B noktalari ara-
sindaki mesafe la; — bI’dir. Bu mesafeyi d(A, B)
olarak gosterelim. la; — byl = ((a1—b1)%)1/? oldugun-
dan,

a8 =((ar-br?)
olarak yazabiliriz.

e R2 diizleminde bulunan ve koordinatlar:
(ay, ap) ve (bq, by) olan A ve B noktalari arasinda-
ki mesafeye d(A, B) dersek,

d(AB) =((ar ~br) + iz —b2)
esitligi gecerlidir.

e Icinde yasadigimiz ii¢ boyutlu R3 uzayinda
bulunan ve koordinatlari (aq, a,, a3) ve (bq, by, b3)
olan A ve B noktalar1 arasindaki mesafeye d(A, B)
dersek,

d(A,B) =((a1 ~b1)* + @y ~b2)* +(as —b3,>2)”2
esitligi gecerlidir.

e Yukardaki d fonksiyonlarinin herbiri, her A,
B ve C noktasi igin, ticgen esitsizligi adi verilen
d(A, B) < d(A, C) + d(C, B) esitsizligini saglar; da-
ha giindelik bir dille: A noktasindan B’ye gitmek
icin C’den gegmek AB yolunu kisaltamaz.

e 1 herhangi bir dogal say1 olsun. 7 boyutlu R”
uzaymin bir noktasi, tamum geregi, ay, ..., a,, gercel

a,)

, a,,) olarak yazilir. A(ay, ..., a,

sayilar1 icin, (ay, ...
ve B(bq, ..., b,) noktalar arasindaki mesafeyi

1/2
2 2
d(AB) =((a1 ~b1)* + ot (@y— b))
olarak tanimlarsak, Minkovski esitsizliginden,
bu “mesafe kavraminin da licgen esitsizligini sag-
ladig1 kolaylikla kanitlanir. Ayrintilar1 okura bi-
rakiyoruz. 4



