
M
atematikte çok çok basit sonuçlar çok

çok önemli olabilirler, önemli matema-

tikçilerin adlar›yla an›labilirler, o kadar

ki, sonucun önemini bilmeyen biri, bu kadar basit

bir sonuca o kadar büyük bir matematikçinin ad›-

n›n verilmesine flaflabilir. Bu yaz›da konu edece¤i-

miz Cauchy-Schwartz ve Minkowski eflitsizlikleri

bu tür sonuçlardand›r.

Cauchy-Schwartz Eflitsizli¤i. a1, ..., an ve b1,

..., bn herhangi 2n gerçel say›ysa, 

(a1b1 + ... + anbn)2 ≤ (a1
2 + ... + an

2)(b1
2 + ... + bn

2).

Kan›t: p(X) = (a1X − b1)2 + ... + (anX − bn)2 ol-

sun. Kareleri al›p parantezleri açal›m. E¤er

A = a1
2 + ... + an

2

B = b1
2 + ... + bn

2

C = a1b1 + ... + anbn

ise, 

p(X) = AX2 − 2CX + B

elde ederiz. Her x ∈ R için, p(X) karelerin toplam›

oldu¤undan, p(x) ≥ 0 ç›kar. Demek ki her x ∈R için,

Ax2 − 2Cx + B = p(x) ≥ 0.

Her gerçel say› için geçerli olan böyle bir eflitsizlik

ancak AX2 − 2CX + B polinomunun diskriminan-

t› 0’dan küçükeflitse mümkündür. Demek ki C2 −
AB ≤ 0, yani C2 ≤ AB, yani

(a1b1 + ... + anbn)2 ≤ (a1
2 + ... + an

2)(b1
2 + ... + bn

2).

Cauchy-Schwartz eflitsizli¤i kan›tlanm›flt›r. ■■

Minkowski Eflitsizli¤i. a1, ..., an ve b1, ..., bn

herhangi 2n gerçel say›ysa, 

Kan›t: Cauchy-Schwartz eflitsizli¤ini kullana-

ca¤›z. O kan›ttaki A, B ve C’yi an›msarsak, kan›t-

lamak istedi¤imiz eflitsizli¤in tam tam›na,

(A + 2C + B)1/2 ≤ A1/2 + B1/2

oldu¤u anlafl›l›r. Biz, yukardaki kan›tta, C2 ≤ AB

eflitsizli¤ini kan›tlam›flt›k. A ve B negatif olmad›k-

lar›ndan, bundan C ≤ A1/2B1/2 eflitsizli¤i ç›kar. Bu

eflitsizli¤i kullanarak, A + 2C + B ≤ A + 2A1/2B1/2

+ B = (A1/2 + B1/2)2 buluruz, yani A + 2C + B ≤
(A1/2 + B1/2)2, fiimdi her iki taraf›n da karekökünü

al›rsak istedi¤imiz eflitsizli¤i elde ederiz. ■■

Minkowski eflitsizli¤inin önemini vurgulayan

bir notla yaz›m›z› bitirelim.

● Gerçel say›lar do¤rusu R üstünde bulunun

ve koordinatlar› a1 ve b1 olan A ve B noktalar› ara-

s›ndaki mesafe |a1 − b1|’dir. Bu mesafeyi d(A, B)

olarak gösterelim. |a1 – b1| = ((a1–b1)2)1/2 oldu¤un-

dan,

olarak yazabiliriz.

● R2 düzleminde bulunan ve koordinatlar›

(a1, a2) ve (b1, b2) olan A ve B noktalar› aras›nda-

ki mesafeye d(A, B) dersek,

eflitli¤i geçerlidir.

● ‹çinde yaflad›¤›m›z üç boyutlu R3 uzay›nda

bulunan ve koordinatlar› (a1, a2, a3) ve (b1, b2, b3)

olan A ve B noktalar› aras›ndaki mesafeye d(A, B)

dersek, 

eflitli¤i geçerlidir.

● Yukardaki d fonksiyonlar›n›n herbiri, her A,

B ve C noktas› için, üçgen eflitsizli¤i ad› verilen

d(A, B) < d(A, C) + d(C, B) eflitsizli¤ini sa¤lar; da-

ha gündelik bir dille: A noktas›ndan B’ye gitmek

için C’den geçmek AB yolunu k›saltamaz.

● n herhangi bir do¤al say› olsun. n boyutlu Rn

uzay›n›n bir noktas›, tan›m gere¤i, a1, ..., an gerçel

say›lar› için, (a1, ..., an) olarak yaz›l›r. A(a1, ..., an)

ve B(b1, ..., bn) noktalar› aras›ndaki mesafeyi

olarak tan›mlarsak, Minkovski eflitsizli¤inden,

bu “mesafe kavram›n›n da üçgen eflitsizli¤ini sa¤-

lad›¤› kolayl›kla kan›tlan›r. Ayr›nt›lar› okura b›-

rak›yoruz. ♠
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