
1a. Her p > 1 asal say›s› ve her 1 ≤ i ≤ p − 1 do-

¤al say›s› için p’nin

say›s›n› böldü¤ünü kan›tlay›n.

1b. Her p > 1 asal say›s›, her k ≥ 1 ve her 1 ≤ i
≤ pk − 1 do¤al say›lar› için, p,   

say›s›n› böler mi?

1c. 3’ün 100! say›s›n› bölen en büyük gücünü

bulun.

1d. p > 1 bir asal say› ve n herhangi bir do¤al

say› olsun. p’nin n! say›s›n› bölen en büyük gücü-

nün [n/p] + [n/p2] + [n/p3] + ... oldu¤unu kan›tla-

y›n. (Burada [x], x gerçel say›s›n›n tamk›sm›n›, ya-

ni [x] ≤ x < [x]+1 eflitsizliklerini sa¤layan do¤al sa-

y›y› simgeler.

1e. p bir asal say› olsun. Hangi 1 ≤ i ≤ p2−1

do¤al say›lar› için p2 say›s›

say›s›n› böler?

Kan›t: a. i = 1, 2, ..., p − 1 için,

eflitli¤inin sa¤›n›n pay›nda bulunan p asal say›s›

paydada belirmedi¤inden, p sadeleflmez ve p,

say›s›n› böler.

b. Evet böler. Önce,

eflitli¤ini ve (a)’y› kullanarak, k üzerine tümevar›mla,   

eflitli¤ini kan›tlayal›m: k = 0 fl›kk› çok kolay. k = 1

fl›kk› biraz önce kan›tlanm›flt›. fiimdi eflitli¤in k için ge-

çerli oldu¤unu varsay›p eflitli¤i k+1 için kan›tlayal›m: 

Eflitli¤imiz kan›tlanm›flt›r. (‹kinci denklikte tüme-

var›m varsay›m›n›, üçüncü eflitlikte binom aç›l›m›-

n›, dördüncü denklikte (a)’da kan›tlad›¤›m›z sonu-

cu kulland›k.)

fiimdi,

denkli¤inden ve binom aç›l›m›ndan, i = 1, ..., pk−1

için p’nin

say›s›n› böldü¤ü anlafl›l›r.

c. Yan›t 48’dir.

d. n! = 1 × 2 × ... × n eflitli¤inin sa¤ taraf›ndaki

çarp›lan say›lar›n kaç kez p’ye bölündü¤ünü he-

saplayaca¤›z.

p’ye bölünen n’den küçük say›lar, belli bir 1 ≤
x ≤ n/p tamsay›s› için xp biçiminde yaz›l›rlar. De-

mek ki bunlar p, 2p, 3p, ..., [n/p]p say›lar›d›r ve

bunlardan [n/p] tane vard›r.
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p2’ye bölünen n’den küçük say›lar, belli bir 1 ≤
x ≤ n/p2 tamsay›s› için xp2 biçiminde yaz›l›rlar. De-

mek ki bunlar p2, 2p2, 3p2, ..., [n/p2]p2 say›lar›d›r

ve bunlardan [n/p2] tane vard›r.

Genel olarak, pi’ye bölünen n’den küçük say›-

lar, belli bir 1 ≤ x ≤ n/pi tamsay›s› için xpi biçimin-

de yaz›l›rlar. Demek ki bunlar pi, 2pi, 3pi, ...,

[n/pi]pi say›lar›d›r ve bunlardan [n/pi] tane vard›r.

Sonuç olarak, p’nin n! say›s›n› bölen en büyük

gücünün [n/p] + [n/p2] + [n/p3] + ... oldu¤u anlafl›-

l›r.

e. Yukardaki sonuçtan p’nin p2! say›s›n› bölen

en büyük gücünün [p2/p] + [p2/p2], yani p + 1 ol-

du¤u ç›kar. Ayn› nedenden, i = 1, 2, ..., p2−1 için,

p’nin i!(p2−i)! say›s›n› bölen en büyük gücü [i/p] +

[(p2−i)/p] dir. Demek ki p2 say›s›n›n

say›s›n› bölmesi için p − 1 = (p + 1) − 2 ≥ [i/p] +

[(p2−i)/p] eflitsizli¤i do¤ru olmal›d›r. Öte yandan,

[i/p] + [(p2−i)/p] tamsay›s›, i/p + (p2−i)/p’den yani

p’den zaten küçükeflit oldu¤undan, için p − 1 ≥

[i/p] + [(p2−i)/p] eflitsizli¤inin geçerli olmas› için ge-

rek ve yeter koflul 

[i/p] < i/p ve [(p2−i)/p] < (p2−i)/p

eflitsizliklerinin birinin geçerli olmas›d›r, yani i/p ve

(p2−i)/p say›lar›ndan birinin tamsay› olmamas›d›r,

bu da “i, p’ye bölünmüyor” kofluluna eflde¤erdir.

Demek ki, p2,

say›s›n› ancak ve ancak p, i’yi bölmüyorsa böler.

2. 0 ve 1’lerden oluflmufl ve içinde 00 bulunma-

yan (örne¤in 011101101 gibi) 9 uzunlu¤unda kaç

dizi vard›r?

Yan›t: 1 uzunlu¤unda koflulu sa¤layan 2 dizi

vard›r: 0 ve 1.

2 uzunlu¤unda koflulu sa¤layan 3 dizi vard›r:

01, 10, 11.

3 uzunlu¤unda koflulu sa¤layan 5 dizi vard›r:

010, 011, 101, 110, 111.

fiimdi n ≥ 3 olsun. ‹çinde 00 bulunmayan n

uzunlu¤undaki dizilerin kümesine Fn, bu kümenin

ö¤e say›s›na da ƒn diyelim. Fn kümesinde iki tür di-

zi vard›r: Sonu 1’le bitenler ve sonu 0’la bitenler.

Sonu 1’le bitenlerden o en sondaki 1’i atarsak Fn-1

kümesinden bir dizi buluruz ve Fn-1 kümesinden

bir dizinin sonuna 1 eklersek Fn’den sonu 1’le bi-

ten bir dizi buluruz. Demek ki Fn’de sonu 1’le bi-

ten ƒn–1 tane dizi vard›r. Sonu 0’la bitenlerin bir

önceki terimi 1 olmal›. Bu en sondaki 10’› atarsak

Fn–2 kümesinden bir dizi buluruz ve Fn–2 kümesin-

den bir dizinin sonuna 10 eklersek Fn’den sonu

0’la biten bir dizi buluruz. Demek ki Fn’de sonu

0’la biten ƒn–2 tane dizi vard›r. Dolay›s›yla,

ƒn = ƒn–1 + ƒn–2

eflitli¤i geçerlidir. ƒ1 = 2, ƒ2 = 3, ƒ3 = 5’le bafllayan

diziyi böylece devam ettirebiliriz:

ƒ1 ƒ2 ƒ3 ƒ4 ƒ5 ƒ6 ƒ7 ƒ8 ƒ9

2 3 5 8 13 21 34 55 89

(Bunlara Fibonacci say›lar› denir.) Yan›t 89’dur.

3. Sabit a ve x say›lar› için, k, ak, a2k, a3k, ...

biçiminde yaz›lan dizilere geometrik dizi denir. 

{1, 2, ..., 99, 100} 

kümesi n geometrik dizinin birleflimi olarak yaz›l›-

yorsa

a) n’nin en az 25 oldu¤unu, 

b) n’nin en az 34 oldu¤unu kan›tlay›n.

Kan›t: (a) Ayn› geometrik dizide iki asal say›

olamaz. 100’den küçük 25 asal oldu¤undan (2, 3,

5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53,

59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97), en az 25 ge-

ometrik dizi olmal›d›r.

(b) fiimdi de p ve q asallar› için pq biçiminde

yaz›lan 100’den küçük say›lara bakal›m: 

2q’ler: 4, 6, 10, 14, 22, 26, 34, 38, 46, 58, 62,

74, 82, 86, 94

3q’ler: 9, 15, 21, 33, 39, 51, 57, 69, 87, 93

5q’ler: 25, 35, 55, 65, 85, 95

7q’ler: 49, 77, 91

Bunlar›n herhangi ikisi ayn› geometrik dizide

bulunamazlar ve bunlardan tam 34 tane vard›r.

4. [0, 1] aral›¤›ndan rastgele iki say› (ya da

nokta) seçiliyor. Bu iki say›n›n aralar›ndaki uzak-

l›¤›n 1/2’den küçükeflit olma olas›l›¤› kaçt›r?

Yan›t: Birinci noktaya

x, ikinci noktaya y diyelim.

[0, 1] aral›¤›ndan rastgele

iki x ve y noktas› seçmek

demek, [0, 1] × [0, 1] kare-

sinden rastgele bir (x, y)

noktas› seçmek demektir.
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Seçilen (x, y) noktas›, −1/2 ≤ x − y ≤ 1/2 eflitlikleri-

ni sa¤lamal›d›r, yani yukardaki karenin orta bölge-

sinde olmal›d›r. Yan›t 3/4’tür. 

5. [0, 1] aral›¤›ndan üç rastgele nokta seçiliyor.

Aralar›ndaki en uzun mesafenin 1/2’den küçükeflit

olma olas›l›¤› kaçt›r?

Yan›t: [0, 1] aral›¤›ndan üç rastgele nokta seç-

mek demek, [0, 1]3 küpünden rastgele bir nokta

seçmek demektir. Demek ki 

A = {(x, y, z) ∈ [0, 1]3 : max{|x−y|, |y−z|, |z−x|}}

bölgesinin alan›n› hesaplamal›y›z.

[0, 1]3 küpünü,

{(x, y, z) : 0 ≤ x ≤ y ≤ z ≤ 1},

{(x, y, z) : 0 ≤ y ≤ z ≤ x ≤ 1}

gibi alt› bölgeye ay›rabiliriz. Bu bölgelerin herbiri-

nin hacmi birbirine eflittir ve kesiflimleri bir düzlem

ya da do¤ru parças› oldu¤undan, kesiflimlerinin

hacmi 0’d›r. 

Hacmini hesaplamak istedi¤imiz A bölgesini de,

{(x, y, z) : 0 ≤ x ≤ y ≤ z ≤ 1 ve z − x ≤ 1/2}, 

{(x, y, z) : 0 ≤ y ≤ z ≤ x ≤ 1 ve x − y ≤ 1/2}

gibi alt› bölgeye ay›rabiliriz. Bu bölgelerin hacim-

leri (simetriden dolay›) birbirine eflittir. 

{(x, y, z) : 0 ≤ x ≤ y ≤ z ≤ 1 ve z − x ≤ 1/2}

bölgesinin hacmini hesaplayal›m.

Dikkat edilirse, z = 1/2 oldu¤unda bölgenin

flekli de¤ifliyor. 

z = 0 ile z = 1/2 düzlemleri aras›nda bölge bir

piramit. z = 1/2 ile z = 1

düzlemleri aras›ndaysa

bölge, tabanlar› üçgen

olan bir prizma. (Bu de-

di¤imizin do¤rulu¤unu

anlamak için, afla¤›da bi-

zim de yapt›¤›m›z gibi,

bölgenin, z = 0, z = 1/2 ve

z = 1 düzlemleriyle kesiti-

ni çizmek gerekir.)

Piramidin hacmini

hesaplayal›m önce. z = 0

oldu¤unda, piramidin te-

pe noktas› olan (0, 0, 0)

noktas›n› elde ediyoruz. z

= 1/2 oldu¤unda pirami-

din taban› olan yukarda-

ki flekildeki üçgeni elde ederiz. Üçgenin alan› 1/8.

Demek ki piramidin hacmi 1/3 × taban × yüksek-

lik = 1/3 × 1/8 × 1/2 = 1/48. 

fiimdi prizman›n hacmini hesaplayal›m. Ta-

ban 1/8, yükseklik 1/2. Demek ki prizman›n hac-

mi, 1/8 × 1/2 = 1/16.

Böylece bölgenin hacmi 1/48 + 1/16 = 1/12

olur. Bu bölgelerden 6 tane oldu¤undan, toplam

hacim, yani olas›l›k 6 × 1/12 = 1/2’dir.

6. Duygu yandaki fle-

kildeki gibi D(0,−2) nok-

tas›ndad›r ve E(0, 2) nok-

tas›ndaki evine, ortadaki

birim daire biçimindeki

havuza düflmeden gitmek

istemektedir. Duygu’nun

en k›sa yolunun uzunlu-

¤unu bulun.

D(0, −a) ve E(0, a)

ise ve a ≥ 1 ise, DE yolu-

nun en k›sa olmas› için a

kaç olmal›d›r?

Yan›t: Duygu’nun iz-

lemesi gereken yol belli:

Çembere te¤et de¤en olan

iki do¤rudan biri üzerinde dümdüz gitmeli, çembe-

re A noktas›nda de¤ince E noktas›n› görene dek,

yani B noktas›na dek çemberi izlemeli ve E nokta-

s›n› gördü¤ü anda E’ye dümdüz gitmeli, yani flekil-

deki DABE yolunu izlemeli

E ve D noktalar›ndan geçen ve çembere te¤et

olan do¤rular›n denklemini bulal›m. Durum simet-

rik oldu¤undan E’den geçeni bulmak yeterli. a = 2

yazarak, daha genel bir durumu ele alal›m, yani

belli bir a ≥ 1 için E = (0, a) olsun. E’den geçen te-

¤etin denklemi y = mx + a biçiminde yaz›l›r. Do¤-

runun e¤imi olan m’yi bulal›m. Çemberin denkle-

mi x2 + y2 = 1. Demek ki y = mx + a do¤rusunun

çemberi kesti¤i noktan›n birinci koordinat› x2 +

(mx + a)2 = 1, yani

(1 + m2)x2 + 2amx + a2 − 1 = 0 (1)

denklemini sa¤lar. Do¤runun çembere te¤et olma-

s› için bu denklemin tek bir çözümü olmal›d›r, ya-

ni diskrimimant› s›f›r olmal›d›r, yani

a2m2 − (1 + m2)(a2 − 1) = 0,

yani

1 + m2 − a2 = 0 

denklemini sa¤lamal›d›r. E¤imi negatif olan do¤ru-

yu ald›¤›m›zdan,
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buluruz. Bunu (1) denklemine tafl›yarak x’i bulabi-

liriz:   

ve

Demek ki çemberin üstünde 

radyanl›k bir aç› gitmeliyiz. (E¤er a = 2 ise, x = √3/2

ç›kar ve aç›y› bulmak daha kolayd›r: 2 × 30° = 60°
= π/3 rad.) Çemberin çap› 1 oldu¤undan, bu da

çemberin üstünde

birimlik bir yola tekabül eder. (E¤er a = 2 ise, çem-

berin üstünde π/3 gitmeliyiz.) Yani AB yolu

uzunlu¤undad›r.

fiimdi de EB uzunlu¤unu bulal›m. EB ⊥ OB ol-

du¤undan,

Bu formül ve biraz trigonometri bize kolayl›kla

do¤ru yan›t› buldurur. Hele a = 2 oldu¤unda, EB =

tan(60°) = √3 bulunur. Ayn› sonucu daha az trigo-

nometriyle bulal›m.

B noktas›n›n birinci koordinat›n› yukarda bul-

mufltuk: 

Bunu çemberin denklemi olan x2 + y2 = 1

denklemine tafl›yarak B’nin ikinci koordinat›n› da

buluruz: 1/a. fiimdi E(0, a) noktas›yla

noktas› aras›ndaki mesafeyi bulmal›y›z. Bu da ko-

lay bir hesapla ç›kar:

Sonuç olarak Duygu’nun toplam gitmesi gereken

mesafe 

dir. E¤er a = 2 ise, 2√3 + π/3 ç›kar. 

fiimdi DE yolunun en k›sa olmas› için a’n›n 1

olmas› gerekti¤ini savl›yoruz. Bunu kan›tlamak

için FB yay›n›n EB do¤ru parças›ndan daha k›sa

oldu¤u kan›tlanmal›d›r. E¤er α, radyan cinsinden

BOF aç›s›ysa FB yay› α uzunlu¤undad›r. Demek ki

α ≤ EB eflitsizli¤ini ve eflitli¤in sadece α = 0 için

do¤ru oldu¤unu kan›tlamal›y›z. OFB daire parça-

s›n›n alan› α/2’dir. OFB üçgeninin alan› ise, EB ⊥
OB oldu¤undan, EB/2’dir. Demek ki α ≤ EB ve

eflitlik sadece α = 0 için do¤ru.

7. Yandaki flekil-

deki gibi dört de¤iflik

A, B, C, D noktas›

bir çemberin üzerin-

dedir. K, AD do¤ru

parças›n›n orta nok-

tas›d›r. Ayr›ca ABK

aç›s› KCD aç›s›na

eflittir. CD’nin uzun-

lu¤unun AB’nin uzunlu¤una eflit oldu¤unu kan›tla-

y›n.

Kan›t: α, KCD aç›s› olsun. Sinüs Teoremi’ne

göre, A, K ve B noktalar›ndan geçen çemberin yar›-

çap› AK/2sin α d›r. Ayn› flekilde D, K ve C nokta-

lar›ndan geçen çemberin yar›çap› da DK/2sin α d›r.

Demek ki bu iki çember birbirine eflit. Ayr›ca bu iki

çember, AD’ye K’dan dik ç›kan a do¤rusuna göre

simetriktir. Verilen çember de bu a do¤rusuna göre

simetrik oldu¤undan, yukar›daki çemberlerle veri-

len çemberin kesiflim noktalar› da bu a do¤rusuna

göre simetriktir. Dolay›s›yla AB = CD. ♠
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