Matematik Diinyasi, 2004 Bahar

Cahit Arf Matematik Giinleri Ill - 2004

Istanbul Bilgi Universitesi Matematik Boliimii tarafindan diizenlenen Cahit Arf Matematik Giinleri’nin
tgtinctisti 600 dolayinda 6grencinin katilimiyla gergeklesmigtir. Cahit Arf Matematik Gunleri lisele-
rarasi ve iki asamadan olusan bir matematik yarismasidir. Ug saat siiren birinci asamadan sonra segi-

len 30 dolayinda 6grenci giin boyu siiren ikinci asamaya hak kazanir. Daha ayrintili bilgi ve verilen

odiller igin: http://math.bilgi.edu.tr/cahitarf.

la. Her p > 1 asal sayisi ve her 1 <i<p —1 do-
gal sayisi icin p’nin
p
i

sayisvm boldiigiinii kamitlaym.
1b. Her p > 1 asal saysi, her k 21 ve her 1 <i
< pk —1 dogal sayilar: icin, p,

4

1c. 3%in 100! sayisint bolen en biiyiik giiciinii

sayisum boler mi?

bulun.

1d. p > 1 bir asal say: ve n herhangi bir dogal
sayt olsun. p’nin n! sayisimi bolen en biiyiik giicii-
niin [nlp] + [n/p?] + [nlp3] + ... oldugunu kamtla-
yin. (Burada [x], x gercel sayisimin tamkismun, ya-
ni [x] < x < [x]|+1 esitsizliklerini saglayan dogal sa-
yiyr simgeler.

le. p bir asal say: olsun. Hangi 1 < i < p2-1
dogal sayilari icin p? sayis

4

Kanit: a. i =1, 2, ..., p — 1 igin,

Pl pxp-1!
i) (=i (p-i

esitliginin sagmin payinda bulunan p asal sayisi

sayisim boler?

paydada belirmediginden, p sadelesmez ve p,

)

sayisini boler.

b. Evet boler. Once,
k+1

X+ =(X +1)Pk )P

esitligini ve (a)’y1 kullanarak, & tizerine tiimevarimla,
k k
(X +1?” =XP +1(mod p)

esitligini kanitlayalim: k£ = 0 gikki ¢ok kolay. k& = 1
sikki biraz once kamitlanmugti. Simdi esitligin k icin ge-
cerli oldugunu varsayip esitligi k+1 icin kanmitlayalim:

X+ = (x+ 0P = (xP 1P
= Zf’;o[f J<X”k>" = (XP)P e

- x"" (mod p).

Esitligimiz kanitlanmugstir. (Ikinci denklikte tiime-
varim varsayimini, tiglinci esitlikte binom agilimi-
ni1, dorduncii denklikte (a)’da kanitladigimiz sonu-
cu kullandik.)

Simdi,

BY ,
ffo[f Jx’ (X +1)P = X" 1 (mod p)

denkliginden ve binom agilimindan, i = 1, ..., pk-1

i¢in p’nin
p/e
i

sayisini boldugi anlasilir.

c. Yamt 48’dir.

d.n! =1 x 2 x ... x n esitliginin sag tarafindaki
carpilan sayilarin kag¢ kez p’ye boliindigiinii he-
saplayacagiz.

p’ye boliinen 7’den kiigiik sayilar, belli bir 1 <
x < n/p tamsayisi igin xp biciminde yazilirlar. De-
mek ki bunlar p, 2p, 3p, ..., [#/plp sayilandir ve
bunlardan [n/p] tane vardir.
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p2’ye béliinen 7’den kiiciik sayilar, belli bir 1 <
x < n/p? tamsayisi igin xp? bigiminde yazilirlar. De-
mek ki bunlar p2, 2p2, 3p2, ..., [n/p2]p? sayilaridir
ve bunlardan [n/p?] tane vardir.

Genel olarak, p?’ye boéliinen »’den kiigiik sayi-
lar, belli bir 1 < x < #/p’ tamsayisi igin xp’ bigimin-
de yazilirlar. Demek ki bunlar pi, 2pi, 3pi, ...,
[n/pi]p! sayilaridir ve bunlardan [n/p] tane vardir.

Sonug olarak, p’nin 7! sayisini bolen en buytik
giiciiniin [n/p] + [n/p2] + [n/p3] + ... oldugu anlasi-
lr.

e. Yukardaki sonugtan p’nin p2! sayisini bolen
en biiyiik giiciiniin [p2/p] + [p?/p?], yani p + 1 ol-
dugu ¢ikar. Ayni nedenden, i = 1, 2, ..., p2-1 igin,
p’nin i!(p2—i)! sayisim1 bolen en biiyiik giicii [i/p] +
[(p2—i)/p] dir. Demek ki p2 sayisinin

4

sayisint bolmesi icin p — 1= (p + 1) — 2 > [ilp] +
[(p2—i)/p] esitsizligi dogru olmahdir. Ote yandan,
lilp] + [(p2—i)/p] tamsayisy, i/p + (p2—i)/p’den yani
p’den zaten kiigiikesit oldugundan, icin p — 1 >
[i/p] + [(p2—i)/p] esitsizliginin gecerli olmast igin ge-
rek ve yeter kosul
[ilp] < ilp ve [(p?=i)ip] < (p>=i)lp

esitsizliklerinin birinin gegerli olmasidir, yani i/p ve
(p2—i)/p sayilarindan birinin tamsay1 olmamasidir,
bu da “i, p’ye bolunmiiyor” kosuluna esdegerdir.

Demek ki, p2,
pZ
i

sayisini ancak ve ancak p, 7’yi bolmiiyorsa boler.

2. 0 ve 1’lerden olusmus ve icinde 00 bulunma-
yan (6rnegin 011101101 gibi) 9 uzunlugunda kac
dizi vardir?

Yanit: 1 uzunlugunda kosulu saglayan 2 dizi
vardir: 0 ve 1.

2 uzunlugunda kosulu saglayan 3 dizi vardir:
01, 10, 11.

3 uzunlugunda kosulu saglayan S dizi vardir:
010, 011, 101, 110, 111.

Simdi 7 = 3 olsun. Iginde 00 bulunmayan #
uzunlugundaki dizilerin kiimesine F,,, bu kiimenin
Oge sayisina da f, diyelim. F,, kiimesinde iki tiir di-
zi vardir: Sonu 1’le bitenler ve sonu 0’la bitenler.

81

Sonu 1’le bitenlerden o en sondaki 1’1 atarsak F,,_4
kiimesinden bir dizi buluruz ve F, ; kiimesinden
bir dizinin sonuna 1 eklersek F,’den sonu 1’le bi-
ten bir dizi buluruz. Demek ki F,’de sonu 1’le bi-
ten f, 4 tane dizi vardir. Sonu 0’la bitenlerin bir
onceki terimi 1 olmali. Bu en sondaki 10’1 atarsak
F,_, kiimesinden bir dizi buluruz ve F,,_, kiimesin-
den bir dizinin sonuna 10 eklersek F,’den sonu
0’la biten bir dizi buluruz. Demek ki F,’de sonu
0’la biten f,_, tane dizi vardir. Dolaysiyla,
fn=Fn1+ fn2

esitligi gecerlidir. £ = 2, f, = 3, f3 = 5’le baslayan
diziyi boylece devam ettirebiliriz:

fr fr 3 fa fs fe f7 fs fo

2 3 5 8 13 21 34 55 89
(Bunlara Fibonacci sayilar1 denir.) Yanit 89°dur.

3. Sabit a ve x sayilart icin, k, ak, a®k, a3k, ...

biciminde yazilan dizilere geometrik dizi denir.
{1,2, ..., 99, 100}

kumesi n geometrik dizinin birlesimi olarak yazili-

yorsa

a) W’nin en az 25 oldugunu,

b) n’nin en az 34 oldugunu kanitlaym.

Kanit: (a) Aymi geometrik dizide iki asal say
olamaz. 100°den kiiguk 25 asal oldugundan (2, 3,
5,7,11,13,17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53,
59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97), en az 25 ge-
ometrik dizi olmalidir.

(b) Simdi de p ve g asallar1 icin pg biciminde
yazilan 100’den kiigiik sayilara bakalim:

2g’ler: 4, 6, 10, 14, 22, 26, 34, 38, 46, 58, 62,
74, 82, 86, 94

3q’ler: 9, 15, 21, 33, 39, 51, 57, 69, 87, 93

5q’ler: 25, 35, 55, 65, 85, 95

7q’ler: 49, 77, 91

Bunlarin herhangi ikisi ayni geometrik dizide
bulunamazlar ve bunlardan tam 34 tane vardir.

4. [0, 1] araligimdan rastgele iki say: (ya da
nokta) seciliyor. Bu iki sayimun aralarindaki uzak-
ligin 1/2°den kiiciikesit olma olasiligi kactir?

Yanit: Birinci noktaya

x, ikinci noktaya y diyelim.
[0, 1] araligindan rastgele
iki x ve y noktas: segmek /2
demek, [0, 1] x [0, 1] kare-
sinden rastgele bir (x, y)

noktas1 se¢cmek demektir. 172
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Segilen (x, y) noktasi, —1/2 < x —y < 1/2 esitlikleri-
ni saglamalidir, yani yukardaki karenin orta bolge-
sinde olmalidir. Yanit 3/4’tiir.

5.10, 1] araligimdan ii¢ rastgele nokta segiliyor.
Aralarindaki en uzun mesafenin 1/2’den kiiciikesit
olma olasilig kactir?

Yanut: [0, 1] araligindan Gg rastgele nokta se¢-
mek demek, [0, 1]3 kiipiinden rastgele bir nokta
se¢mek demektir. Demek ki

A ={(x,y,2) € [0, 1]3 : max{lx—yl, ly—zl, lz—xI}}
bolgesinin alanini hesaplamaliyiz.

[0, 1]3 kiipiinii,

{(x,9,2): 0<x<y<z<1),
{(x,y,2):0<y<z<x <1}
gibi alt1 bolgeye ayirabiliriz. Bu bolgelerin herbiri-
nin hacmi birbirine esittir ve kesigimleri bir diizlem
ya da dogru parcasi oldugundan, kesisimlerinin
hacmi 0’dir.

Hacmini hesaplamak istedigimiz A bolgesini de,
{(x,y,2): 0<x<y<z<1ver—x <1/2),
{(x,y,2):0<y<z<x<lvex—y<1/2}

gibi alt1 bolgeye ayirabiliriz. Bu bolgelerin hacim-
leri (simetriden dolay1) birbirine esittir.

{(x,9,2): 0<x<y<z<1lvez—x<1/2}
bolgesinin hacmini hesaplayalim.

Dikkat edilirse, z = 1/2 oldugunda bolgenin
sekli degisiyor.

z =0 ile z = 1/2 duzlemleri arasinda bolge bir
A piramit. z = 12 ile z = 1

diizlemleri arasindaysa

bolge, tabanlari ti¢gen

12 olan bir prizma. (Bu de-
digimizin dogrulugunu

> anlamak i¢in, asagida bi-

72 1

Mot iosesyean A de yapogmiz gibi
bolgesi bolgenin, z =0, z = 1/2 ve
. z = 1 diuzlemleriyle kesiti-

. ni ¢izmek gerekir.)
Piramidin  hacmini
hesaplayalim once. z = 0
oldugunda, piramidin te-
1 > pe noktasi olan (0, 0, 0)
z =1 kesiti: noktasini elde ediyoruz. z
L(gfg{’sil) zsxsysll = 1/2 oldugunda pirami-

din tabami olan yukarda-
ki sekildeki iicgeni elde ederiz. Ucgenin alan1 1/8.
Demek ki piramidin hacmi 1/3 x taban x yiiksek-
lik = 1/3 x 1/8 x 1/2 = 1/48.

Simdi prizmanin hacmini hesaplayalim. Ta-
ban 1/8, yiikseklik 1/2. Demek ki prizmanin hac-
mi, 1/8 x 1/2 = 1/16.

Boylece bolgenin hacmi 1/48 + 1/16 = 1/12
olur. Bu bolgelerden 6 tane oldugundan, toplam
hacim, yani olasilik 6 x 1/12 = 1/2’dir.

6. Duygu yandaki se-
kildeki gibi D(0,-2) nok-
tasimdadir ve E(0, 2) nok-
tasindaki evine, ortadaki
birim daire bicimindeki
havuza diismeden gitmek B
istemektedir. Duygu’nun
en kisa yolunun uzunlu-

Sunu bulun.

D(0, —a) ve E(0, a)
ise ve a 2 1 ise, DE yolu- A
nun en kisa olmast icin a
ka¢ olmalidir?

Yamt: Duygu’nun iz-

lemesi gereken yol belli: D(0, -2)

Cembere teget degen olan
iki dogrudan biri tizerinde diimdiiz gitmeli, cembe-
re A noktasinda degince E noktasini gorene dek,
yani B noktasina dek ¢emberi izlemeli ve E nokta-
sin1 gordigii anda E’ye dumduz gitmeli, yani gekil-
deki DABE yolunu izlemeli

E ve D noktalarindan gegen ve ¢embere teget
olan dogrularin denklemini bulalim. Durum simet-
rik oldugundan E’den geceni bulmak yeterli. a = 2
yazarak, daha genel bir durumu ele alalim, yani
belli bir ¢ > 1 i¢in E = (0, a) olsun. E’den gegen te-
getin denklemi y = mx + a bi¢ciminde yazilir. Dog-
runun egimi olan #2’yi bulalim. Cemberin denkle-
mi x2 + y2 = 1. Demek ki y = mx + a dogrusunun
cemberi kestigi noktanin birinci koordinati x? +
(mx + a)2 = 1, yani

(1 +m2)x2 +2amx +a2-1=0 (1)
denklemini saglar. Dogrunun ¢embere teget olma-
st icin bu denklemin tek bir ¢6zimii olmalidir, ya-
ni diskrimimant1 sifir olmalidir, yani
@2m2 — (1 +m2)a® 1) =0,
yani
1+m?2-a2=0

denklemini saglamalidir. Egimi negatif olan dogru-
yu aldigimizdan,

m=—a* -1
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buluruz. Bunu (1) denklemine tagiyarak x’i bulabi-
liriz:

a>x? —2ax/a2—1x+a2—1:0

ve

Demek ki ¢emberin tistiinde

2
a

1

2arccos

radyanhk bir ac1 gitmeliyiz. (Eger a = 2 ise, x = V3/2
cikar ve aciy1 bulmak daha kolaydir: 2 x 30° = 60°
= 7/3 rad.) Cemberin cap1 1 oldugundan, bu da
cemberin ustiinde

—_

2arccos
birimlik bir yola tekabiil eder. (Eger a = 2 ise, cem-
berin tistiinde n/3 gitmeliyiz.) Yani AB yolu

2
a

—_

2arccos

uzunlugundadir.
Simdi de EB uzunlugunu bulalim. EB L OB ol-
dugundan,

az—l

EB = tan(BOE) =tan| n/ 2 — arccos

Bu formiil ve biraz trigonometri bize kolaylikla
dogru yaniti buldurur. Hele a = 2 oldugunda, EB =
tan(60°) = V3 bulunur. Ayni sonucu daha az trigo-
nometriyle bulalim.

B noktasinin birinci koordinatini yukarda bul-
mugtuk:

Bunu ¢emberin denklemi olan x2 + y2 =1
denklemine tagiyarak B’nin ikinci koordinatini da
buluruz: 1/a. Simdi E(0, a) noktasiyla

2

-1
g4

1
,=
a a

noktasi arasindaki mesafeyi bulmaliyiz. Bu da ko-
lay bir hesapla ¢ikar:

83

2
a -1
Sonug olarak Duygu’nun toplam gitmesi gereken

mesafe

az—l

2Ja? —1 + 2arccos

dir. Eger a = 2 ise, 2V3 + n/3 ¢ikar.

Simdi DE yolunun en kisa olmasi i¢in @’nin 1
olmasi gerektigini savliyoruz. Bunu kanitlamak
icin FB yaymin EB dogru parcasindan daha kisa
oldugu kanitlanmalidir. Eger o, radyan cinsinden
BOF agisiysa FB yay1 o uzunlugundadir. Demek ki
o < EB esitsizligini ve esitligin sadece o = 0 i¢in
dogru oldugunu kanitlamaliyiz. OFB daire parca-
sinin alani a/2’dir. OFB t¢geninin alani ise, EB L
OB oldugundan, EB/2’dir. Demek ki o < EB ve
esitlik sadece a = 0 igin dogru.

7. Yandaki sekil-
deki gibi dort degisik
A, B, C, D noktast
bir cemberin iizerin-
dedir. K, AD dogru
parcastun orta nok-
tasidir. Ayrica ABK
KCD agisina
esittir. CD’nin uzun-

agisi

lugunun AB’nin uzunluguna esit oldugunu kanitla-
yin.

Kamt: o, KCD agis1 olsun. Sintis Teoremi’ne
gore, A, K ve B noktalarindan gegen ¢cemberin yari-
¢apt AK/2sin a dir. Aymi sekilde D, K ve C nokta-
larindan gecen ¢cemberin yaricapt da DK/2sin o dir.
Demek ki bu iki gember birbirine egit. Ayrica bu iki
cember, AD’ye K’dan dik ¢ikan a dogrusuna gore
simetriktir. Verilen cember de bu a dogrusuna gore
simetrik oldugundan, yukaridaki ¢emberlerle veri-
len ¢emberin kesisim noktalari da bu a dogrusuna
gore simetriktir. Dolayisiyla AB = CD. &




