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852’de ünlü matematikçi De Morgan’›n eski

bir ö¤rencisi olan Francis Guthrie bir ‹ngiltere

haritas›n› renklendirirken, komflu flehirler de-

¤iflik renkte olacak biçimde flehirleri dört renge bo-

yayabilece¤ini gördü. Ayn› y›l, tam olarak 23

Ekim’de, Francis’in kardefli Frederick, flimdi Dört

Renk Problemi olarak an›lan soruyu De Morgan’a

sordu: Bir haritan›n ülkeleri, s›n›rdafl ülkeler ayr›

renklerde olacak biçimde her zaman dört de¤iflik

renge boyanabilir mi? Soruya bay›lan De Morgan

soruyu hemen, aralar›nda filozof William Whe-

well’in de bulundu¤u arkadafllar›yla paylaflt›. Whe-

well, De Morgan’›n Buluflun Felsefesi adl› kitab›na

yazd›¤› elefltiri yaz›s›nda bu sorudan sözetti. Soru bir

süre unutuldu. 13 Haziran 1878’de ünlü matema-

tikçi Cayley Londra Matematik Derne¤i’ne bu soru-

nun çözümünün bulunup bulunmad›¤›n› sordu. 

Problemin bir çizge (graf)

problemi oldu¤u belli; haritay›

düzlemsel bir çizge olarak göre-

biliriz: Çizgenin noktalar› en az

üç de¤iflik ülkenin s›n›rlar›n›n

kesiflimi olsun, kenarlar› da iki

ülkenin ortak s›n›r›. Sorun, çiz-

genin kenarlar›ndan oluflan böl-

geleri, birbiriyle s›n›r› olan böl-

geler ayn› renk olmayacak biçimde boyamak. Yal-

n›z, iki bölgenin s›n›rdafl olmas› için iki bölgenin ke-

narlar›n›n birkaç noktada kesiflmeleri yetmez; iki

bölge ancak ortak kenarlar› varsa s›n›rdafl say›l›rlar.

Problem tümevar›ma çok yatk›n bir problem.

Ülke say›s›, s›n›r say›s›, nokta say›s› üzerine ya da

hepsi üzerine tümevar›m yapabiliriz.

Cayley de problemi çözemedi ama en az›ndan

zorlu¤un nereden kaynakland›¤›n› buldu:

Önsav [Cayley]. Problemi üçten fazla ülkenin

ayn› noktada kesiflmedi¤i haritalar için çözmek ye-

terlidir.

Kan›t: En az dört ülkenin bir noktada kesiflti-

¤i bir harita alal›m. O noktalardan birine P diye-

lim. Bu noktada k (≥ 4) ülkenin kesiflti¤ini varsa-

yal›m. Haritay› hafifçe de¤ifltirerek yeni bir harita

elde edece¤iz, öyle ki bu yeni haritada en az dört

ülkenin kesiflti¤i nokta say›s›, eski haritan›n bu tür

nokta say›s›ndan daha az olacak. fiöyle yapaca¤›z

bunu (afla¤›daki flekilden takip edin): P noktas›n-

dan iki nokta yarataca¤›z: Üç ülkenin kesiflti¤i bir

nokta ve k−1 ülkenin kesiflti¤i bir baflka nokta.

Ayr›ca yeni harita dört renge boyand›¤›nda eski

harita da dört renge boyanacak, yani eski harita-

da komflu olan ülkeler yeni haritada da komflu

olacaklar (ama yeni haritada yeni komfluluklar be-

lirecek. Belirsin!) E¤er k−1 > 3 ise bu ifllemi tekrar-

layaca¤›z. Bunu böylece k − 3 kez yapaca¤›z. En

sonunda elde etti¤imiz haritan›n P noktas›nda üç-

ten fazla ülke kesiflmeyecek. Bu ifllemi di¤er nok-

talarda da yaparsak üçten fazla ülkenin hiçbir za-

man bir noktada kesiflmedi¤i bir harita elde ede-

riz. Ve bu son harita boyand›¤›nda ilk harita da

boyanm›fl olur. ■■

Bundan böyle haritalar›m›zda sadece üç ülke-

nin tek bir noktada kesiflti¤ini varsayaca¤›z. 
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Kuzey kutbundan ge-
çen doğrularla küre-
nin kuzey kutbu dışın-
daki her noktasını
düzlemin bir noktası-
na (sürekli bir biçim-
de) tekabül ettirebili-
riz. Bu sayede, düz-
lemdeki bir haritanın boyanmasıyla kürenin üstündeki bir ha-
ritanın boyanmasının eşdeğer olduğu kolaylıkla görülür.

H haritası.
Komşular:

ab, bc, cd, de, ea

H1 haritası.
Komşular:

ab, bc, cd, de, ea, ac

H´ haritası.
Komşular:

ab, bc, cd, de, ea, ac, ad



Kempe 1879’da verilen herhangi bir haritan›n

biri d›fl›nda tüm ülkelerinin boyand›¤›n› varsaya-

rak (tümevar›m varsay›m›) henüz boyanmam›fl ül-

kenin boyanabilece¤ini, boyanamazsa da boyan-

m›fl ülkelerin renkleri de¤ifltirilerek düzeltilebilece-

¤ini gösterdi¤ini sand›. Kan›t› yanl›flt› ama ilginçti

ve daha sonra bu yanl›fl kan›t çok iflimize yarad›.

Herhalde bu, matematik tarihinin en meflhur yan-

l›fl kan›t›d›r! Kempe afla¤›daki iki sava dayand›:

Önsav. Her haritada en fazla befl komflusu

olan bir ülke vard›r.

Kan›t: MD 2003-III, sayfa 24’te kan›tlanan

Euler formülünü kullanaca¤›z. E¤er haritan›n (çiz-

genin) ülke (bölge) say›s› b, s›n›r (kenar) say›s› k

ve üç ülkenin kesiflti¤i nokta say›s› n ise, o zaman

b − k + n = 2’dir1.

‹kinci olarak, {(P, s) : P, s s›n›r› üzerinde bulu-

nan nokta} kümesinin ö¤e say›s› iki de¤iflik türde

sayaca¤›z. E¤er s’yi sabitlersek, her s›n›rda iki uç

nokta oldu¤undan, bu kümede 2k ö¤e oldu¤unu

anlar›z. E¤er P’yi sabitlersek, her P’ye tam üç s›n›r

de¤di¤inden, bu kez bu kümede 3n ö¤e oldu¤unu

anlar›z. Demek ki 2k = 3n, yani n = 2k/3.

Üçüncü olarak, {(s, ü) : s biri ü olan iki ülkenin

s›n›r›} kümesini iki türlü sayaca¤›z. Her s›n›r tam

iki ülkenin s›n›r› oldu¤undan, birinci koordinat›

sabitlersek bu kümenin 2k ö¤esi oldu¤unu anlar›z.

Öte yandan ikinci koordinat› sabitlersek, bu küme-

nin ö¤e say›s›n›n ülkelerin s›n›r say›lar›n›n toplam›

oldu¤unu, yani sav›m›z yanl›flsa en az 6b oldu¤unu

görürüz. Demek ki sav›m›z yanl›flsa, o zaman, 2k ≥
6b, yani k/3 ≥ b.

fiimdi yukardaki üç sonucu kullan›p çeliflki el-

de edelim: 2 = b − k + n = b − k + 2k/3 = b − k/3 ≤
0, çeliflki. ■■

Demek ki her hari-

tada iki kenarl› (bu tür

ülkelere ikigen diyece-

¤iz), üçgen, kare veya

beflgen ülkeler vard›r. Ama ikigen ya da üçgen ül-

keleri olan haritalar› boyamak kolay:

Önsav. Haritada  ikigen ya da üçgen ülke ol-

mad›¤›n› varsayabiliriz.

Kan›t: Boyamay› ülke say›s›na göre tümeva-

r›mla yapabilece¤imizden, küçük say›da ülkesi

olan haritalar› boyamay› bildi¤imizi varsayabiliriz.

fiimdi ikigen ya da üçgen bir ü ülkesi içeren bir H

haritas› alal›m. Daha sonra tekrar yerine koymak

üzere, afla¤›daki flekilde görüldü¤ü gibi, ü ülkesini

tek bir noktaya indirgeyelim. Böylece elde etti¤imiz

H′ haritas›nda daha az ülke oldu¤undan, H′ hari-

tas›n› dört renge boyayabilece¤imizi varsayabiliriz.

fiimdi H haritas›n›n ülkelerini H′ haritas›ndaki

renklere boyayal›m. ü d›fl›nda H’nin tüm ülkeleri

boyanm›fl oldu. ü’nün en fazla üç s›n›rdafl ülkesi

oldu¤undan, ü’yü dördüncü renge boyayabiliriz.

Böylece H de boyanm›fl olur. ■■

Demek ki haritada ya dört ya da befl kenarl›

bir ülke oldu¤unu varsayabiliriz. Kempe, bu du-

rumda, günümüzde Kempe zinciri diye bilinen

yöntemi kullanarak herhangi bir haritan›n dört

renkle boyanaca¤›n› kan›tlad›¤›n› sand›. fiimdi

Kempe’den do¤ru bir kan›t sunuyoruz.

Teorem [Kempe]. Haritada kare bir ülke var-

sa, harita dört renge boyan›r.

Kan›t: Haritam›zda kare fleklinde bir bölge ol-

sun. Bu kareyi haritadan ç›kar›rsak, haritada bir

eksik ülke olaca¤›ndan, tümevar›m varsay›m›na

göre, bu eksik haritay› dört renge boyayabilece¤i-

mizi varsayabiliriz. Öyle yapal›m. O kare d›fl›nda-

ki ülkeler uygun biçimde dört renge boyans›nlar. 

Karenin kuzey komfluflu maviye (m) ve güney

komflusu yeflile (y) boyanm›fl olsun. Karenin kuze-

yindeki ve güneyindeki bir mavi bir yeflil ülkelerden

oluflan ülkeler silsilesine bakal›m. Biri kuzeyde, biri

güneyde olmak üzere iki ülkeler grubu elde ederiz.

‹ki fl›k var: Bu iki grup ya kesiflir ya kesiflmez.
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1   Haritan›n d›fl›n› da bir ülke olarak say›yoruz, yoksa yukarda-

ki de¤il, b − k + n = 1 formülü geçerlidir.

iki kenarl› ülke



E¤er bu iki grup yukar›daki flekildeki gibi ke-

siflmiyorsa, güney grubunun ülkelerinin renklerini

de¤ifltirelim: maviler yeflil olsun, yefliller mavi. Bu

de¤ifliklikten sonra alt ve üst kareye komflu bölge-

ler mavi oldu¤undan kareye mavi bir ülke dokun-

mamaktad›r ve bu kare maviye boyanabilir.

E¤er yukardakinin tam tersine, karenin kuzey

ve güney grubu kesifliyorsa, o zaman do¤u ve bat›

gruplar› kesiflemez ve yukardaki kan›t› kuzey-gü-

ney yerine do¤u-bat› için yapar›z. ■■

Kempe, buna benzer bir kan›t› haritada dört-

gen ülke olmad›¤› (yani beflgen ülke oldu¤u) du-

rumda da verdi ve böylece dört renk probleminin

çözdü¤ünü iddia etti. Kan›t› 11 y›l boyunca Cayley

dahil olmak üzere pek çok kifli taraf›ndan inand›r›-

c› bulundu. 1890’da Heawood’un Kempe’nin yön-

temine göre her haritan›n dört renge boyanamad›-

¤›n› belirten makalesi büyük flaflk›nl›k yaratt›. 

Heawood, bu makalesinde, Kempe’nin yönte-

mini kullanarak, her haritan›n befl renge boyanabi-

lece¤ini kan›tlam›flt›r, ki bu da bafll›bafl›na bir ba-

flar›d›r.

Heawood bu kadarla yetinmemifl, baflka yü-

zeylerde haritalar›n kaç renge boyanabilece¤i soru-

sunu sormufltur.

Heawood’un Kempe’nin kan›t›ndan 11 y›l

sonra Kempe’nin yönteminin yeterli olmad›¤›n›

göstermesi ve yanl›fl kan›t›n tamiri mümkün olma-

mas› problemin çözümünü 1976’ya kadar geciktir-

di. Bu tarihte bilgisayar yard›m›yla verilen Appel

ve Haken kan›t› da Kempe zincirini kulland›¤›ndan

bunu burada etrafl› flekilde aç›klayaca¤›z.

‹fller k›z›fl›yor. Her harita {ikigen, üçgen, kare,

beflgen} kümesindeki flekillerden en az birini bulun-

durmak zorunda oldu¤undan, bu ve bu tür küme-

lere kaç›n›lmaz küme diyelim. Kümedeki ilk üç fle-

kille bafla ç›kmas›n› ö¤rendik, bunlar sorunsuz fle-

killer, ama beflgeni nas›l alt edece¤imizi flimdilik

bilmiyoruz. Dolay›s›yla yukardaki kümeden beflge-

ni at›p onun yerine bir veya birkaç baflka flekil al-

maya çal›flaca¤›z.

‹kigen, üçgen veya kare içermeyen haritan›n

yaln›z bir beflgen de¤il ayn› zamanda ya iki komflu

beflgen veya bir alt›genle komflu bir beflgen içerme-

si gerekti¤i gösterilebilir.

Buradan da yeni bir kaç›-

n›lmazlar kümesi elde

edilir: {ikigen, üçgen, ka-

re, iki komflu beflgen, alt›-

gene komflu beflgen}. 

G. Birkhoff 1913’te

dört komflu beflgenden
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Heawood’un Kempe’nin kanıtına verdiği karşıörnek.
Noktalar ülkeleri, çizgiler sınırları temsil ediyor.

Heawood harita boyama sorusunu düzlem

yerine torus veya alaturka deyiflle simit halkas›

gibi baflka topolojik yüzeyler için sormufltur.

Heawood, do¤ru yan›t› öngörerek, e¤er yüzeyde

g delik varsa, o zaman bu yüzeyde çizilen bir ha-

ritay› boyamak için 

tane rengin yeterli olmas› gerekti¤ini söylemifl-

tir. Bu san›, g ≥ 1 için, 78 y›l sonra 1967’de G.

Ringel ve T. Youngs taraf›ndan kan›tlanm›flt›r

[7]. g = 0 için dokuz y›l daha beklemek gerekti.

Birkhoff’un  kaçınılmaz
indirgenebilir şekli

g = 2g = 1



oluflan fleklin “sorunsuz” oldu¤unu gösterdi, yani

e¤er haritada flekildeki gibi dört beflgen varsa, o za-

man o dört ülkeyi yoksayarak dört renge boyana-

bilen bir harita, o dört ülke eklendi¤inde de dört

renge boyanabilir. Bunlara sorunsuz flekil ad›n› ve-

relim. 

Problemi çözmek için, sorunsuz flekillerden

oluflan bir kaç›n›lmaz flekiller kümesi bulmam›z ge-

rek, ancak o zaman her haritay› dört renge boya-

yabiliriz. Birkoff’un kan›t›ndan sonra binlerce so-

runsuz flekil keflfedildi. 1976’ya birçok matematik-

çi kaç›n›lmaz flekiller av› ve bu flekilleri içeren hari-

talara çözüm aray›fllar›yla girdi. Alman matema-

tikçi Heinrich Heesch yaflam›n›n k›rk y›l›n› bu ifle

adad›. Illinois Üniversitesi’nden Kenneth Appel ve

Wolfgang Haken, Heesch’in fikirlerinden de yarar-

lanarak ve bilgisayar iflini üstlenen bilgisayar bölü-

mü doktora ö¤rencisi John Koch’un da yard›m›y-

la, dört y›ll›k yo¤un bir aray›fl sonunda 1936 so-

runsuz flekilden oluflan kaç›n›lmaz küme buldular.

Böylece problem çözülmüfl oldu. 

Ancak kan›tta bilgisayar kullan›lm›fl olmas›

matematikçileri hakl› olarak rahats›z etti. Her fley-

den önce kan›t estetik de¤ildi, matematikçilerin sa-

natç› ruhunu zedeliyordu. Sonra, bilgisayar›n hata

yapmayaca¤›ndan emin olamazd›k... Ayr›ca, böyle

bir kan›t okunamazd›, ancak bilgisayar program›

tekrar tekrar çal›flt›r›l›rd›. Bilgisayar›n tekrar tek-

rar ayn› hatay› yapmayaca¤› ne malum? Matema-

tikçilere göre kan›t daha kavramsal, daha insanc›l,

daha estetik, daha ele avuca s›¤ar olmal›yd›.

Asl›nda daha önce çok uzun kan›tlar verildi.

Örne¤in basit gruplar›n s›n›fland›r›lmas› 10 bin

sayfay› aflar. Ama gene de insan gücünün s›n›r›n-

da bu kan›tlar. Yanl›fl olsa da yanl›fl› anlayabiliriz.

Ama buna ne demeli? Matematik bu duruma

“düflmeli” mi?

“Do¤ru nedir, gerçek nedir, kan›t nedir” gibi

felsefi tart›flmalar kaç›n›lmazd›. Bugün bile bu tar-

t›flmalar büyük ölçüde devam ediyor.

Appel ve Haken daha sonra bu 1936 flekli

1482’ye indirdi. Benzer yöntemle, Robertson, San-

der, Seymour ve Thomas kan›tta kullan›lan flekil

say›s›n› 633’e indirdiler, bilgisayarla yap›lan ifllem-

leri k›saltt›lar (bir dizüstü bilgisayarda birkaç sa-

at). Bu matematikçileri biraz rahatlatt›ysa da, bu-

gün hâlâ daha bu teoremin bilgisayar kullanmayan

bir yan›t› bilinmiyor. ♠
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Martin Gardner’in 1 Nisan fiakas›

M
artin Gardner 1953’ten emekliye ayr›ld›¤›

1984’e kadar Scientific American dergisindeki

matematik köflesini yürütmüfl ve birçok ilginç yaz›ya

imza atm›flt›r. Akademinin içinden olmamakla birlik-

te matematik, fizik, felsefe ve daha birçok konuda 60

kitap yazm›flt›r. Kitaplar› günümüzde yeni okurlar›

hâlâ çekmektedir. Renkli kiflili¤i köflesinde ara s›ra

yapt›¤› flakalarda kendisini göstermektedir. Bunlar-

dan biri Nisan 1975’te yukardaki haritan›n ancak befl

renge boyanaca¤›n› dünyaya duyurmas›yd›!

Birçok Scientific American okuru bunun bir 1

Nisan flakas› oldu¤unun fark›na varamam›flt›r. Y›llar

sonra Macalester Koleji’nden ünlü matematikçi çift

Stan Wagon ve Joan Hutchinson Martin Gardner’in

haritas›ndan esinlenerek bir dizi çal›flma yapm›fllard›r

[8, 9]. 

1980’de, kütüphane Scientific American dergile-

rini kar›flt›r›rken yukardaki harita ilk kez gözüme ilifl-

ti¤inde, kalem kâ¤›t kullanmadan bir ç›rp›da bunun

1 Nisan flakas› oldu¤unun fark›na vard›m. Siz de bu-

nu görebiliyor musunuz?

Gardner’in haritası (beş renk gerekiyor!)


