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Dort Renk Problemi

ve Teoremi

852’de unlii matematik¢i De Morgan’in eski
bir 6grencisi olan Francis Guthrie bir Ingiltere

1

gisik renkte olacak bi¢imde sehirleri dort renge bo-

haritasini renklendirirken, komsu sehirler de-

yayabilecegini gordii. Aymi yil, tam olarak 23

Ekim’de, Francis’in kardesi Frederick, simdi Dort

Renk Problemi olarak anilan soruyu De Morgan’a

sordu: Bir haritamn iilkeleri, smrdas iilkeler ayri

renklerde olacak bicimde her zaman dort degisik

renge boyanabilir mi? Soruya bayillan De Morgan

soruyu hemen, aralarinda filozof William Whe-

well’in de bulundugu arkadaslariyla paylasti. Whe-

well, De Morgan’in Bulusun Felsefesi adli kitabina

yazdig elestiri yazisinda bu sorudan sozetti. Soru bir

stire unutuldu. 13 Haziran 1878’de tinlii matema-

tik¢i Cayley Londra Matematik Dernegi’ne bu soru-
nun ¢6zumiiniin bulunup bulunmadigini sordu.

Problemin bir ¢izge (graf)

problemi oldugu belli; haritay:

diizlemsel bir ¢izge olarak gore-

biliriz: Cizgenin noktalari en az

u¢ degisik tlkenin simirlarinin

kesigimi olsun, kenarlari da iki

tulkenin ortak smnuri. Sorun, ¢iz-
Dértten daha az renge

-TeNYe  genin kenarlarindan olusan bol-
boyanamayan bir harita

geleri, birbiriyle sinir1 olan bol-
geler ayni renk olmayacak bicimde boyamak. Yal-
niz, iki bolgenin sinirdas olmast igin iki bolgenin ke-
narlarinin birka¢ noktada kesismeleri yetmez; iki
bolge ancak ortak kenarlari varsa sinirdag sayilirlar.

Problem timevarima ¢ok yatkin bir problem.
Ulke sayzs1, sinir sayisi, nokta sayisi iizerine ya da
hepsi tizerine timevarim yapabiliriz.

Cayley de problemi ¢ozemedi ama en azindan
zorlugun nereden kaynaklandigini buldu:

Onsav [Cayley]. Problemi iicten fazla iilkenin
aymi noktada kesismedigi haritalar icin ¢cozmek ye-
terlidir.

*  Girne Amerikan Universitesi. Bu makale genis lgiide [5]’ten
yararlanilarak yazilmstir.
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Kuzey kutbundan ge-
¢en dogrularla kure-
nin kuzey kutbu digin-
daki her noktasini
dizlemin bir noktasi-
na (surekli bir bigim-
de) tekabul ettirebili-
riz. Bu sayede, duz-
lemdeki bir haritanin boyanmasiyla kirenin Ustindeki bir ha-
ritanin boyanmasinin esde@er oldugu kolaylikla gordlur.

Kanit: En az dort tilkenin bir noktada kesisti-
gi bir harita alalim. O noktalardan birine P diye-
lim. Bu noktada k (> 4) iilkenin kesistigini varsa-
yalim. Haritay: hafifce degistirerek yeni bir harita
elde edecegiz, oyle ki bu yeni haritada en az dort
tilkenin kesistigi nokta sayisi, eski haritanin bu tiir
nokta sayisindan daha az olacak. $oyle yapacagiz
bunu (asagidaki sekilden takip edin): P noktasin-
dan iki nokta yaratacagiz: Uc iilkenin kesistigi bir

e D
d
H haritasi. H; haritasi. H’ haritas!.
Komsular: Komsular: Komsular:

ab, be, cd, de, ea  gb, b, cd, de, ea, ac b, be, cd, de, ea, ac, ad

nokta ve k-1 tilkenin kesistigi bir bagka nokta.
Ayrica yeni harita dort renge boyandiginda eski
harita da dort renge boyanacak, yani eski harita-
da komsu olan tilkeler yeni haritada da komsu
olacaklar (ama yeni haritada yeni komguluklar be-
lirecek. Belirsin!) Eger k—1 > 3 ise bu islemi tekrar-
layacagiz. Bunu boylece k — 3 kez yapacagiz. En
sonunda elde ettigimiz haritanin P noktasinda tig-
ten fazla ulke kesismeyecek. Bu iglemi diger nok-
talarda da yaparsak iicten fazla iilkenin hicbir za-
man bir noktada kesismedigi bir harita elde ede-
riz. Ve bu son harita boyandiginda ilk harita da

boyanmis olur. O

Bundan boyle haritalarimizda sadece tig tilke-
nin tek bir noktada kesistigini varsayacagiz.



Matematik Diinyasi, 2004 Bahar

Kempe 1879’da verilen herhangi bir haritanin
biri diginda tiim tiilkelerinin boyandigini varsaya-
rak (timevarim varsayimi) hentiz boyanmamuig tl-
kenin boyanabilecegini, boyanamazsa da boyan-
mug tlkelerin renkleri degistirilerek duzeltilebilece-
gini gosterdigini sandi. Kaniti yanlisti ama ilgingti
ve daha sonra bu yanls kanit ¢cok igimize yaradi.
Herhalde bu, matematik tarihinin en meshur yan-
lis kanitidir! Kempe asagidaki iki sava dayandi:

Onsav. Her haritada en fazla bes komsusu
olan bir iilke vardir.

Kanit: MD 2003-I11, sayfa 24’te kanitlanan
Euler formiilunii kullanacagiz. Eger haritanin (giz-
genin) ilke (bolge) sayisi b, sinir (kenar) sayisi k
ve Ug ulkenin kesistigi nokta sayisi 7 ise, 0 zaman
b -k +n=24dirl.

Ikinci olarak, {(P, s) : P, s sir1 iizerinde bulu-
nan nokta} kiimesinin 6ge sayisi iki degisik tiirde
sayacagiz. Eger s’yi sabitlersek, her sinirda iki ug
nokta oldugundan, bu kiimede 2k 6ge oldugunu
anlariz. Eger P’yi sabitlersek, her P’ye tam {i¢ sinir
degdiginden, bu kez bu kiimede 37 6ge oldugunu
anlariz. Demek ki 2k = 3#n, yani n = 2k/3.

Uciincii olarak, {(s, #) : s biri # olan iki iilkenin
sinir1} kiimesini iki tiirli sayacagiz. Her sinir tam
iki tilkenin sinirt oldugundan, birinci koordinati
sabitlersek bu kiimenin 2k 6gesi oldugunu anlariz.
Ote yandan ikinci koordinati sabitlersek, bu kiime-
nin 0ge sayisinin ulkelerin sinir sayilarinin toplami
oldugunu, yani savimiz yanligsa en az 65 oldugunu
goriirtiz. Demek ki savimiz yanligsa, o zaman, 2k >
6b, yani k/3 > b.

Simdi yukardaki ti¢ sonucu kullanip celiski el-
deedelim:2=b-k+n=b—-k+2k/3=b-Fk/3<

0, ¢eligki. O
Demek ki her hari-

Q tada iki kenarli (bu tiir
ulkelere ikigen diyece-

iki kenarls iilke giz)’ ﬁggen’ kare veya

besgen tilkeler vardir. Ama ikigen ya da ticgen ul-
keleri olan haritalar1 boyamak kolay:

Onsav. Haritada ikigen ya da iicgen iilke ol-
madigim varsayabiliriz.

1 Haritanin digin1 da bir iilke olarak sayiyoruz, yoksa yukarda-
ki degil, b — k + n = 1 formiilii gegerlidir.
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Kanit: Boyamay: tilke sayisina gore tiimeva-
rimla yapabilecegimizden, kiiciik sayida tlkesi
olan haritalar1 boyamay1 bildigimizi varsayabiliriz.
Simdi ikigen ya da tggen bir # ulkesi igeren bir H
haritasi alalm. Daha sonra tekrar yerine koymak
luzere, asagidaki sekilde goruldugu gibi, # ulkesini
tek bir noktaya indirgeyelim. Boylece elde ettigimiz
H' haritasinda daha az iilke oldugundan, H' hari-
tasini dort renge boyayabilecegimizi varsayabiliriz.
Simdi H haritasinin ilkelerini H' haritasindaki
renklere boyayalim. # diginda H’nin tiim tilkeleri
boyanmis oldu. #’niin en fazla ii¢ sinirdas tlkesi
oldugundan, #’yii dordincu renge boyayabiliriz.
Boylece H de boyanmug olur. O

Demek ki haritada ya dort ya da bes kenarh
bir tlke oldugunu varsayabiliriz. Kempe, bu du-
rumda, giinimizde Kempe zinciri diye bilinen
yontemi kullanarak herhangi bir haritanin dort
renkle boyanacagimi kanitladigini sandi. Simdi
Kempe’den dogru bir kanit sunuyoruz.

Teorem [Kempe]. Haritada kare bir iilke var-
sa, harita dort renge boyanir.

Kanit: Haritamizda kare seklinde bir bolge ol-
sun. Bu kareyi haritadan c¢ikarirsak, haritada bir
eksik tilke olacagindan, tiimevarim varsayimina
gore, bu eksik haritayr dort renge boyayabilecegi-
mizi varsayabiliriz. Oyle yapalim. O kare diginda-
ki tilkeler uygun bicimde dort renge boyansinlar.

Karenin kuzey komgusu maviye (1) ve gliney
komsusu yesile (y) boyanmis olsun. Karenin kuze-
yindeki ve giineyindeki bir mavi bir yesil tilkelerden
olugan ulkeler silsilesine bakalim. Biri kuzeyde, biri
giineyde olmak tizere iki tlkeler grubu elde ederiz.
Iki sik var: Bu iki grup ya kesisir ya kesismez.
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Eger bu iki grup yukaridaki sekildeki gibi ke-
sismiyorsa, guney grubunun iilkelerinin renklerini
degistirelim: maviler yesil olsun, yesiller mavi. Bu
degisiklikten sonra alt ve tist kareye komsu bolge-
ler mavi oldugundan kareye mavi bir tilke dokun-
mamaktadir ve bu kare maviye boyanabilir.
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Eger yukardakinin tam tersine, karenin kuzey
ve gliney grubu kesigiyorsa, o zaman dogu ve bati
gruplari kesisemez ve yukardaki kaniti kuzey-gu-

ney yerine dogu-bati igin yapariz. O
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Heawood'un Kempe'nin kanitina verdigi karsiérnek.
Noktalar tlkeleri, ¢izgiler sinirlari temsil ediyor.

Kempe, buna benzer bir kaniti haritada dort-
gen lilke olmadig1 (yani besgen tilke oldugu) du-
rumda da verdi ve boylece dort renk probleminin
¢ozdugunii iddia etti. Kanit1 11 yil boyunca Cayley
dahil olmak tizere pek ¢ok kisi tarafindan inandiri-
c1 bulundu. 1890’da Heawood’un Kempe’nin yon-
temine gore her haritanin dort renge boyanamadi-
gin1 belirten makalesi biiyik saskinlik yaratti.

Heawood, bu makalesinde, Kempe’nin yonte-
mini kullanarak, her haritanin bes renge boyanabi-
lecegini kanitlamugtir, ki bu da baglibagina bir ba-
saridir.

Heawood bu kadarla yetinmemis, baska yii-
zeylerde haritalarin kag renge boyanabilecegi soru-
sunu sormustur.
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Heawood harita boyama sorusunu diizlem
yerine torus veya alaturka deyigle simit halkasi
gibi bagka topolojik yuizeyler i¢in sormustur.
Heawood, dogru yaniti ongorerek, eger ylzeyde
g delik varsa, o zaman bu yiizeyde izilen bir ha-
ritaylr boyamak i¢in

=

2
tane rengin yeterli olmasi gerektigini soylemis-
tir. Bu sani, g > 1 igin, 78 yil sonra 1967°de G.
Ringel ve T. Youngs tarafindan kanitlanmigtir
[7]. g = 0 i¢in dokuz yil daha beklemek gerekti.

Heawood’un Kempe’nin kanitindan 11 yil
sonra Kempe’nin yonteminin yeterli olmadigini
gostermesi ve yanhs kanitin tamiri miimkiin olma-
mas1 problemin ¢ozumunii 1976’ya kadar geciktir-
di. Bu tarihte bilgisayar yardimiyla verilen Appel
ve Haken kanit1 da Kempe zincirini kullandigindan
bunu burada etrafh sekilde agiklayacagiz.

Isler kizistyor. Her harita {ikigen, iicgen, kare,
besgen} kiimesindeki sekillerden en az birini bulun-
durmak zorunda oldugundan, bu ve bu tir kiime-
lere kaginilmaz kiime diyelim. Kiimedeki ilk g se-
kille baga ¢tkmasini 6grendik, bunlar sorunsuz se-
killer, ama besgeni nasil alt edecegimizi simdilik
bilmiyoruz. Dolayisiyla yukardaki kiimeden begge-
ni atip onun yerine bir veya birkag¢ bagka sekil al-
maya ¢alisacagiz.

Ikigen, iicgen veya kare icermeyen haritanin
yalniz bir beggen degil ayni zamanda ya iki komsu
besgen veya bir altigenle komsu bir beggen igerme-
si gerektigi gosterilebilir.

Buradan da yeni bir kagi-
elde
edilir: {ikigen, tiggen, ka-

nilmazlar kimesi
re, iki komsu beggen, alti-
gene komsu besgen}.

G. Birkhoff 1913’te

Birkhoff’'un kacinimaz
dort komsu besgenden

indirgenebilir sekli
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olusan geklin “sorunsuz” oldugunu gosterdi, yani
eger haritada sekildeki gibi dort besgen varsa, o za-
man o dort tilkeyi yoksayarak dort renge boyana-
bilen bir harita, o dort tilke eklendiginde de dort
renge boyanabilir. Bunlara sorunsuz sekil adini ve-
relim.

Problemi ¢ozmek igin, sorunsuz sekillerden
olugan bir kaginilmaz sekiller kiimesi bulmamiz ge-
rek, ancak o zaman her haritay1 dort renge boya-
yabiliriz. Birkoff'un kanitindan sonra binlerce so-
runsuz sekil kesfedildi. 1976’ya bir¢ok matematik-
¢i kaginilmaz gekiller avi ve bu sekilleri iceren hari-
talara ¢oziim arayiglariyla girdi. Alman matema-
tik¢i Heinrich Heesch yagaminin kirk yilini bu ige
adads. Illinois Universitesi’nden Kenneth Appel ve
Wolfgang Haken, Heesch’in fikirlerinden de yarar-
lanarak ve bilgisayar isini tistlenen bilgisayar boli-
mi doktora 6grencisi John Koch’un da yardimiy-
la, dort yillik yogun bir arayis sonunda 1936 so-
runsuz sekilden olugan kacinilmaz kiime buldular.
Boylece problem ¢oziilmiis oldu.

Ancak kanitta bilgisayar kullanilmis olmasi
matematikgileri hakli olarak rahatsiz etti. Her sey-
den once kanit estetik degildi, matematikgilerin sa-
nat¢i ruhunu zedeliyordu. Sonra, bilgisayarin hata
yapmayacagindan emin olamazdik... Ayrica, boyle
bir kanit okunamazdi, ancak bilgisayar programi
tekrar tekrar ¢aligtirilirdi. Bilgisayarin tekrar tek-
rar ayni hatay1 yapmayacagi ne malum? Matema-
tikgilere gore kanit daha kavramsal, daha insancil,
daha estetik, daha ele avuca sigar olmaliydi.

Aslinda daha 6nce ¢ok uzun kanitlar verildi.
Ornegin basit gruplarin smiflandirilmas: 10 bin
sayfay1 asar. Ama gene de insan giiciiniin sinirin-
da bu kanitlar. Yanlis olsa da yanlisi anlayabiliriz.
Ama buna ne demeli? Matematik bu duruma
“dtigmeli” mi?

“Dogru nedir, ger¢cek nedir, kanit nedir” gibi
felsefi tartigmalar kaginilmazdi. Bugtn bile bu tar-
tigmalar buyiik ol¢iide devam ediyor.

Appel ve Haken daha sonra bu 1936 sekli
1482’ye indirdi. Benzer yontemle, Robertson, San-
der, Seymour ve Thomas kanitta kullanilan sekil
sayisini 633’e indirdiler, bilgisayarla yapilan iglem-
leri kisalttilar (bir diziistii bilgisayarda birkag sa-
at). Bu matematikgileri biraz rahatlattiysa da, bu-
gun hala daha bu teoremin bilgisayar kullanmayan
bir yanit1 bilinmiyor. &
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Martin Gardner’in 1 Nisan Sakasi

Gardner’in haritasi (bes renk gerekiyor!)

artin Gardner 1953’ten emekliye ayrildig

1984’e kadar Scientific American dergisindeki
matematik kosesini yiriitmiis ve bir¢ok ilging yaziya
imza atmigtir. Akademinin i¢inden olmamakla birlik-
te matematik, fizik, felsefe ve daha bircok konuda 60
kitap yazmugtir. Kitaplar1 ginimizde yeni okurlari
hala cekmektedir. Renkli kisiligi kosesinde ara sira
yaptig1 sakalarda kendisini gostermektedir. Bunlar-
dan biri Nisan 1975°te yukardaki haritanin ancak bes
renge boyanacagini diinyaya duyurmasiydi!

Bircok Scientific American okuru bunun bir 1
Nisan sakasi oldugunun farkina varamamustir. Yillar
sonra Macalester Koleji'nden tnlii matematikgi cift
Stan Wagon ve Joan Hutchinson Martin Gardner’in
haritasindan esinlenerek bir dizi calisma yapmuislardir
[8, 9].

1980°de, kiitiphane Scientific American dergile-
rini karigtirirken yukardaki harita ilk kez goziime ilis-
tiginde, kalem kagit kullanmadan bir ¢irpida bunun
1 Nisan sakasi oldugunun farkina vardim. Siz de bu-
nu gorebiliyor musunuz?




