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Monte Carlo Yontemi

astgele say1 secme ilkesi lizerine kurulmus
Ralgoritmalara rastlantisal algoritmalar de-

nir. Her ne kadar yanit vermedikleri, hatta
kimileyin yanhs yanit verdikleri bile olsa, baz
problemler igin, rastlantisal algoritmalar kesin al-
goritmalara tercih edilebilirler, ¢iinkii daha basit-
tirler ve daha hizli ¢aligirlar.

n saysiyla ilgili bir algoritmanin 2” zamanda
sonuglanmasi bilgisayar biliminde pek arzu edil-
mez, ¢iinkii boyle bir algoritma cok yavas isler.
Ama daha kisa bir algoritma bilinmiyorsa ne yap-
mali? Rastlantisal algoritmalar bu hiz sorununa
kismi bir ¢oziim getirirler: yiizde ytiz dogruluktan
vazgecerek hizli algoritmalar bulabiliriz.

Elbette rastlantisal algoritmalarin ugaklarda
kullanilmamasinin biiyiik yararlari vardir!

Rastlantisal algoritmalar, Monte Carlo, Las
Vegas ve Sherwood olarak ti¢ ana baglikta topla-
nabilir.

Monte Carlo algoritmalar1 her zaman bir so-
nug verir ve sonucun dogruluk olasihigi program
calistikca artar. Ornegin her denemede yiizde 90
basari sansi varsa, iki denemede basari sansi yiizde
99’a ¢ikar.

Ote yandan Las Vegas algoritmalar1 yanlis so-
nug uretmezler, ama bazen hi¢ sonug tiretmezler.

Sherwood algoritmalari ise her zaman sonug
verir ve verdikleri sonu¢ dogrudur. Ancak Sherwo-
od algoritmalarinin uygulanabildigi problemler si-
nirhidir.

Problemin tiiriine ve beklenen sonucun 6nemi-
ne gore bu yontemlerden biri segilir. Biz bu yazi-
mizda Monte Carlo algoritmalarini inceleyecegiz.

Simdi cok bilinen bazi problemler iizerinde
Monte Carlo algoritmasinin ¢calismasini inceleyelim:

Baskin Eleman Problemi. Bir say1 dizisinde, sa-
yilarin yaridan fazlasi ayniysa, o elemana baskin

1 Istanbul Bilgi Universitesi Bilgisayar Boliimii 6gretim iiyesi.
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eleman denir. Bir dizideki baskin eleman: bulma

o

algoritmasi, en basit olarak tim elemanlarin diger-
leriyle karsilastirilmasi olabilir, bu da O(n log 7)
zaman alir.

Bu problem icin olusturulabilecek bir Monte
Carlo algoritmasti soyle olabilir: Programimiz, veri-
len » say1 arasindan rastgele bir say1 secsin. Eger
bu say1 verilen # sayinin en az yarisina esitse prog-
ram dursun ve yanit olarak bu sayiy1 versin. Eger
bu say1 verilen # sayinin en az yarisina esit degilse
program gene dursun ve yanit olarak “baskin ele-
man bulunamadi1” desin.

Eger problem “bulundu” yanitini verirse, bas-
kin eleman bulunmus demektir. “Bulunamadi” ya-
nitini verirse ya yanls eleman segilmistir ya da bas-
kin eleman yoktur.

Eger baskin eleman varsa, program en az yiiz-
de elli olasilikla baskin elemani sececektir ve dog-
ru yanit1 verecektir. Program beg kez calistirildigin-
da, programin baskin elemani bulma olasilig1 1 -
(1/2)S = 0,96875’tir, yani nerdeyse yiizde 97, fena
sayilmaz. Ve program 5z zamanda biter, olduk¢a
cabuk. Eger programi alti kez ¢aligtirirsak, dogru
yaniti bulma olasihgr 1 - (1/2)% = 0,984375°dir ve
program 67 zamanda biter.

Asallik Testi. Monte Carlo asallik testi algorit-
masi 2 ile Vi arasinda rastgele sayilar iiretir ve bu
sayilarin #’yi bolip bolmedigine bakar. Eger bolen
bir say1 bulunursa, # asal degildir. Ama tam bolen
bir say1 bulunamazsa, kesin olarak asaldir diyeme-
yiz. Bu algoritmanin ¢ok iyi bir algoritma oldugu
soylenemez. Ornegin, 60329 sayis1 23, 43 ve 61’in
carpimidir. Algoritma 2 ile 60329’un kokiine en
yakin tamsayi olan 245 arasinda rastgele sayilar
sececektir. Ancak bu aralikta sadece ii¢ say1 dogru
sonug tretilmesini saglar. Bu nedenle, bu 6rnekte-
ki Monte Carlo asallik testi algoritmasi ancak
%1,224 olasilikla dogru sonucu verir, hig¢ de iyi bir
sonug sayillmaz.
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Cizgelerin Parcalanis Sayisi. Bir ¢izgede, ¢ika-
rildig: taktirde ¢izgeyi iki parcaya bolecek olan ke-
narlardan olusan bir kiimeye o ¢izgenin parcalanig
kiimesi diyelim. Cizgenin pargalanig sayisi, bu kii-
melerin sahip olabilecegi en diisiik 6ge sayisidir.
Parcalanis sayisi, bir anlamda, ¢izgenin ne kadar
“saglam”, yani ne derece tekparca oldugu konu-
sunda bir fikir verir: Pargalanis sayis1 ne kadar bu-
yikse, ¢izge o kadar tekparcadir, noktalar o dere-

Parcalanis sayisi 1 olan bir ¢izge

Parcalanis sayisi 3 olan bir ¢izge

ce birbirine baglanmistir diyebiliriz. Ornegin, basit
bir dongtintin pargalanig sayisi sadece 2’dir. Oysa
K,, tamg¢izgesinin pargalanig sayist # — 1°dir; zaten
n noktali bir ¢izgenin pargalanig noktasi # — 1’den
daha biuiyiik olamaz. Parcalanis sayisi, elbette, nok-
talarin derecelerinin en kiigigiinden daha buyik
olamaz (ama ikinci ornekte goriildigi tizere daha
kiiciik olabilir).

Problemimiz bir ¢izgenin parcalanis sayisini
bulmak. Basit bir rastlantisal algoritma goyle ¢ali-
sir (D. Karger):

1-
(Bu xy kenarinin iki parcadan birinde oldugunu

G cizgesinden rastgele bir xy kenari seg.

umuyoruz.)
2-
kil), yani bu kenarin x ve y noktalarini tek nokta

Bu kenar1 buzigtir (bknz. asagidaki se-

yap, ama bu islem sirasinda elde edilen ¢oklu ke-
narlara dokunma, ayrica tekdongiileri kaldir.

3-
ma geri don. Yoksa, elinde kalan kenar sayisinin

iki noktadan fazla nokta varsa birinci adi-

parcalanis sayisi oldugunu iddia et.

X —re Y
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Program, ayni parcada kalacak olan noktalari
tek bir noktaya indirgemek istiyor, boylece en son-
da her iki pargayi temsilen elimizde iki nokta kala-
cak. Bu iki nokta arasindaki kenar sayisi da en az
parcalanig sayisidir elbette. Eger sansimiz yaver gi-
derse, program yandaki ¢izgeye uygulandiginda,
soldaki dort nokta tek bir noktaya, sagdaki bes
nokta da tek bir noktaya indirgenir ve geriye kalan
son iki nokta arasinda ii¢ kenar olur. Iste bu iig sa-
yis1 parcalanis sayisidir. Ancak burada sansimiz
yaver gitti, ki herhalde sansimizin yaver gitmesi de
az bir olasilik. Yukardaki yontem, parcalanig sayi-
sin1 Ui¢ olarak vermeyebilir (ama ti¢-
ten az veremez kesinlikle). Bu prog-
ramu birkag kez, diyelim 50 kez uy-
gularsak, ve alinan sonuglarin en ku-

¢iginin pargalanig sayist oldugunu Yukandaki
e gizgenin son
iddia edersek, o zaman gergek parca- hali

lanig sayisina daha yakin bir say1 bu-
luruz.

Bu tiir programlarin amaci, ¢ok ¢cok uzun za-
man alacak algoritmalarin yerine, ylizde bilmem-
kag olasilikla dogru yanit veren ve kisa siirede so-
na eren algoritmalar kullanmaktir. Dolayisiyla,
programin en az kag olasilikla dogru yanit verdigi-
ni bilmiyorsak, bu tir programlar higbir ise yara-
mazlar. Illa da programin dogru yanit verme olasi-
ligin1 bulmaliyiz, yoksa programin verdigi yanitin
higbir anlami olmaz.

Simdi programimizin hangi olasilikla en kiiciik
parcalanig sayisini bulacagini inceleyelim:

Onsav. Eger nokta sayisi n ise, rastgele secilen
bir kenarin bir en kiiciik parcalams kiimesinde ol-
ma olasiligi (yani yanlis kenar secme olasilignmiz)
en fazla 2/n’dir.

Kanit: Parcalanig kiimesinde & kenar oldugunu
varsayalim. O zaman her noktanin derecesi en az k
olur, dolayisiyla ¢izgemizde en az nk/2 kenar var-
dir. Demek ki secilen bir kenarin en kiiciik pargala-
nig kiimesinde olma olasiligi k/(nk/2) = 2/nw’dir. O

Teorem. Yukardaki algoritma, n noktals bir ¢iz-
ge icin en az 2In(n—1) olasilikla dogru yaniti verir.

Kanit: Cizgede bir parcalanig kiimesini sabitle-
yelim, bu kiimeye P diyelim. Algoritmamiz caligir-
ken, secilen kenarlarin bu P kiimesinin diginda kal-
masini isteyelim, ki en son kalan iki noktay1 birleg-
tiren kenarlar bu P kiimesinin kenarlar olsun. On-
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sava gore, ilk adim sonunda P digindan bir kenar
(yani dogru kenar) secme olasiligi en az 1 — 2/7’dir.
Ayni akil yurttmeyle, eger ilk i adimda program
hep dogru kenarlar1 segmigse, o zaman 7 — i nokta
kalan ¢izgede, gene P’den bir kenar segme olasiligi-

nimn €n az
n—(i+2)

n—i
oldugu goriilirr. Toparlayacak olursak, her adimda
dogru kenarlardan birini se¢me olasiligimiz en az
n-2 n-3 n-4 2 1 2
X X X—X - =—"_"_
n n-1 n-2 4 3 nn-1)

Xt

dir.

Bu algoritmay1 s kez calistirirsak ve verilen s

2

tahminin en kiiciiglinii alirsak, o zaman algoritma,
1-[1-——
[ nf

—1)]

olasilikla dogru yanitt verir. Eger n = 100 ise, ve

biz en az %90 olasilikla dogru yaniti istiyorsak,
deneme sayimizi bulmak igin,
2

] :1_(1_100000—D] :1_[ j

denklemini ¢ozmeliyiz. Basit bir hesap,
s = 1/logy((4950/4949) ~ 11396,6448 ~ 11397
yanitini verir.

4949
4950

0,9 :1—[1- —T

n noktali bir ¢izgede bu algoritmayla %90
dogru yanit istiyorsak, programin uzunlugunun
buiyiik O’su # cinsinden kag olur? #
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yas’ni gordii.
— O ne? diye sordu.

sin...
Kictimseyerek,
— Bunda siir yoktur, dedi.

Sagirdi. Gozleri guldu.
— Ben de yazayim! dedi.
— Yaz! dedim.

derginizde yer alabilir...
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— Matematik Diinyasi... dedim, olaganustii bir matematik dergisi, sen de okumali-

— Var! dedim ve i¢indeki siiri gosterdim.

Cantasindan bir not defteri ¢ikardi. Bir sayfa yirtip ekteki satirlar1 karaladi. Belki
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Gegenlerde Beyoglu’'nda koltugumun altinda Matematik Diinyasi’yla gezerken,
Kotii Sair Serafettin’e rastladim. Hogbesten sonra, koltugumun altindaki Matematik Diin-
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Giizel Stizer
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