Matematik Diinyasi, 2004 Yaz

Kapak Konusu: Halkalar, Asallar ve Indirgenemezler (2)

Ebob’'la Ekok

® En biiyiik ortak bolen (ebob)
ve en kiiciik ortak kat (ekok) daha il-
kokuldayken 6grendigimiz kavramlardir. Bu ya-

zida bu kavramlari daha matematiksel ve teorik
olarak ve belki de alisagelindiginden biraz degisik
olarak tanimlayacagz.

Bilindigi gibi, tamsayilar kiimesi Z ile simgelenir:

Z = {0, 41,42, 43, ...}

Eger n bir tamsayiysa, nZ, n’ye boliinen, yani
n’nin katlart olan tamsayilar kiimesini simgeler:

nZ={nz:z e Z} ={0, tn, £2n, +3n, ...}.
Ornegin, 7Z = { ..., -21,-14,-7,0, 7, 14, 21, ... }.

Asagida, nZ tirunden yazilan kiimelerin bir-
kag kolay ozelligini siraladik:

® Elbette (—1)Z = nZ. Bu sayede, eger istersek
ve isimize yarayacaksa, nZ’in #’sinin dogal say1 ol-
dugunu varsayabiliriz.

® Asagidaki kosullardan biri gergeklenirse
hepsi gerceklenir:

mZ < nZ; m € nZ; nlm.

® nZ = mZ esitligi sadece ve sadece #n = tm esit-
liklerinden biri gegerliyse gegerlidir.

® nu(mZ) = nmZ = m(nZ) (Burada n(mZ)in
hangi anlamda kullanildigt acik olmali: 72Z’in ele-
manlarinin 7’yle ¢arpiyoruz.)

® Eger a, b € nZ ise, a — b € nZ. Yani nZ bi-
¢iminde yazilan kiimeler ¢ikarma altinda kapali-
dirlar. Bunun tersi de dogrudur:

Onsav 1. Z’nin bos olmayan ve ¢ikarma altin-
da kapali ber A altkiimesi, bir n € Z icin (ashnda
bir ve bir tek n € N icin), nZ’ye esittir. Ayrica,

i. Eger A = {0} ise, n = O’dr.

il. Eger A = {0} ise, A = nZ egitligini saglayan tam
iki tamsayr vardir. Bunlardan biri n ise digeri —n’dir.

iii. Eger A = {0} ise ve n, A’nn en kiiciik pozi-
tif elemaniysa, A = nZ’dir.

Kanit: A, Z’nin ¢ikarma altinda kapali ve bog
olmayan bir altkiimesi olsun. A’dan bir g elemani
alalim. A ¢ikarma altinda kapali oldugundan 0 = a
—a € A. Dolayisiyla 0 € A.

Eger A = {0} ise, #’yi 0 almak yeterli. Bundan

boyle A’nin {0} olmadigini, baska elemanlar da
icerdigini varsayalim.

Eger x € A ise, —x de A’nin bir elemanidir,
cunki 0 € A oldugundan, —x = 0 — x € A. Dola-
yisiyla —A < A ve A’da pouzitif sayilar olmak zo-
runda.

Simdi 7, A’nin pozitif sayilarinin en kiigugi ol-
sun. A = nZ esitligini kanitlayacagiz.

Her seyden once A toplama altinda kapalidir,
yani x, y € A ise, x + y de A’nin bir elemanidir,
¢linkd, biraz once gordigumuz tizere, —y € A oldu-
gundan, x +y = x — (-y) € A.

nZ < A iliskisinin kanit1 artik kolay: A topla-
ma altinda kapali oldugundan ve n € A oldugun-
dan, n, 2n, 3n, ... € A. Ayrica —n € A oldugundan,
2(-n), 3(—n), 4(-n), ... € A, yani —n, —2n, -3n, ... €
A. 0’ A’nuin bir elemani oldugunu zaten biliyoruz.
Demek ki nZ — A.

Simdi A ¢ nZ iligkisini kanitlayalim. x € A ol-
sun. x’in nZ’te oldugunu kanitlayacagiz. Gerekirse
x yerine —x alarak, x’in pozitif oldugunu varsayabi-
liriz. x’i n’ye bolelim. n, x’te g kez olsun, kalan sa-
yiya da r diyelim: x = ng + r. (Herkesin bildigi bu
olguyu MD-2003-1V, sayfa 48-49’da kanitlamig-
tik). Buradag e Nver =0, 1, ..., n—1 dir. Daha 6n-
ce kanitladigimiz nq € nZ < A iliskisinden dolay1 ve
A ¢ikarma altinda kapali oldugundan, r = x — ng €
A. Demek ki 7, A’nin 0’la # — 1 arasinda bir elema-
ni. Ama n, A’nin en kiiciik pozitif sayisiydi. Bundan
r = 0 ¢ikar. Sonug olarak, x = nq + r = nq € nZ.

Bir n dogal sayisi icin A = nZ esitligini gordiik.
Eger nZ = mZ ise, n = +m olacagindan, A = nZ esit-
ligini saglayan bir tek 7 dogal sayis1 vardir. O

EKOK

nZ bi¢iminde yazilan altkiimelerin herhangi
ikisinin kesigsimi gene bu tiirden bir kiimedir; 6rne-
gin, 2Z N 3Z = 6Z, 2Z N 4Z = 4Z, 12Z ~ 30Z =
60Z. Simdi bunu kanitlayalim.

Onsav 2. a, b € Z olsun. aZ N bZ ¢ikarma al-
tinda kapalidir. Dolayisiyla bir m € Z icin, aZ N
bZ = mZ esitligi gecerlidir.
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Kanit: Her sey apacik olmali: aZ ve bZ ¢ikar-
ma altinda kapali olduklarindan kesisimleri de ¢1-
karma altinda kapalidir. Dolayisiyla, Onsav 1’e
gore aZ N bZ kumesi belli bir m € Z i¢in mZ ku-

mesine esittir. O

Yukardaki onsav sadece iki aZ ve bZ’nin kesi-
simi i¢in degil, aZ bi¢iminde yazilan herhangi sayi-
da kiimenin kesigimi igin de dogrudur, kolayca ka-
nitlanabilecegi tzere.

Eger a, b € Z verilmigse, aZ N bZ = mZ esitli-
gini saglayan m tamsayilarina, ki bunlardan genel-
de iki tane olur, a ve b’nin en kiiciik ortak kat1 de-
nir ve bu elemanlar ekok(a, b) olarak gosterilir.
Ornegin ekok(12, 8) = #24. Her ne kadar okullar-
da ¢ogunlukla ekok’un pozitif oldugu soylenirse
de, her soylenene kulak asmamak gerekir. En dog-
rusu, ekok(12, 8)’i £24 olarak, ya da {24, —24} ku-
mesi olarak tanimlamaktir.

Kolay birkag esitlik:

ekok(0, b) =0

ekok(1, b) = +b,

ekok(a, b) = ekok(b, a),

ekok(ax, bx) = ekok(a, b)x,

ekok(ekok(a, b), c) = ekok(a, ekok(b, c)).
Bu esitliklerin herbiri tanimin kendisinden cikar.
Son esitlik, (aZ N bZ) N cZ = aZ N (bZ N cZ) esitli-
ginden cikar. Dolayisiyla ekok((a, b),
ekok(a

Tanimdan da anlagilacag: tizere, ekok(a, b) =

¢) ya da
, (b, ¢)) yazacagimiza ekok(a, b, c) yazabiliriz.

+m ise hem a’ya hem de b’ye boliinen sayilar (yani
hem aZ’de hem de bZ’de olan sayilar) #’ye de bo-
luntir. Ayrica m € mZ = aZ N bZ c aZ oldugundan,
m, @’ya boluntir. Ayni sekilde 2, b’ye boluniir. De-
mek ki 72, hem @’ya hem de b’ye boliniir. Ayrica
lml, bu kosullar1 saglayan en kiiciik dogal sayidir,
yani m, a ve b’nin gercekten en kigiik ortak katidir:

Onsav 3. ekok(a, b)

yeter kosul lml’nin a ve b’ye boliinen en kiiciik do-

= tm esitligi icin gerek ve

gal sayi1 olmasidir.
Kamt: Once ekok(a, b) =
lim. a ve b’nin m’yi boldigini biliyoruz. Eger a ve

+m esitligini varsaya-

b, bir n tamsayisimi1 boltuyorlarsa, o zaman # € aZ
N bZ = mZ ve n, m’ye boluniir.

Simdi Iml, a ve b’nin boldugi en kiigiik dogal
say1 olsun. O zaman m € aZ ve m € bZ. Demek ki
mZ < aZ ve mZ < bZ. Yani mZ < aZ N bZ =
lekok(a, b)IZ. Ama bundan lekok(a, b)| < lml cikar.
Kosuldan dolay: lekok(a, b)| = lml. O
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EBOB
Onsav 4. a ve b iki tamsay: olsun. O zaman,
aZ + bZ kiimesi, yani {ax + by : x, y € Z} kiimesi
ctkarma altinda kapalidir. Dolayisiyla belli bir d e
Z icin, aZ + bZ = dZ esitligi gecerlidir.
Kanit: Her sey ¢ok agik. 0
Yukardaki onsav sadece iki aZ ve bZ sayi
kiimesinin toplami i¢in degil, aZ bigiminde yazilan
herhangi sayida kiimenin toplami i¢in de dogrudur.
Eger a, b € Z verilmisse, aZ + bZ = dZ esitligi-
ni saglayan d tamsayilarina a ve b’nin en biiyiik or-
tak boleni denir ve bu elemanlar ebob(a, b) olarak
gosterilir. Ornegin ebob(12, 8) = +4. Ebob hakin-
da kolay birkag esitlik:
ebob(0, b) = +b
ebob(1, b) =
ebob(a, b) = ebob(b a)
ebob(ax, bx) = ebob(a, b)x
ebob(ebob(a, b), ¢) = ebob(a, ebob(b, ¢)).
lebob(a, b)’nin anlami acik: ebob(a, b) kiime-
sinin herhangi bir elemaninin mutlak degeri.

Onsav 5. Eger a ya da b # 0 ise, lebob(a, b)|
hem a’y1 hem de b’yi bolen en biiyiik dogal sayidir.

Kanit: ebob(a, b) =+d olsun. a € aZ c aZ + bZ
= dZ iliskilerinden d’nin a’y1 boldugu c¢ikar. Ayni
sekilde d, b’yi de boler. Eger e, a ve b’yi boliyor-
larsa, 0 zaman aZ c eZ ve bZ c eZ, yanid € dZ =
aZ + bZ c eZ ve e, d’yi boler; yani, d # 0 oldugun-
dan, lel < 1dl. O

Onsav 6 (Bézout Onsavi). lebob(a, b)l = ax
+ by esitligini saglayan x,y € Z tamsayilar: var-
dwr. Ayrica eger a ya da b # 0 ise, lebob(a, b)l,
bu tiirden bir esitligin saglandigi en kiiciik pozi-
tif dogal sayidur.

Kanait: lebob(a, b)| € aZ + bZ oldugundan, x
ve y’nin varhigi bariz. lebob(a, b)l, aZ + bZ ki-
mesinin en kiiciik pozitif sayisi oldugundan (On-
[]

sav 1.iii), onsavin ikinci kismi da bariz.
Onsav 6’nin bir baska kanit1 i¢in bknz. MD-
2004-1, sayfa 16.

Eger ebob(a, b)
bolenleri sadece 1 ve —1 ise, 0 zaman, a ve b sayi-

=+1 ise, yani a ve b’nin ortak

larina aralarinda asal denir. Ornegin, 6 ve —35 ara-
larinda asaldir, ama 21 ve 49 aralarinda asal degil-
dirler.
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Bézout Onsavi'ndaki x ve y’den ciftinden bir-
den fazla vardir. Ornegin, lebob(12, 42)l = 6 ve
6=12x(=3)+42x 1 =12 x4 + 42 x (1)
Eger d = lebob(a, b)l ve ax + by = d ise, 0 zaman

her u, v € Z icin, a(x + bul/d) + b(y — auld) = d.

Onsav 7 (Bézout Onsavi). a ve b’nin birbirine
asal olmalari icin gerek ve yeter kosul ax + by = 1
esitligini saglayan x ve y sayilarmun olmasidir.

Kanit: Eger a ve b aralarinda asalsa, bir once-
ki 6nsavdan dolay1 ax + by = 1 kosulunu saglayan
x ve y sayilari vardir. Eger bu kosulu saglayan x ve
y sayilari varsa, o zaman a ve b’nin her ortak bole-
ni ax + by’nin de, yani I’in de bir bolenidir. Dola-
yisiyla @ ve b’nin ortak bolenleri sadece 1 ve —1’dir,

yani @’yla b aralarinda asaldir. O

Onsav 7, bize b’nin modiilo 4 tersini veriyor:
by =1 mod a.

Sonug 8. Eger ebob(a, b) = +d ise ald ve bld
birbirine asal iki tamsayidir.

Kamit: Onsav 6’ya gore, ax + by = d esitligini
saglayan x ve y tamsayilari vardir. Demek ki,
(ald)x + (bld)y = 1. Onsav 7’ye gore a/d ve b/d bir-
birine asaldirlar. O

Sonug 9. a, b ve c birer tamsay: ve d = lebob(a,
b)l olsun. Eger a, bc’yi bélityorsa o zaman a, cd’yi
boler.

Kanit: x ve y Onsav 6’daki gibi iki say1 olsun:
ax + by = d. Demek ki axc + byc = c¢d. Ama a sol
taraftaki hem axc hem de byc terimlerini boliyor.
Demek ki a, sag taraftaki cd’yi de boluyor. O

Algoritmalar

Once ebob(a, b)’yi bulma algoritmasini acikla-
yalim.

En basit yontemi bir 6rnekle gosterelim:

(210, 77) = (133, 77) = (56, 77) = (56, 21) =

(35,21) = (14, 21) = (14, 7) = (7, 7) = 7.
Simdi daha zor ama daha yapici bir yontem:

a ve b iki tamsay1 olsun. a = b ise lebob(a, b)l
= a ve bu durumda sorun yok. Demek ki a > b
esitsizligini varsayabiliriz. Eger b = 0 ise lebob(a,
b)l = a ve bu durumda da sorun yok. Demek ki a
> b > 0 egitsizligini de varsayabiliriz. Simdi, a’y1
b’ye bolelim: a = bg + r ve 0 < r < b. Elbette a ve
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b’yi bolen her say1 b ve 7’yi de boler. Ve b ve #’yi
bolen her say1 a ve b’yi de boler. Dolayisiyla
ebob(a, b) = ebob(b, 7). Demek ki ebob(a, b) ye-
rine ebob(b, 7)’yi bulmak yeterli. Sayilar kuguldi:
Eskiden a ve b’nin ebob’unu bulmak istiyorduk,
simdiyse b ve 7’nin. r = 0 ise sorun yok: ebob(a,
b) = ebob(b, r) = b. Eger r > 0 ise b’yi r’ye bole-
lim ve devam edelim.

Bu yo6ntemi 6nce bir 6rnekle gosterelim. a =
7980, b = 357 olsun:

7980 = 357 x 22 + 126

357 =126 x 2 + 105

126= 105 x 1+ 214

105= 21 x 5 + O.
Demek ki ebob(7980, 357) = ebob(357, 126) =
ebob(126, 105) = ebob(105, 21) = ebob(21, 0) =
21, en sondan bir 6nceki satirdaki kalan.

Genel yontem goyle. Siirekli bolme yapariz.
Once @’y1 b’ye boleriz; sonra b’yi bu bélmeden ka-
lana boleriz; sonra iki onceki bolmeden kalani bir
onceki bolmeden kalana béleriz... Bunu boyle de-
vam ederiz, ta ki kalan sifir olana dek. O zaman,
sifir olmadan bir onceki kalan (asagida 74, )

ebob(a, b)’dir:

a = bql +1’1 (1)
b = rgq, +n (2)
T = 1q3 +T3 (3)
Th2= Tp1qE +7% (k)
The1 = Tpdksl  +The1 — (k+1)
T, = rk+lqk+2+0. (k+2)

Boylece iki sayinin ebob’unu bulmus olduk.
Simdi ax + by = lebob(a, b)| esitligini saglayan
x ve y’yi bulalim.
Yazilimda diizen olsun diye r_y =a ve 7y = b
yazalim.
En sondan bir 6nceki, yani (k+1)-inci bolme-
den baslariz:
Thel = Tk-1 = Tk9k+1-
Bir sonraki adimda, 7;, yerine k-inci bélmeden elde
edilen 7}, = 7, — rp_1qy, esitligini yerlestiririz:
Thit = Tk = (The2 = Te-19k) k1
= 1p (1 + qp Gpst) = Tk-29k41-
Bir sonraki adimda, (k—1)-inci bolmeyi kullanarak
711’1 yok ederiz. Boylece teker teker 7’lerin endis-
leri kiigtiliir ve en sona
Thel =7T_1X + 19y = ax + by
bi¢iminde bir ifade kalir. 74,1 = ebob(a, b) oldugun-
dan istedigimiz x ve y’yi boylece bulmus oluruz.
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Bir onceki ornege bu yontemi uygulayacak

olursak,
21 =126 — 105
=126 — (357 - 126 x 2)
=126 x 3 — 357

= (7980 — 357 x 22) x 3 — 357

=7980x3-357x(22x3 +1)

=7980x 3 - 357 x 67
buluruz.

EBOB’la EKOK

Yukarda iki saymin ebob’unu hesaplamay1 6g-
rendik. Burada ekok’u nasil bulacagimizi gorece-
giz. Asagidaki ilging teorem hicbir ise yaramasa en
azindan bu ise yarar.

Teorem 10. lebob(a, b)ekok(a, b)| = labl.

Kanit: g ya da b’den biri O ise, ekok(a, b) = 0
oldugundan, bu durumda teorem dogru. Simdi ne
@’nin ne de b’nin 0 oldugunu vasayalim. Gerekirse
a yerine —a, b yerine —b alarak, a ve b’nin her iki-
sinin de pozitif oldugunu varsayabiliriz.

lebob(a, b)l = d olsun. d, a’y1 bolduginden,
abld bir dogal sayidir. abl/d = lekok(a, b)| esitligini
kanitlayacagiz.

abld = (ald)b = a(bld) esitliklerinden, a ve b’nin
abld’yi boldiigii anlasilir. Onsav 3’e gore, ab/d’nin
@’nin ve b’nin boldugi en kiguk dogal say1 oldu-
gunu kanitlamaliyiz. e, a ve b’nin boldugu pozitif
bir say1 olsun. ab/d’nin ¢€’yi boldugint kanitlaya-

Ekok Matrisleri

S sonlu bir pozitif dogal say1 kiimesi olsun.
, X, ise, M(S) = (ekok(x;, xi))i,j
olsun. M(S), » x n boyutunda bir matristir.

Eger S = {xq, ...
1992’de Bourque ve Ligh, eger her x, y € S i¢in
obeb(x, y) € S ise, det(M(S)) # 0 sanisini ortaya
attilar. 7 < 8 ise san1 gercekten dogru, ancak Ha-
ukkanen, Wang ve Sillanpaa saninin # = 8 i¢in
yanhshgimi S = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 45, 48} kar-
siornegiyle 1997°de gosterdiler. 1999°da S.
Hong her 7 > 8 icin bir karsiornek buldu.

Sani yanlig ama gene de ekok matrisleriyle
sayilar kuraminin 6nemli fonksiyonlarini iceren
ilging esitlikler elde edilir.

Yukardaki bilgileri bize aktaran konunun
uzmanlarindan Gazi Universitesi’nden Ercan Al-
tinigik’a tesekkiirler. v
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cagiz ve boylece abld < e esitsizligini kanitlamig
olacagiz.

a ve b, e’yi boldugiine gore, x ve y tamsayilari
icin, e = ax = by esitlikleri gecerlidir. Demek ki a,
by’yi boliyor. Sonu¢ 9’a gore a, yd’yi de boler.
Bundan a/d’nin y’yi boldugu ¢ikar. Dolayisiyla
abld, by’yi, yani e’yi boler. i

Ahgtirmalar

1. lebob(a, b)l = 18 ve lekok(a, b)|l = 270 iligki-
lerini saglayan tiim a ve b dogal sayilarini bulun.

2. lekok(p™, p™)l/lebob(p™, pm)l = plr—l esitli-
gini kanitlayin.

3. Eger ebob(ay, ay, ..., a,) = d ise,

A1x1 + ayxy + . + ayx, =d

esitligini saglayan x4, x,, ..., x,, tamsayilarinin var-
ligint kanitlayin.

Davud Yildizi Teoremi

1972°de Gould, her 1 < k < n dogal sayilar:

T e (A G

esitligini gosterdi. Bu esitligi Davud yildiziyla
gorsellestirebiliriz:

()

(%) (1)
X=X
) (
(1)

Daha sonra bu sonug D. Singmaster tarafin-

)l
(N

olarak genisletilmigtir. Daha genel bir sonug

n+1

k

dan,

i

icin, [Hitotumatu ve Sato, Expansion of the Star
of David Theorem of H. W. Gould and David
Singmaster, Abstracts Amer. Math. Soc. sayfa
A-377, 1075]’e bakin. v



