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En büyük ortak bölen (ebob)

ve en küçük ortak kat (ekok) daha il-

kokuldayken ö¤rendi¤imiz kavramlard›r. Bu ya-

z›da bu kavramlar› daha matematiksel ve teorik

olarak ve belki de al›flagelindi¤inden biraz de¤iflik

olarak tan›mlayaca¤›z.

Bilindi¤i gibi, tamsay›lar kümesi Z ile simgelenir:

Z = {0, ±1, ±2, ±3, ...}.

E¤er n bir tamsay›ysa, nZ, n’ye bölünen, yani

n’nin katlar› olan tamsay›lar kümesini simgeler:

nZ = {nz : z ∈ Z} = {0, ±n, ±2n, ±3n, ...}.

Örne¤in, 7Z = { ..., −21, −14, −7, 0, 7, 14, 21, ... }.

Afla¤›da, nZ türünden yaz›lan kümelerin bir-

kaç kolay özelli¤ini s›ralad›k:

• Elbette (−n)Z = nZ. Bu sayede, e¤er istersek

ve iflimize yarayacaksa, nZ’in n’sinin do¤al say› ol-

du¤unu varsayabiliriz.

• Afla¤›daki koflullardan biri gerçeklenirse

hepsi gerçeklenir:

mZ ⊆ nZ; m ∈ nZ; n|m.

• nZ = mZ eflitli¤i sadece ve sadece n = ±m eflit-

liklerinden biri geçerliyse geçerlidir.

• n(mZ) = nmZ = m(nZ) (Burada n(mZ)’in

hangi anlamda kullan›ld›¤› aç›k olmal›: mZ’in ele-

manlar›n›n n’yle çarp›yoruz.)

• E¤er a, b ∈ nZ ise, a − b ∈ nZ. Yani nZ bi-

çiminde yaz›lan kümeler ç›karma alt›nda kapal›-

d›rlar. Bunun tersi de do¤rudur:

Önsav 1. Z’nin bofl olmayan ve ç›karma alt›n-

da kapal› her A altkümesi, bir n ∈ Z için (asl›nda

bir ve bir tek n ∈ N için), nZ’ye eflittir. Ayr›ca,

i. E¤er A = {0} ise, n = 0’d›r.

ii. E¤er A ≠ {0} ise, A = nZ eflitli¤ini sa¤layan tam

iki tamsay› vard›r. Bunlardan biri n ise di¤eri −n’dir. 

iii. E¤er A ≠ {0} ise ve n, A’n›n en küçük pozi-

tif eleman›ysa, A = nZ’dir.

Kan›t: A, Z’nin ç›karma alt›nda kapal› ve bofl

olmayan bir altkümesi olsun. A’dan bir a eleman›

alal›m. A ç›karma alt›nda kapal› oldu¤undan 0 = a

− a ∈ A. Dolay›s›yla 0 ∈ A.

E¤er A = {0} ise, n’yi 0 almak yeterli. Bundan

böyle A’n›n {0} olmad›¤›n›, baflka elemanlar da

içerdi¤ini varsayal›m.

E¤er x ∈ A ise, −x de A’n›n bir eleman›d›r,

çünkü 0 ∈ A oldu¤undan, −x = 0 − x ∈ A. Dola-

y›s›yla −A ⊆ A ve A’da pozitif say›lar olmak zo-

runda.

fiimdi n, A’n›n pozitif say›lar›n›n en küçü¤ü ol-

sun. A = nZ eflitli¤ini kan›tlayaca¤›z.

Her fleyden önce A toplama alt›nda kapal›d›r,

yani x, y ∈ A ise, x + y de A’n›n bir eleman›d›r,

çünkü, biraz önce gördü¤ümüz üzere, −y ∈ A oldu-

¤undan, x + y = x − (−y) ∈ A.

nZ ⊆ A iliflkisinin kan›t› art›k kolay: A topla-

ma alt›nda kapal› oldu¤undan ve n ∈ A oldu¤un-

dan, n, 2n, 3n, ... ∈ A. Ayr›ca −n ∈ A oldu¤undan,

2(−n), 3(−n), 4(−n), ... ∈ A, yani −n, −2n, −3n, ... ∈
A. 0’›n A’n›n bir eleman› oldu¤unu zaten biliyoruz.

Demek ki nZ ⊆ A.

fiimdi A ⊆ nZ iliflkisini kan›tlayal›m. x ∈ A ol-

sun. x’in nZ’te oldu¤unu kan›tlayaca¤›z. Gerekirse

x yerine −x alarak, x’in pozitif oldu¤unu varsayabi-

liriz. x’i n’ye bölelim. n, x’te q kez olsun, kalan sa-

y›ya da r diyelim: x = nq + r. (Herkesin bildi¤i bu

olguyu MD−2003−IV, sayfa 48−49’da kan›tlam›fl-

t›k). Burada q ∈N ve r = 0, 1, ..., n−1 dir. Daha ön-

ce kan›tlad›¤›m›z nq ∈ nZ ⊆ A iliflkisinden dolay› ve

A ç›karma alt›nda kapal› oldu¤undan, r = x − nq ∈
A. Demek ki r, A’n›n 0’la n − 1 aras›nda bir elema-

n›. Ama n, A’n›n en küçük pozitif say›s›yd›. Bundan

r = 0 ç›kar. Sonuç olarak, x = nq + r = nq ∈ nZ.

Bir n do¤al say›s› için A = nZ eflitli¤ini gördük.

E¤er nZ = mZ ise, n = ±m olaca¤›ndan, A = nZ eflit-

li¤ini sa¤layan bir tek n do¤al say›s› vard›r. ■■

EKOK

nZ biçiminde yaz›lan altkümelerin herhangi

ikisinin kesiflimi gene bu türden bir kümedir; örne-

¤in, 2Z ∩ 3Z = 6Z, 2Z ∩ 4Z = 4Z, 12Z ∩ 30Z =

60Z. fiimdi bunu kan›tlayal›m.

Önsav 2. a, b ∈ Z olsun. aZ ∩ bZ ç›karma al-

t›nda kapal›d›r. Dolay›s›yla bir m ∈ Z için, aZ ∩
bZ = mZ eflitli¤i geçerlidir.
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Kan›t: Her fley apaç›k olmal›: aZ ve bZ ç›kar-

ma alt›nda kapal› olduklar›ndan kesiflimleri de ç›-

karma alt›nda kapal›d›r. Dolay›s›yla, Önsav 1’e

göre aZ ∩ bZ kümesi belli bir m ∈ Z için mZ kü-

mesine eflittir. ■■

Yukardaki önsav sadece iki aZ ve bZ’nin kesi-

flimi için de¤il, aZ biçiminde yaz›lan herhangi say›-

da kümenin kesiflimi için de do¤rudur, kolayca ka-

n›tlanabilece¤i üzere.

E¤er a, b ∈ Z verilmiflse, aZ ∩ bZ = mZ eflitli-

¤ini sa¤layan m tamsay›lar›na, ki bunlardan genel-

de iki tane olur, a ve b’nin en küçük ortak kat› de-

nir ve bu elemanlar ekok(a, b) olarak gösterilir.

Örne¤in ekok(12, 8) = ±24. Her ne kadar okullar-

da ço¤unlukla ekok’un pozitif oldu¤u söylenirse

de, her söylenene kulak asmamak gerekir. En do¤-

rusu, ekok(12, 8)’i ±24 olarak, ya da {24, −24} kü-

mesi olarak tan›mlamakt›r.

Kolay birkaç eflitlik:

ekok(0, b) = 0, 

ekok(1, b) = ±b,

ekok(a, b) = ekok(b, a),

ekok(ax, bx) = ekok(a, b)x,

ekok(ekok(a, b), c) = ekok(a, ekok(b, c)).

Bu eflitliklerin herbiri tan›m›n kendisinden ç›kar.

Son eflitlik, (aZ ∩ bZ) ∩ cZ = aZ ∩ (bZ ∩ cZ) eflitli-

¤inden ç›kar. Dolay›s›yla ekok((a, b), c) ya da

ekok(a, (b, c)) yazaca¤›m›za ekok(a, b, c) yazabiliriz.

Tan›mdan da anlafl›laca¤› üzere, ekok(a, b) =

±m ise hem a’ya hem de b’ye bölünen say›lar (yani

hem aZ’de hem de bZ’de olan say›lar) m’ye de bö-

lünür. Ayr›ca m ∈mZ = aZ∩ bZ ⊆ aZ oldu¤undan,

m, a’ya bölünür. Ayn› flekilde m, b’ye bölünür. De-

mek ki m, hem a’ya hem de b’ye bölünür. Ayr›ca

|m|, bu koflullar› sa¤layan en küçük do¤al say›d›r,

yani m, a ve b’nin gerçekten en küçük ortak kat›d›r:

Önsav 3. ekok(a, b) = ±m eflitli¤i için gerek ve

yeter koflul |m|’nin a ve b’ye bölünen en küçük do-

¤al say› olmas›d›r.

Kan›t: Önce ekok(a, b) = ±m eflitli¤ini varsaya-

l›m. a ve b’nin m’yi böldü¤ünü biliyoruz. E¤er a ve

b, bir n tamsay›s›n› bölüyorlarsa, o zaman n ∈ aZ

∩ bZ = mZ ve n, m’ye bölünür.

fiimdi |m|, a ve b’nin böldü¤ü en küçük do¤al

say› olsun. O zaman m ∈ aZ ve m ∈ bZ. Demek ki

mZ ⊆ aZ ve mZ ⊆ bZ. Yani mZ ⊆ aZ ∩ bZ =
|ekok(a, b)|Z. Ama bundan |ekok(a, b)| ≤ |m| ç›kar.

Kofluldan dolay› |ekok(a, b)| = |m|. ■■

EBOB

Önsav 4. a ve b iki tamsay› olsun. O zaman,

aZ + bZ kümesi, yani {ax + by : x, y ∈ Z} kümesi

ç›karma alt›nda kapal›d›r. Dolay›s›yla belli bir d ∈
Z için, aZ + bZ = dZ eflitli¤i geçerlidir.

Kan›t: Her fley çok aç›k. ■■

Yukardaki önsav sadece iki aZ ve bZ say›

kümesinin toplam› için de¤il, aZ biçiminde yaz›lan

herhangi say›da kümenin toplam› için de do¤rudur.

E¤er a, b ∈ Z verilmiflse, aZ + bZ = dZ eflitli¤i-

ni sa¤layan d tamsay›lar›na a ve b’nin en büyük or-

tak böleni denir ve bu elemanlar ebob(a, b) olarak

gösterilir. Örne¤in ebob(12, 8) = ±4. Ebob hak›n-

da kolay birkaç eflitlik:

ebob(0, b) = ±b, 

ebob(1, b) = ±1,

ebob(a, b) = ebob(b, a)

ebob(ax, bx) = ebob(a, b)x

ebob(ebob(a, b), c) = ebob(a, ebob(b, c)).

|ebob(a, b)|’nin anlam› aç›k: ebob(a, b) küme-

sinin herhangi bir eleman›n›n mutlak de¤eri.

Önsav 5. E¤er a ya da b ≠ 0 ise, |ebob(a, b)|

hem a’y› hem de b’yi bölen en büyük do¤al say›d›r.

Kan›t: ebob(a, b) = ±d olsun. a ∈ aZ ⊆ aZ + bZ

= dZ iliflkilerinden d’nin a’y› böldü¤ü ç›kar. Ayn›

flekilde d, b’yi de böler. E¤er e, a ve b’yi bölüyor-

larsa, o zaman aZ ⊆ eZ ve bZ ⊆ eZ, yani d ∈ dZ =

aZ + bZ ⊆ eZ ve e, d’yi böler; yani, d ≠ 0 oldu¤un-

dan, |e| ≤ |d|. ■■

Önsav 6’n›n bir baflka kan›t› için bknz. MD-

2004-I, sayfa 16.

E¤er ebob(a, b) = ±1 ise, yani a ve b’nin ortak

bölenleri sadece 1 ve −1 ise, o zaman, a ve b say›-

lar›na aralar›nda asal denir. Örne¤in, 6 ve −35 ara-

lar›nda asald›r, ama 21 ve 49 aralar›nda asal de¤il-

dirler.
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Önsav 6 (Bézout Önsav›). |ebob(a, b)| = ax

+ by eflitli¤ini sa¤layan x, y ∈ Z tamsay›lar› var-

d›r. Ayr›ca e¤er a ya da b ≠ 0 ise, |ebob(a, b)|,

bu türden bir eflitli¤in sa¤land›¤› en küçük pozi-

tif do¤al say›d›r.

Kan›t: |ebob(a, b)| ∈ aZ + bZ oldu¤undan, x

ve y’nin varl›¤› bariz. |ebob(a, b)|, aZ + bZ kü-

mesinin en küçük pozitif say›s› oldu¤undan (Ön-

sav 1.iii), önsav›n ikinci k›sm› da bariz.



Önsav 7 (Bézout Önsav›). a ve b’nin birbirine

asal olmalar› için gerek ve yeter koflul ax + by = 1

eflitli¤ini sa¤layan x ve y say›lar›n›n olmas›d›r.

Kan›t: E¤er a ve b aralar›nda asalsa, bir önce-

ki önsavdan dolay› ax + by = 1 koflulunu sa¤layan

x ve y say›lar› vard›r. E¤er bu koflulu sa¤layan x ve

y say›lar› varsa, o zaman a ve b’nin her ortak böle-

ni ax + by’nin de, yani 1’in de bir bölenidir. Dola-

y›s›yla a ve b’nin ortak bölenleri sadece 1 ve −1’dir,

yani a’yla b aralar›nda asald›r. ■■

Sonuç 8. E¤er ebob(a, b) = ±d ise a/d ve b/d

birbirine asal iki tamsay›d›r.

Kan›t: Önsav 6’ya göre, ax + by = d eflitli¤ini

sa¤layan x ve y tamsay›lar› vard›r. Demek ki,

(a/d)x + (b/d)y = 1. Önsav 7’ye göre a/d ve b/d bir-

birine asald›rlar. ■■

Sonuç 9. a, b ve c birer tamsay› ve d = |ebob(a,

b)| olsun. E¤er a, bc’yi bölüyorsa o zaman a, cd’yi

böler.

Kan›t: x ve y Önsav 6’daki gibi iki say› olsun:

ax + by = d. Demek ki axc + byc = cd. Ama a sol

taraftaki hem axc hem de byc terimlerini bölüyor.

Demek ki a, sa¤ taraftaki cd’yi de bölüyor. ■■

Algoritmalar

Önce ebob(a, b)’yi bulma algoritmas›n› aç›kla-

yal›m.

En basit yöntemi bir örnekle gösterelim:

(210, 77) = (133, 77) = (56, 77) = (56, 21) =

(35, 21) = (14, 21) = (14, 7) = (7, 7) = 7.

fiimdi daha zor ama daha yap›c› bir yöntem:

a ve b iki tamsay› olsun. a = b ise |ebob(a, b)|

= a ve bu durumda sorun yok. Demek ki a > b

eflitsizli¤ini varsayabiliriz. E¤er b = 0 ise |ebob(a,

b)| = a ve bu durumda da sorun yok. Demek ki a

> b > 0 eflitsizli¤ini de varsayabiliriz. fiimdi, a’y›

b’ye bölelim: a = bq + r ve 0 ≤ r < b. Elbette a ve

b’yi bölen her say› b ve r’yi de böler. Ve b ve r’yi

bölen her say› a ve b’yi de böler. Dolay›s›yla

ebob(a, b) = ebob(b, r). Demek ki ebob(a, b) ye-

rine ebob(b, r)’yi bulmak yeterli. Say›lar küçüldü:

Eskiden a ve b’nin ebob’unu bulmak istiyorduk,

flimdiyse b ve r’nin. r = 0 ise sorun yok: ebob(a,

b) = ebob(b, r) = b. E¤er r > 0 ise b’yi r’ye böle-

lim ve devam edelim. 

Bu yöntemi önce bir örnekle gösterelim. a =

7980, b = 357 olsun:

7980 = 357 × 22 + 126

357 = 126 × 2 + 105

126 = 105 × 1 + 21

105 = 21 × 5 + 0.

Demek ki ebob(7980, 357) = ebob(357, 126) =

ebob(126, 105) = ebob(105, 21) = ebob(21, 0) =

21, en sondan bir önceki sat›rdaki kalan.

Genel yöntem flöyle. Sürekli bölme yapar›z.

Önce a’y› b’ye böleriz; sonra b’yi bu bölmeden ka-

lana böleriz; sonra iki önceki bölmeden kalan› bir

önceki bölmeden kalana böleriz... Bunu böyle de-

vam ederiz, ta ki kalan s›f›r olana dek. O zaman,

s›f›r olmadan bir önceki kalan (afla¤›da rk+1)

ebob(a, b)’dir:

a = bq1 + r1 (1)

b = r1q2 + r2 (2)

r1 = r2q3 + r3 (3)

...

rk−2 = rk−1qk + rk (k)

rk−1 = rkqk+1 + rk+1 (k+1)

rk = rk+1qk+2 + 0. (k+2)

Böylece iki say›n›n ebob’unu bulmufl olduk. 

fiimdi ax + by = |ebob(a, b)| eflitli¤ini sa¤layan

x ve y’yi bulal›m.

Yaz›l›mda düzen olsun diye r−1 = a ve r0 = b

yazal›m.

En sondan bir önceki, yani (k+1)-inci bölme-

den bafllar›z:

rk+1 = rk−1 − rkqk+1.

Bir sonraki ad›mda, rk yerine k-inci bölmeden elde

edilen rk = rk−2 − rk−1qk eflitli¤ini yerlefltiririz:

rk+1 = rk−1 − (rk−2 − rk−1qk)qk+1

= rk−1(1 + qk qk+1) − rk−2qk+1.

Bir sonraki ad›mda, (k−1)-inci bölmeyi kullanarak

rk−1’i yok ederiz. Böylece teker teker r’lerin endis-

leri küçülür ve en sona

rk+1 = r−1x + r0y = ax + by

biçiminde bir ifade kal›r. rk+1 = ebob(a, b) oldu¤un-

dan istedi¤imiz x ve y’yi böylece bulmufl oluruz.
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Önsav 7, bize b’nin modülo a tersini veriyor: 

by ≡ 1 mod a.

Bézout Önsav›’ndaki x ve y’den çiftinden bir-

den fazla vard›r. Örne¤in, |ebob(12, 42)| = 6 ve 

6 = 12 × (–3) + 42 × 1 = 12 × 4 + 42 × (–1)

E¤er d = |ebob(a, b)| ve ax + by = d ise, o zaman

her u, v ∈ Z için, a(x + bu/d) + b(y − au/d) = d.



Bir önceki örne¤e bu yöntemi uygulayacak

olursak,

21 = 126 − 105

= 126 − (357 − 126 × 2)

= 126 × 3 − 357

= (7980 − 357 × 22) × 3 − 357

= 7980 × 3 − 357 × (22 × 3 + 1)

= 7980 × 3 − 357 × 67

buluruz.

EBOB’la EKOK

Yukarda iki say›n›n ebob’unu hesaplamay› ö¤-

rendik. Burada ekok’u nas›l bulaca¤›m›z› görece-

¤iz. Afla¤›daki ilginç teorem hiçbir ifle yaramasa en

az›ndan bu ifle yarar.

Teorem 10. |ebob(a, b)ekok(a, b)| = |ab|.

Kan›t: a ya da b’den biri 0 ise, ekok(a, b) = 0

oldu¤undan, bu durumda teorem do¤ru. fiimdi ne

a’n›n ne de b’nin 0 oldu¤unu vasayal›m. Gerekirse

a yerine −a, b yerine −b alarak, a ve b’nin her iki-

sinin de pozitif oldu¤unu varsayabiliriz.

|ebob(a, b)| = d olsun. d, a’y› böldü¤ünden,

ab/d bir do¤al say›d›r. ab/d = |ekok(a, b)| eflitli¤ini

kan›tlayaca¤›z.

ab/d = (a/d)b = a(b/d) eflitliklerinden, a ve b’nin

ab/d’yi böldü¤ü anlafl›l›r. Önsav 3’e göre, ab/d’nin

a’n›n ve b’nin böldü¤ü en küçük do¤al say› oldu-

¤unu kan›tlamal›y›z. e, a ve b’nin böldü¤ü pozitif

bir say› olsun. ab/d’nin e’yi böldü¤ünü kan›tlaya-

ca¤›z ve böylece ab/d ≤ e eflitsizli¤ini kan›tlam›fl

olaca¤›z.

a ve b, e’yi böldü¤üne göre, x ve y tamsay›lar›

için, e = ax = by eflitlikleri geçerlidir. Demek ki a,

by’yi bölüyor. Sonuç 9’a göre a, yd’yi de böler.

Bundan a/d’nin y’yi böldü¤ü ç›kar. Dolay›s›yla

ab/d, by’yi, yani e’yi böler. ■■

Al›flt›rmalar

1. |ebob(a, b)| = 18 ve |ekok(a, b)| = 270 iliflki-

lerini sa¤layan tüm a ve b do¤al say›lar›n› bulun.

2. |ekok(pn, pm)|/|ebob(pn, pm)| = p|n−m| eflitli-

¤ini kan›tlay›n.

3. E¤er ebob(a1, a2, ..., an) = d ise, 

a1x1 + a2x2 + ... + anxn = d

eflitli¤ini sa¤layan x1, x2, ..., xn tamsay›lar›n›n var-

l›¤›n› kan›tlay›n. ♥

12

Matematik Dünyas›, 2004 Yaz

Davud Y›ld›z› Teoremi

1972’de Gould, her 1 ≤ k < n do¤al say›lar›

için,

eflitli¤ini gösterdi. Bu eflitli¤i Davud y›ld›z›yla

görsellefltirebiliriz:

Daha sonra bu sonuç D. Singmaster taraf›n-

dan,

olarak geniflletilmifltir. Daha genel bir sonuç

için, [Hitotumatu ve Sato, Expansion of the Star

of David Theorem of H. W. Gould and David

Singmaster, Abstracts Amer. Math. Soc. sayfa

A-377, 1075]’e bak›n. ♥

n
k( )

n−1
k( )

n
k+1( )

n+1
k+1( )

n+1
k( ))n−1

k−1(

n
k−1( )

Ekok Matrisleri
S sonlu bir pozitif do¤al say› kümesi olsun.

E¤er S = {x1, ..., xn} ise, M(S) = (ekok(xi, xi))i,j
olsun. M(S), n × n boyutunda bir matristir.

1992’de Bourque ve Ligh, e¤er her x, y ∈ S için

obeb(x, y) ∈ S ise, det(M(S)) ≠ 0 san›s›n› ortaya

att›lar. n < 8 ise san› gerçekten do¤ru, ancak Ha-

ukkanen, Wang ve Sillanpaa san›n›n n = 8 için

yanl›fll›¤›n› S = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 45, 48} kar-

fl›örne¤iyle 1997’de gösterdiler. 1999’da S.

Hong her n ≥ 8 için bir karfl›örnek buldu.

San› yanl›fl ama gene de ekok matrisleriyle

say›lar kuram›n›n önemli fonksiyonlar›n› içeren

ilginç eflitlikler elde edilir.

Yukardaki bilgileri bize aktaran konunun

uzmanlar›ndan Gazi Üniversitesi’nden Ercan Al-

t›n›fl›k’a teflekkürler. ♥


