
Tarihçe. Çin matematik-

çisi Sun Zi (yaflad›¤› kesin tarihler bi-

linmiyor, 400-460 y›llar› aras›nda, belki daha da

erken yaflam›fl olabilir) flu soruyu sorar: Bir say› 3’e

bölündü¤ünde 2 kal›yor, 5’e bölündü¤ünde 3 kal›-

yor, 7’ye bölündü¤ünde de 2 kal›yor. Say› kaçt›r?

Modern matematik dilinde bu soru,

x ≡ 2 mod 3

x ≡ 3 mod 5

x ≡ 2 mod 7

denkliklerini çözmeye eflde¤erdir. Bu yaz›da bu tür

denkliklerin ne zaman bir çözümü oldu¤unu ve çö-

züm oldu¤unda çözümün nas›l bulundu¤unu göre-

ce¤iz.

x = 23, Sun Zi’nin probleminin bir çözümüdür.

Ama x = 128 de bir çözümdür. Baflka çözümler de

vard›r. Tüm çözümler 23 + 105u biçiminde yaz›la-

bilir.

‹lginçtir, Sun Zi önce x = 233 yan›t›n› bulur,

sonra 233’ten ç›karabildi¤i kadar 105’i (3 × 5 × 7 =

105) ç›kararak 23 yan›t›na var›r.

‹ki yüzy›l kadar sonra, Hintli matematikçi

Brahmagupta (do¤umu 598) flu soruyu sorar: Yafll›

ve yoksul bir kad›n pazardan bir sepet yumurta al›r.

Ama bir at sepeti ezip içindeki yumurtalar› k›rar.

Süvari paras›n› ödemek için yafll› kad›na sepette kaç

yumurta oldu¤unu sorar. Yafll› kad›n yumurta say›-

s›n› an›msamamaktad›r ama yumurtalar› ikifler iki-

fler ç›kard›¤›nda geriye bir yumurta kald›¤›n› an›m-

sar. Ayn› fley yumurtalar› üçer, dörder, befler ve al-

t›flar ç›kard›¤›nda da bafl›na gelmifltir, hep bir art-

m›flt›r. Ama yedifler yedifler ç›kard›¤›nda geriye yu-

murta kalmam›flt›r. Yafll› kad›n›n sepetinde kaç yu-

murta olabilir?

Bu kez,

x ≡ 1 mod 2

x ≡ 1 mod 3

x ≡ 1 mod 4

x ≡ 1 mod 5

x ≡ 1 mod 6

x ≡ 0 mod 7

denkliklerini çözmeliyiz. Bu tür denkliklerin tüm

çözümlerini bulaca¤›z. 301, bu sorunun yan›tlar›n-

dan biridir. Ayr›ca 301’e eklenen 420’nin tüm kat-

lar› bir baflka yan›t verir. Görece¤imiz üzere bunlar-

dan baflka da yan›t yoktur.

Bir söylentiye göre, Eski Yunanl›lar bu tür denk-

likleri çözmesini Çinlilerden önce biliyorlarm›fl...

Söylentilere dayanmaya bafllayan tarihi kesip,

kesin olan matemati¤e bafllayal›m.

Sun Zi’nin Probleminin Çözümü. Sun Zi’nin so-

rusunu matematiksel olarak çözelim. Önce soruyu

an›msatal›m:

x ≡ 2 mod 3

x ≡ 3 mod 5

x ≡ 2 mod 7

denkliklerini çözmek istiyoruz.

Birinci denklikten, bir t ∈ Z için,

x = 3t + 2

buluruz. Bunu ikinci denkli¤e yerlefltirirsek,

3t + 2 ≡ 3 mod 5,

yani

3t ≡ 1 mod 5

buluruz. Her iki taraf› da 2’yle çarparsak (2, 3’ün

modülo 5 tersidir: 2 × 3 ≡ 1 mod 5),

t ≡ 2 mod 5

buluruz. Demek ki, belli bir s ∈ Z için,

t = 5s + 2.

Bunu yukardaki x = 3t +2 eflitli¤ine yerlefltirirsek,

x = 15s + 8

buluruz. Bunu da üçüncü denkleme yerlefltirelim:

15s + 8 ≡ 2 mod 7,

yani

s ≡ 15s ≡ −6 ≡ 1 mod 7

buluruz. Demek ki, belli bir u ∈ Z için,

s ≡ 7u + 1.

Bunu x = 15s + 8’e yerlefltirirsek,

x ≡ 105u + 23

bulunur. En küçük pozitif çözüm u = 0 içindir, yani

23’tür. Denklikleri teker teker çözme ilkesine daya-

nan, ilkel ve oldukça karmafl›k bir çözüm...

Sun Zi bu soruyu bizden daha ak›ll› bir biçim-

de çözer. Önce, 
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a ≡ 1 mod 3, b ≡ 0 mod 3, c ≡ 0 mod 3,

a ≡ 0 mod 5, b ≡ 1 mod 5, c ≡ 0 mod 5,

a ≡ 0 mod 7, b ≡ 0 mod 7, c ≡ 1 mod 7

denkliklerini sa¤layan a, b ve c say›lar›n› bulur: a =

70, b = 21, c = 15 bu denklikleri sa¤lar. fiimdi x =

2a + 3b + 2c, yukardaki üç denkli¤in üçünü de sa¤-

lar. Dikkat edilirse, a, b ve c bulunduktan sonra, sa-

dece yukardaki üç denkli¤i de¤il,

x ≡ 1 mod 3

x ≡ 4 mod 5

x ≡ 5 mod 7

gibi herhangi bir denklik sistemini de çözebiliriz: x

= a + 4b + 5c bu denklik sisteminin bir çözümüdür.

Yaz›n›n en sonundaki teoremde Sun Zi’nin bu ak›ll›

çözümünü daha teorik olarak bulaca¤›z. 

‹kinci sorunun çözümünü okura b›rak›p biraz

teori yapal›m.

Teoriye Bafllang›ç. Bir önceki yaz›da tan›mlad›-

¤›m›z nZ kümesinin ö¤elerine belli bir tamsay› da

ekleyebiliriz. Örne¤in 13Z kümesine 5’i eklersek,

13Z + 5 = {13z + 5 : z ∈ Z} 

= {5, ±13 + 5, ±26 + 5, ±39 + 5, ...} 

= { ..., −34, −21, −8, 5, 18, 31, 44, 57, ... }

kümesini elde ederiz. Bunun gibi, 2Z + 1, tek say›lar

kümesidir. 5Z + 2 kümesi de, 5’e bölündü¤ünde ka-

lan›n 2 oldu¤u say›lardan oluflur. Bu dile çevrildik-

lerinde, yukardaki problemler, s›ras›yla,

(3Z+2) ∩ (5Z+3) ∩ (7Z+2)

ve

(2Z+1) ∩ (3Z+1) ∩ (4Z+1) ∩ (5Z+1) ∩ (6Z+1) ∩ 7Z

kesiflimlerinin bir eleman›n› sorar.

Genel olarak, nZ + r kümesini,

nZ + r = {nz + r : z ∈ Z} 

olarak tan›mlayal›m. Elbette,

nZ + r = {nz + r : z ∈ Z} 

= {r, ±n + r, ±2n + r, ±3n + r, ...} 

= {m ∈ Z : n, m − r’yi böler}.

n’nin katlar›na n’yi eklersek ya da n’nin katla-

r›ndan n’yi ç›kar›rsak gene n’nin katlar›n› bulaca¤›-

m›zdan, nZ + n = nZ − n = nZ eflitlikleri geçerlidir.

Örne¤in,

5Z − 2 = 5Z + 5 − 2 = 5Z + 3,

7Z + 16 = 7Z + 14 + 2 = 7Z + 2,

9Z − 25 = 9Z + 2.

Önsav 1. Afla¤›daki önermelerden biri do¤ruysa

di¤erleri de do¤rudur: 

i. nZ + r = nZ + s.

ii. s ∈ nZ + r.

iii. s − r ∈ nZ.

Kan›t: (i ⇒ ii ⇒ iii ⇒ i) döngüsünü izleyerek ka-

n›tlamak son derece kolay; okura b›rak›lm›flt›r. ■■

• Her say› 9’a bölündü¤ünde 0’la 8 aras›nda (0

ve 8 dahil) bir kalan verece¤inden, her say›, bir ve

bir tek r = 0, 1, 2, ..., 8 için, 9Z + r kümesindedir.

Örne¤in, 48 = 9 × 5 + 3 ∈ 9Z + 3. Demek ki,

Z = 9Z ∪ (9Z + 1) ∪ (9Z + 2) ∪ ... ∪ (9Z + 8)

eflitli¤i geçerlidir. De¤iflik r = 0, 1, ..., 8 için 9Z + r

altkümeleri ayr›k olduklar›ndan,

Z = 9Z ø (9Z + 1) ø (9Z + 2) ø ... ø (9Z + 8)

yazar›z. (Buradaki ø simgesi, bileflimi al›nan küme-

lerin ayr›k olduklar›n› gösterir, yani bize ek bilgi ve-

rir, baflka bir anlam› yoktur.) Genel olarak, e¤er n ≠
0 ise,

Z = nZ ø (nZ + 1) ø (nZ + 2) ø ... ø (nZ + n − 1).

• Bir önceki yaz›dan, nZ ∩ mZ = ekok(n, m)Z

eflitli¤ini biliyoruz. (Bu yaz›da ekok hep bir do¤al

say› olsun.) fiimdi (nZ + r) ∩ (mZ + s) kesifliminin ne

oldu¤unu bulal›m. Bu biraz daha zor bir soru. Ön-

ce birkaç örnek:

(14Z + 2) ∩ (21Z + 8) = ∅,

(8Z + 3) ∩ (7Z + 5) = 56Z + 19,

(14Z + 1) ∩ (21Z + 8) = 42Z + 29.

Görüldü¤ü gibi hiç de kolay de¤il kesiflimin ne

oldu¤unu bulmak. ‹kinci örnekteki 56’n›n bir fleyler

söylemek ister gibi bir hali var... Üçüncü örnekteki

42 de... Ama 19 ve 29’un anlamlar› hiç de aç›k de-

¤il. Birinci örne¤in neden boflküme olmas› gerekti¤i

de flimdilik bir muamma... Okur afla¤›daki kan›t›

okumadan önce yukardaki örneklere benzer örnek-

ler üzerinde çal›flmal›d›r (ki yapacaklar›m›z›n ve

Çinlilerin yüzy›llar önce yapt›klar›n›n de¤erini daha

iyi alg›layabilsin!)

Teorem 2. E¤er n ≠ 0 ve m ≠ 0 ise,

(nZ + r) ∩ (mZ + s)

kümesi ya boflkümedir ya da herhangi bir t ∈ (nZ +

r) ∩ (mZ + s) için, ekok(n, m)Z + t kümesine eflittir.

Kan›t: (nZ + r) ∩ (mZ + s) kümesinin bofl olma-

d›¤›n› varsayal›m. Bu kümeden herhangi bir t ala-

l›m. Önsav 1 (ii ⇒ i)’e göre,

nZ + r = nZ + t ve mZ + r = mZ + t.

Dolay›s›yla, 

(nZ + r) ∩ (mZ + s) = (nZ + t) ∩ (mZ + t)

= (nZ ∩ mZ) + t = ekok(n, m)Z + t. ■■
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Demek ki nZ + r biçiminde yaz›lan sonlu say›da

altkümenin kesiflimi ya boflkümedir ya da gene bu

türden bir kümedir. Afla¤›daki örnekte de görece¤i-

miz üzere, ayn› fley, nZ + r biçiminde yaz›lan sonsuz

say›da altkümenin kesiflimi için geçerli de¤ildir:

Örnek. 1 ve −1 d›fl›nda her tamsay› en az bir

asala bölündü¤ünden, 

∪p asal pZ = Z \ {1, −1}.

Her iki taraf›n da Z’de tümleyenini alacak olursak,

∩p asal, r ≠ 0 mod p (pZ + r) = {1, −1}

buluruz.

(nZ + r) ∩ (mZ + s) kesifliminin hangi koflullar-

da boflküme oldu¤unu da bulabiliriz:

Teorem 3. E¤er n ≠ 0 ve m ≠ 0 ise, (nZ + r) ∩
(mZ + s) kümesinin bofl olmamas› için gerek ve ye-

ter koflul, ebob(n, m)’nin s − r’yi bölmesi, yani

r ≡ s mod ebob(n, m)

denkli¤idir. Bir baflka deyiflle, 

x ≡ r mod n

x ≡ s mod m

denklemlerinin ayn› anda çözülebilmesi için gerek

ve yeter koflul 

r ≡ s mod ebob(n, m)

denkli¤idir. Ayr›ca, e¤er x1 ve x2 yukardaki denk-

liklerin bir çözümüyse, o zaman 

x1 ≡ x2 mod ekok(n, m),

yani denklemlerin modülo ekok(n, m) tek bir çözü-

mü vard›r.

Kan›t: E¤er (nZ + r) ∩ (mZ + s) ≠ ∅ ise, o za-

man, iki x, y tamsay›s› için, nx + r = my + s eflitli¤i

geçerlidir. Bundan nx − my = s − r ç›kar. Dolay›s›y-

la n ve m’yi bölen her say› s − r’yi de böler. Bundan

da ebob(n, m)’nin s − r’yi böldü¤ü ç›kar.

fiimdi ebob(n, m)’nin s − r’yi böldü¤ünü varsa-

yal›m. Demek ki bir u tamsay›s› için,

s − r = ebob(n, m)u.

Öte yandan, iki y, z tamsay›s› için,

ebob(n, m) = ny + mz

[sayfa 10, Önsav 6]. fiimdi,

s − r = ebob(n, m)u = (ny + mz)u

ve nyu + r = −mzu + s ∈ (nZ + r) ∩ (mZ + s).

Teoremin son tümcesini kan›tlamak kald›: x1,

x2 ∈ (nZ + r) ∩ (mZ + s) olsun; o zaman hem n hem

de m, x1 − x2’yi böler; yani ekok(n, m), x1 − x2’yi

böler. ■■

Çözümü Gerçekten Bulmak. Bir önceki teorem-

de,

x ≡ r mod n

x ≡ s mod m

denkliklerinin ortak çözümünün ne zaman oldu¤u-

nu gördük. fiimdi de ortak çözüm oldu¤unda tüm

ortak çözümleri, yani

(nZ + r) ∩ (mZ + s)

kümesinin elemanlar›n› gerçekten bulal›m.

Teorem 3’ün kan›t›n›n ikinci k›sm›n› izleyecek

olursak flunu buluruz: u, y ve z tamsay›lar›,

s − r = ebob(n, m)u

ve

ebob(n, m) = ny + mz

eflitliklerini sa¤larsa, o zaman,

nyu + r = −mzu + s ∈ (nZ + r) ∩ (mZ + s).

Teorem 2’den dolay›, bundan,

(nZ + r) ∩ (mZ + s) = ekok(n, m)Z + (nyu + r)

= ekok(n, m)Z + (−mzu + s)

ç›kar. Demek ki,

x ≡ r mod n

x ≡ s mod m

denkliklerinin ortak çözümlerini bulmak için u, y ve

z’yi, yani ebob(n, m)’yi ve y ve z’yi bulmal›y›z. Bun-

lar› bulmay› bir önceki yaz›da ö¤renmifltik.

Bir sonraki paragrafta çözümü daha genel bir

durumda bulaca¤›z.

Çin Kalanlar Teoremi. Yukarda yapt›klar›m›z-

dan flu sonuç ç›kar:

Sonuç 4 (Çin Kalanlar Teoremi). E¤er n ≠ 0 ve

m ≠ 0 birbirine asalsa, r ve s ne olursa olsun 

(nZ + r) ∩ (mZ + s) ≠ ∅.

Bir baflka deyiflle, e¤er n ≠ 0 ve m ≠ 0 birbirine asal-

sa, r ve s ne olursa olsun, 

x ≡ r mod n

x ≡ s mod m

denkliklerinin çözümü vard›r.

Teorem 2 ve 3’ü birkaç kez üstüste kullanarak

flu sonucu da bulabiliriz:

Sonuç 5 (Çin Kalanlar Teoremi). n1, n2, ..., nk

ikifler ikifler aralar›nda asal olsunlar. r1, r2, ..., rk ∈
Z herhangi k tamsay› olsun. O zaman, 

(n1Z + r1) ∩ (n2Z + r2) ∩ ... ∩ (nkZ + rk) ≠ ∅.
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Sonuç 6. n1, n2, ..., nk ikifler ikifler aralar›nda

asal olsunlar. r1, r2, ..., rk ∈ Z olsun. O zaman

x ≡ r1 mod n1

...

x ≡ rk mod nk

denklik sisteminin bir çözümü vard›r. Ayr›ca,

N = n1n2 ... nk

olsun ve si say›lar›

siN/ni ≡ 1 mod ni

denkliklerini sa¤las›n. O zaman çözümlerden biri,

x = r1s1N/n1 + ... + rkskN/nk

dir.

Kan›t: Önce, N/ni say›s› ni’ye asal oldu¤un-

dan teoremdeki koflulu sa¤layan bir si say›s›n›n

oldu¤unu belirtelim [MD-2004-I, sayfa 16, Te-

orem 3].

r1s1N/n1 + ... + rkskN/nk say›s›n› modülo ni

hesaplad›¤›m›zda, i’den farkl› tüm j’ler için

rjsjN/nj say›lar› s›f›rlan›r ve geriye sadece risiN/ni

say›s› kal›r, ki varsay›ma göre,  modülo ni bu da

ri’dir:

r1s1N/n1 + ... + rkskN/nk ≡ risiN/ni ≡ ri mod ni.

Kan›t tamamlanm›flt›r. ♥
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Sonsuz Say›da Asal Vard›r’›n

Muhteflem Bir Kan›t›

K
udüs Üniversitesi’nden Harry Fürstenberg

1955’te sonsuz tane asal say›n›n varl›¤›n›n

ola¤anüstü güzel ve flafl›rt›c› bir kan›t›n› ver-

di [1]. Bilindi¤i gibi bu teoremi ilk Öklid kan›tlam›fl-

t›r ve bu kan›t matemati¤in en güzel kan›tlar›ndan

biri olarak an›l›r. Harry Fürstenberg’in kan›t›n›n da

Öklid’in kan›t›ndan afla¤› kal›r bir yan› yok.

n ≠ 0 ve k tamsay›lar› için nZ + k biçiminde ya-

z›lan kümelere aritmetik küme diyelim. Ayr›ca bir

de boflkümeye aritmetik küme diyelim. Aritmetik

kümelerin herhangi bir bileflimine de yar› aritmetik

küme diyelim. Aritmetik kümeler yar› aritmetik el-

bette. Ama her yar› aritmetik küme aritmetik ol-

mak zorunda de¤il.

fiimdi yar› aritmetik kümelerin birkaç özelli¤i-

ni kan›tlayal›m:

1. Boflküme d›fl›nda her yar› aritmetik küme

sonsuzdur.

Kan›t: Tan›mdan dolay› bofl olmayan her arit-

metik küme sonsuzdur. Dolay›s›yla bunlar›n bilefli-

mi olan yar› aritmetik kümeler de sonsuzsdur.

2. Yar› aritmetik kümelerin bileflimi yar› arit-

metik bir kümedir.

Kan›t: Yar› aritmetik kümeler aritmetik küme-

lerin bileflimi olduklar›ndan, yar› aritmetik kümele-

rin bileflimi de aritmetik kümelerin bileflimidir.

3. Sonlu say›da yar› aritmetik kümenin kesifli-

mi de yar› aritmetik kümedir.

Kan›t: Herhangi iki yar› aritmetik kümenin

kesifliminin bir yar› aritmetik küme oldu¤unu ka-

n›tlamak yeterli. X ve Y birer yar› aritmetik küme

olsunlar. X’i ve Y’yi aritmetik kümelerin bileflimi

olarak yazal›m: X = ∪i∈I Ai ve Y = ∪j∈J Bj. Bura-

daki Ai ve Bj’ler aritmetik kümelerdir. Elbette,

X ∩ Y = (∪i∈I Ai) ∩ (∪j∈J Bj) = ∪i∈I, j∈J (Ai ∩ Bj).

Demek ki her Ai ∩ Bj’nin bir aritmetik küme

oldu¤unu kan›tlamak yeterli. Ama bu bir önceki

yaz›da (Teorem 2, sayfa 14’te) kan›tlanm›flt›r .

4. Bir aritmetik kümenin tümleyeni yar› arit-

metiktir.

Kan›t: nZ + r bir aritmetik küme olsun. 

Z = nZ � (nZ + 1) � (nZ + 2) � ... � (nZ + n − 1)

eflitli¤inden dolay›, nZ + r kümesinin tümleyeni, di-

¤er nZ + i kümelerinin bileflimidir. Bunlar›n da her-

biri aritmetik oldu¤undan, nZ + r kümesi yar› arit-

metiktir.

Teorem. Sonsuz say›da asal vard›r.

Kan›t: Sonlu say›da asal oldu¤unu varsayal›m.

Bunlara p1, ..., pk diyelim. O zaman 1 ve −1 d›fl›n-

da her say› bu k asaldan birine bölünür. Yani 

∪i piZ = Z \ {1, −1}.

Buradaki bileflimin sonlu bir bileflim oldu¤una dik-

katinizi çekerim. Her iki taraf›n da tümleyenini

al›rsak,

∩i (Z \ piZ) = {1, −1}

buluruz. Buradaki kesiflim de sonlu bir kesiflim.

(4)’ten dolay›, her Z \ piZ yar› aritmetik bir küme.

(3)’ten dolay›, sonlu kesiflim olan ∩i (Z \ piZ) de ya-

r› aritmetik. Ama bu yar› aritmetik küme {1, −1} kü-

mesine eflit ve bu (1)’le çelifliyor. Demek ki sonlu sa-

y›da asal yok... Yani sonsuz say›da asal var. ■■
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