Matematik Diinyasi, 2004 Yaz

Kapak Konusu: Halkalar, Asallar ve Indirgenemezler (2)

Cin Kalanlar Teoremi

Tarihge. Cin matematik-
e ¢isi Sun Zi (yasadigi kesin tarihler bi-
linmiyor, 400-460 yillar1 arasinda, belki daha da
erken yasamig olabilir) su soruyu sorar: Bir say1 3’e
bolindigiinde 2 kaliyor, 5’e bolindiginde 3 kali-
yor, 7’ye bolindiiginde de 2 kaliyor. Say1 kagtir?
Modern matematik dilinde bu soru,

x =2 mod 3
x=3mod 5
x=2mod 7

denkliklerini ¢ozmeye esdegerdir. Bu yazida bu tiir
denkliklerin ne zaman bir ¢oziimi oldugunu ve ¢o-
ziim oldugunda ¢oziimin nasil bulundugunu gore-
cegiz.

x = 23, Sun Zi’nin probleminin bir ¢c6zimudiir.
Ama x = 128 de bir ¢oziimdiir. Baska ¢oziimler de
vardir. Tum c¢ozimler 23 + 105# bigiminde yazila-
bilir.

[lgingtir, Sun Zi énce x = 233 yamitim bulur,
sonra 233’ten ¢ikarabildigi kadar 105’1 (3 x 5 x 7 =
105) ¢ikararak 23 yanitina varir.

Iki yiizyil kadar sonra, Hintli matematikgi
Brahmagupta (dogumu 598) su soruyu sorar: Yash
ve yoksul bir kadin pazardan bir sepet yumurta alir.
Ama bir at sepeti ezip igindeki yumurtalar1 kirar.
Stivari parasini 6demek igin yagli kadina sepette kag
yumurta oldugunu sorar. Yagh kadin yumurta sayi-
sini animsamamaktadir ama yumurtalar: ikiger iki-
ser ¢cikardiginda geriye bir yumurta kaldigini anim-
sar. Ayni sey yumurtalar tger, dorder, beser ve al-
tisar ¢ikardiginda da bagina gelmistir, hep bir art-
mugtir. Ama yediser yediger ¢ikardiginda geriye yu-
murta kalmamustir. Yaghi kadinin sepetinde kag yu-
murta olabilir?

Bu kez,
x=1mod 2
x=1mod 3
x =1 mod 4
x=1mod 5
x=1mod 6
x=0mod 7

denkliklerini ¢6zmeliyiz. Bu tiir denkliklerin tim
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¢oziimlerini bulacagiz. 301, bu sorunun yanitlarin-
dan biridir. Ayrica 301’e eklenen 420’nin tiim kat-
lar1 bir bagka yanit verir. Gorecegimiz tizere bunlar-
dan bagka da yanit yoktur.

Bir soylentiye gore, Eski Yunanlhlar bu tur denk-
likleri ¢cozmesini Cinlilerden once biliyorlarmis...

Soylentilere dayanmaya baslayan tarihi kesip,
kesin olan matematige baglayalim.

Sun Zi’nin Probleminin C6ziimii. Sun Zi’nin so-
rusunu matematiksel olarak ¢ézelim. Once soruyu

amimsatalim:
x =2 mod 3
x=3mod$
x =2 mod 7

denkliklerini ¢6zmek istiyoruz.
Birinci denklikten, bir ¢ € Z igin,
x=3t+2
buluruz. Bunu ikinci denklige yerlestirirsek,
3t+2=3mod35,
yani
3t=1mod 5
buluruz. Her iki tarafi da 2’yle ¢arparsak (2, 3’tin
modiilo 3 tersidir: 2 x 3 =1 mod 5),
t=2mod S5
buluruz. Demek ki, belli bir s € Z icin,
t=35s+2.
Bunu yukardaki x = 3¢ +2 esitligine yerlestirirsek,
x=15s+8
buluruz. Bunu da tg¢tincti denkleme yerlestirelim:
15s + 8 =2 mod 7,
yani
s=15s=-6=1mod 7
buluruz. Demek ki, belli bir # € Z igin,
s=7u+ 1.
Bunu x = 15s + 8’ yerlestirirsek,
x=105u + 23
bulunur. En kigiik pozitif ¢oziim # = 0 igindir, yani
23’tur. Denklikleri teker teker ¢ozme ilkesine daya-
nan, ilkel ve oldukca karmagik bir ¢6ziim...
Sun Zi bu soruyu bizden daha akilli bir bi¢im-
de ¢ozer. Once,
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a=1mod 3, b =0 mod 3, c =0 mod 3,

a=0mod 5,b=1mod 5,c=0mod 35,

a=0mod7,b=0mod 7,c=1mod 7
denkliklerini saglayan a, b ve ¢ sayilarim bulur: a =
70, b = 21, ¢ = 15 bu denklikleri saglar. Simdi x =
2a + 3b + 2c, yukardaki ti¢ denkligin t¢tinti de sag-
lar. Dikkat edilirse, a, b ve ¢ bulunduktan sonra, sa-
dece yukardaki ti¢ denkligi degil,

x=1mod 3
x=4mod 5
x=5mod7

gibi herhangi bir denklik sistemini de ¢ozebiliriz: x
=a + 4b + 5¢ bu denklik sisteminin bir ¢c6ztimiudiir.
Yazinin en sonundaki teoremde Sun Zi’nin bu akilh
¢ozumini daha teorik olarak bulacagiz.

Ikinci sorunun ¢oziimiinii okura birakip biraz
teori yapalim.

Teoriye Baglangic. Bir onceki yazida tanimladi-
gimiz nZ kumesinin 6gelerine belli bir tamsay1 da
ekleyebiliriz. Ornegin 13Z kiimesine 5’1 eklersek,

132 +5={13z2+5:2€ 2}

= {5,213 +5,+26 + 5,£39 + 5, ...}

={..,—34,-21,-8,5,18,31, 44,57, ...}
kiimesini elde ederiz. Bunun gibi, 2Z + 1, tek sayilar
kiimesidir. 5Z + 2 kiimesi de, 5’e bolindugiinde ka-
lanin 2 oldugu sayilardan olusur. Bu dile ¢evrildik-
lerinde, yukardaki problemler, sirasiyla,

(3Z+2) A (5Z+43) A (7Z+2)

ve
(2Z+1) A (3Z+1) A (4Z+1) A (SZ+1) A (6Z+1) A 7Z
kesisimlerinin bir elemanini sorar.

Genel olarak, #nZ + r kiimesini,

nZ+r={nz+r:zell
olarak tanimlayalim. Elbette,
nZ+r={nz+r:ze€l2
={rntn+r,2n+r,t3n+7r, ...}
={m e Z: n, m— ryi boler}.

n’nin katlarina #’yi eklersek ya da »’nin katla-
rindan 7’yi ¢ikarirsak gene 7’nin katlarini bulacagi-
mizdan, nZ + n = nZ — n = nZ esitlikleri gecerlidir.
Ornegin,

SZ2-2 =52+5-2=57Z+3,

7Z+16=7Z+14+2=7Z+2,

92 -25=9Z+ 2.

Onsav 1. Asagidaki 6nermelerden biri dogruysa
digerleri de dogrudur:
LnZ+r=nZ+s.
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il.s € nZ +r.

ii. s — 7 € nZ.

Kamit: (i = ii = iii = i) dongusuni izleyerek ka-
nitlamak son derece kolay; okura birakilmisgtir. O

® Her say1 9’a boliindugiinde 0’la 8 arasinda (0
ve 8 dahil) bir kalan vereceginden, her sayi, bir ve
bir tek » = 0, 1, 2, ..., 8 icin, 9Z + r kiimesindedir.
Ornegin, 48 =9 x 5§ + 3 € 9Z + 3. Demek ki,

Z=920(9Z+1)U(9Z+2)U ..U (9Z + 8)

esitligi gecerlidir. Degisik 7 = 0, 1, ..., 8 igin 9Z + r
altkiimeleri ayrik olduklarindan,

Z2=929(9Z2+1)@(92+2)@ .. 2 (9Z + 8)
yazariz. (Buradaki @ simgesi, bilesimi alinan kiime-
lerin ayrik olduklarini gosterir, yani bize ek bilgi ve-
rir, bagka bir anlami yoktur.) Genel olarak, eger n =
0 ise,
Z=nZ@nZ+1)@nZ+2)@..0 n+n-1).

® Bir onceki yazidan, nZ N mZ = ekok(n, m)Z
esitligini biliyoruz. (Bu yazida ekok hep bir dogal
say1 olsun.) Simdi (nZ + r) N (mZ + s) kesisiminin ne
oldugunu bulalim. Bu biraz daha zor bir soru. On-
ce birkag ornek:

(14Z +2) A (21Z + 8) = @,

(8Z+3)N(7Z+5)=56Z+19,

(14Z + 1) A (21Z + 8) = 427 + 29.

Goruldugn gibi hi¢ de kolay degil kesisimin ne
oldugunu bulmak. Ikinci 6rnekteki 56’nin bir seyler
soylemek ister gibi bir hali var... Uciincii 6rnekteki
42 de... Ama 19 ve 29’un anlamlar hi¢ de acik de-
gil. Birinci 6rnegin neden bogkiime olmasi gerektigi
de simdilik bir muamma... Okur asagidaki kaniti
okumadan once yukardaki orneklere benzer ornek-
ler tzerinde caligmalidir (ki yapacaklarimizin ve
Cinlilerin yuizyillar 6nce yaptiklarinin degerini daha
iyi algilayabilsin!)

Teorem 2. Eger n# 0 ve m = 0 ise,
(nZ + 1) (mZ +s)

kiimesi ya bogkiimedir ya da herhangi bir t € (nZ +
r) N (mZ + s) icin, ekok(n, m)Z + t kiimesine esittir.

Kanit: (nZ + r) N (mZ + s) kiimesinin bos olma-
digin1 varsayalim. Bu kimeden herhangi bir 7 ala-
lim. Onsav 1 (ii = i)’e gore,

nZ+r=nZ+tvemZ+r=mZ+t.

Dolayisiyla,

(nZ+r)(mZ +s)=(nZ +t) N (mZ +t)

= (nZ "nmZ) +t = ekok(n,m)Z +t. O
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Demek ki #Z + r bigiminde yazilan sonlu sayida
altkiimenin kesigimi ya bogkiimedir ya da gene bu
tirden bir kiimedir. Asagidaki 6rnekte de gorecegi-
miz Uzere, ayni sey, nZ + r bigiminde yazilan sonsuz
sayida altkiimenin kesisimi igin gecerli degildir:

Ornek. 1 ve 1 diginda her tamsay1 en az bir
asala bolundiginden,
Up asal pZ=2Z\{1, -1}
Her iki tarafin da Z’de tiimleyenini alacak olursak,
mp asal, 7 # 0 mod p (pZ+7)={1,-1}
buluruz.

(nZ + r) N (mZ + s) kesisiminin hangi kosullar-
da bogkiime oldugunu da bulabiliriz:

Teorem 3. Eger n # 0 ve m # 0 ise, (nZ + r) N
(mZ + s) kiimesinin bos olmamasi icin gerek ve ye-
ter kosul, ebob(n, m)’nin s — r’yi bélmesi, yani

r =s mod ebob(n, m)
denkligidir. Bir baska deyisle,
x=rmodn
x =s mod m
denklemlerinin aymi anda coziilebilmesi icin gerek
ve yeter kosul
r =s mod ebob(n, m)
denkligidir. Ayrica, eger x| ve x, yukardaki denk-
liklerin bir ¢oziimiiyse, o zaman
x1 = x, mod ekok(n, m),
yani denklemlerin modiilo ekok(n, m) tek bir ¢ozii-
mii vardir.

Kanit: Eger (nZ + r) N (mZ + s) # O ise, o za-
man, iki x, y tamsayisi igin, nx + r = my + s esitligi
gegerlidir. Bundan nx — my = s — r ¢ikar. Dolayisiy-
la 7 ve m’yi bolen her say1 s — #’yi de boler. Bundan
da ebob(n, m)’nin s — r’yi boldiugu ¢ikar.

Simdi ebob(r, m)’nin s — r’yi boldugiini varsa-
yalim. Demek ki bir # tamsayisi icin,

s — r = ebob(n, m)u.
Ote yandan, iki y, z tamsayist igin,
ebob(n, m) = ny + mz
[sayfa 10, Onsav 6]. Simdi,
s — r = ebob(n, m)u = (ny + mz)u
venyu +r=-mzu+s € (nZ +r) N (mZ +s).

Teoremin son timcesini kanitlamak kaldi: x4,
Xy € (nZ + 1) N (mZ + s) olsun; 0 zaman hem 7 hem
de m, x1 — x,’yi boler; yani ekok(n, m), x; — x,’yi

boler. O
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Coziimii Gergekten Bulmak. Bir 6nceki teorem-
de,
x =rmod n
x=smodm
denkliklerinin ortak ¢6ztimiiniin ne zaman oldugu-
nu gordik. Simdi de ortak ¢oziim oldugunda tim
ortak ¢oziimleri, yani
(nZ +r) N (mZ + s)
kiimesinin elemanlarini gergekten bulalim.
Teorem 3’un kanitinin ikinci kismini izleyecek
olursak sunu buluruz: u, y ve z tamsayilari,
s — r = ebob(n, m)u
ve
ebob(n, m) = ny + mz
esitliklerini saglarsa, o zaman,
nyu +r=-mzu+s e (nZ +r) N (mZ +s).
Teorem 2’den dolayi, bundan,
(nZ + r) N (mZ + s) = ekok(n, m)Z + (nyu + r)
= ekok(n, m)Z + (—mzu + s)
¢ikar. Demek ki,
x=rmod n
x=smodm
denkliklerinin ortak ¢oziimlerini bulmak igin u, y ve
2’yi, yani ebob(n, m)’yi ve y ve 2’yi bulmaliyiz. Bun-
lart bulmay1 bir 6nceki yazida 6grenmigtik.
Bir sonraki paragrafta ¢oziimii daha genel bir
durumda bulacagz.

Cin Kalanlar Teoremi. Yukarda yaptiklarimiz-
dan su sonug cikar:

Sonug 4 (Cin Kalanlar Teoremi). Eger n # 0 ve
m # 0 birbirine asalsa, r ve s ne olursa olsun
(nZ + 1) (mZ + s) = Q.

Bir bagka deyisle, eger n = 0 ve m # 0 birbirine asal-
sa, r ve s ne olursa olsun,

x=rmod n

x =s mod m
denkliklerinin ¢oziimii vardir.

Teorem 2 ve 3’ui birkac kez uistiiste kullanarak
su sonucu da bulabiliriz:

Sonu¢ 5 (Cin Kalanlar Teoremi). 7, ny, ..., 7,
ikiser ikiser aralarinda asal olsunlar. r{, ry, ..., 1, €
Z herbangi k tamsay: olsun. O zaman,

(MZ + 1) N (mpZ + 1)) N oo (2 + 1) # D
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Sonug 6. 1y, ny, ..., ny ikiser ikiser aralarmda
asal olsunlar. r{, 15, ..., r;, € Z olsun. O zaman

x =ry mod ny

x =1, mod n,
denklik sisteminin bir ¢coziimii vardir. Ayrica,

N = nny ... ny
olsun ve s; sayilar:

s;N/n; =1 mod n;
denkliklerini saglasim. O zaman coziimlerden biri,
x =151N/ny + ... + 15, N/ny,

dir.

Kanit: Once, N/n; sayist n;’ye asal oldugun-
dan teoremdeki kosulu saglayan bir s; sayisinin
oldugunu belirtelim [MD-2004-1, sayfa 16, Te-
orem 3].

r1s1N/ny + ... + rpspN/ny, sayisint modiilo #;
hesapladigimizda, i’den farkli tim j;’ler igin
r;5iN/nj sayilart sifirlanir ve geriye sadece 7;5;N/n;
sayist kalir, ki varsayima gore, modiilo »; bu da
r;dir:

r1$1N/ny + ... + rpspNiny, = r;s;N/n; = r; mod n;.

Kanit tamamlanmustir. v

Sonsuz Sayida Asal Vardir'in
Muhtesem Bir Kaniti

udiis Universitesi'nden Harry Fiirstenberg
I<1955’te sonsuz tane asal saymnin varliginin
olaganustu glizel ve sasirtic1 bir kanitini ver-
di [1]. Bilindigi gibi bu teoremi ilk Oklid kanitlamus-
tir ve bu kanit matematigin en giizel kanitlarindan
biri olarak anilir. Harry Furstenberg’in kanitinin da
Oklid’in kanitindan asag1 kalir bir yan1 yok.

n # 0 ve k tamsayilari i¢in #Z + k bigiminde ya-
zilan kiimelere aritmetik kiime diyelim. Ayrica bir
de bogkiimeye aritmetik kiime diyelim. Aritmetik
kiimelerin herhangi bir bilesimine de yar1 aritmetik
kiime diyelim. Aritmetik kiimeler yar1 aritmetik el-
bette. Ama her yar1 aritmetik kiime aritmetik ol-
mak zorunda degil.

Simdi yar1 aritmetik kiimelerin birka¢ ozelligi-
ni kanitlayalim:

1. Bogkiime disinda her yari aritmetik kiime
sonsuzdur.

Kanit: Tanimdan dolay1 bog olmayan her arit-
metik kiime sonsuzdur. Dolayisiyla bunlarin bilegi-
mi olan yar1 aritmetik kimeler de sonsuzsdur.

2. Yar: aritmetik kiimelerin bilesimi yari arit-
metik bir kiimedir.

Kanit: Yari aritmetik kiimeler aritmetik kiime-
lerin bilesimi olduklarindan, yar: aritmetik kiimele-
rin bilesimi de aritmetik kiimelerin bilegimidir.

3. Sonlu sayida yar: aritmetik kiimenin kesisi-
mi de yart aritmetik kiimedir.

Kanit: Herhangi iki yari aritmetik kiimenin
kesisiminin bir yari aritmetik kiime oldugunu ka-
nitlamak yeterli. X ve Y birer yar1 aritmetik kiime
olsunlar. X’i ve Yyi aritmetik kiimelerin bilesimi
olarak yazalm: X = U1 A; ve Y = U, B;. Bura-
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daki A; ve B}ler aritmetik kiimelerdir. Elbette,
XAY=(Uicp A) 0 (Ui B) = Uiy, ey (A; A B).

Demek ki her A; m B/nin bir aritmetik kiime
oldugunu kanitlamak yeterli. Ama bu bir onceki
yazida (Teorem 2, sayfa 14’te) kanitlanmistir .

4. Bir aritmetik kiimenin tiimleyeni yart arit-
metiktir.

Kanit: #Z + r bir aritmetik kiime olsun.
Z=nZUnZ+1)UnZ+2)U..UnZ+n-1)
esitliginden dolayi, #Z + r kiimesinin tiimleyeni, di-
ger nZ + i kiimelerinin bilegimidir. Bunlarin da her-
biri aritmetik oldugundan, #Z + r kiimesi yar1 arit-
metiktir.

Teorem. Sonsuz sayida asal vardir.

Kanit: Sonlu sayida asal oldugunu varsayalim.
Bunlara pyq, ..., pp, diyelim. O zaman 1 ve -1 disin-
da her say1 bu k asaldan birine boluntr. Yani

U, pZ = Z\ {1, -1}.
Buradaki bilegimin sonlu bir bilesim olduguna dik-
katinizi cekerim. Her iki tarafin da timleyenini
alirsak,

M 2\ p2) = {1,-1)
buluruz. Buradaki kesisim de sonlu bir kesigim.
(4)’ten dolayy, her Z \ p,Z yar1 aritmetik bir kiime.
(3)’ten dolayi, sonlu kesisim olan M; (Z\ p;Z) de ya-
r1 aritmetik. Ama bu yari aritmetik kiime {1, -1} ku-
mesine esit ve bu (1)’le celisiyor. Demek ki sonlu sa-
yida asal yok... Yani sonsuz sayida asal var. O
Kaynakca

[1] Harry Firstenberg, On the Infinitude of Primes, Amer.
Math. Monthly 62 (1955) 353.



