
Geçen yaz›da, nZ + r biçimin-

de yaz›lan sonlu say›da kümenin kesi-

flimi üzerine yo¤unlaflm›flt›k. Bu kesiflimlerin ya

boflküme ya da gene nZ + r biçiminde yaz›lan küme-

ler olduklar›n› görmüfltük. Bu yaz›da, nZ + r biçi-

minde yaz›lan sonsuz say›da kümenin kesiflimi üze-

rinde duraca¤›z. Tav soruyla bafllayal›m:

Soru. Öyle (ni)i ve (ri)i tamsay› dizileri var m›d›r ki,

∩i (niZ + ri) = ∅
olsun, ama bu niZ + ri kümelerinin sonlu kesiflimle-

ri hiçbir zaman boflküme olmas›n?

Yani,

n1Z + r1

(n1Z + r1) ∩ (n2Z + r2)

(n1Z + r1) ∩ (n2Z + r2) ∩ (n3Z + r3)

....

sonlu kesiflimlerinin hiçbiri boflküme olmayacak

ama, hepsini birden kesifltirdi¤imizde boflküme elde

edece¤iz... Evet, bu koflullar› sa¤layan (niZ + ri)i sa-

y› kümeleri dizisi vard›r. Örnekler afla¤›da:

Örnek 1. [Do¤an Bilge]

1 ∈ 2Z + 1,

3 ∈ (2Z + 1) ∩ 3Z,

15 ∈ (2Z + 1) ∩ 3Z ∩ 5Z,

105 ∈ (2Z + 1) ∩ 3Z ∩ 5Z ∩ 7Z,

1155 ∈ (2Z + 1) ∩ 3Z ∩ 5Z ∩ 7Z ∩ 11Z,

...

Yani tek say›lar kümesine ve 3, 5, 7, 11, 13 gibi

tek asallar›n çarp›mlar›ndan oluflan kümelere ba-

k›yoruz... Bunlar›n sonlu tanesinin kesiflimi bofl

de¤ildir ama hepsinin kesiflimi bofltur, çünkü her

tek asala bölünen sadece 0 vard›r ve 0 tek say› de-

¤ildir.

Örnek 2. [Özlem Beyarslan] p = 3, 5, 7, 11, 13,

17, 19,... tek asallar› için, pZ + (p − 1)/2 kümeleri-

ne bakal›m:

3Z + 1,

(3Z + 1) ∩ (5Z + 2),

(3Z + 1) ∩ (5Z + 2) ∩ (7Z + 3),

(3Z + 1) ∩ (5Z + 2) ∩ (7Z + 3) ∩ (11Z + 5),

...

Çin Kalanlar Teoremi’ne göre [sayfa 15, Sonuç

5] yukardaki sonlu kesiflimler bofl de¤ildir. Ama

hepsinin kesiflimi bofltur; bunu kan›tlayal›m. Hepsi-

nin kesifliminden (e¤er varsa) bir x alal›m. Demek

ki, her tek p asal› için, x ∈ pZ + (p − 1)/2, yani 

x = pyp + (p − 1)/2

eflitli¤ini sa¤layan bir yp tamsay›s› var. Bundan,

2x + 1 = p(2yp + 1)

ç›kar, yani 2 d›fl›nda her p asal› 2x + 1’i böler. De-

mek ki 2x + 1 = 0 ve x = −1/2, çeliflki.

Asl›nda bu örnek ve kan›t› son derece ilginç.

Kan›t bize, ∩p tek asal (pZ + (p − 1)/2) kümesinde ol-

sa olsa −1/2 olaca¤›n› söylüyor. −1/2 de Z’de olma-

d›¤›ndan kesiflimin bofl oldu¤una hükmediyoruz!

Örnek 3. [Özer Çözer] p herhangi bir asal say›

olsun.

pZ + 1

p2Z + 1 + p

p3Z + 1 + p + p2

p4Z + 1 + p + p2 + p3

...

kümelerinin kesiflimine bakal›m. Bunlar gittikçe kü-

çülen kümeler ve sonlu kesiflimleri, kesiflimi al›nan

kümelerin en küçü¤üne eflit, dolay›s›yla bofl de¤il.

Bu kümelerin sonsuz kesiflimleri ne olabilir? ‹lk

bak›flta kesiflimde olsa olsa

1 + p + p2 + p3 + p4 + ...

gibi bir “say›” olabilece¤i, Z’de de böyle bir “say›”

olamayaca¤›ndan bu kesiflimin bofl olaca¤› düflünü-

lebilir. Ama bu, görece¤imiz üzere, biraz do¤rudur,

çok do¤ru de¤ildir.

Kesiflimden bir say› alal›m. Bu say›ya x diyelim.

Demek ki, her n ≥ 1 için,

x ∈ pnZ + 1 + p + p2 + ... + pn−1

ve

x = pnyn + (1 + p + p2 + ... + pn−1)

eflitli¤ini sa¤layan bir yn tamsay›s› vard›r. Her iki ta-

raf› da 1 − p ile çarparsak,
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(1 − p)x = (1 − p)pnyn + 1 − pn

buluruz, yani

(1 − p)x − 1 = pn[(1 − p)yn − 1].

Demek ki, (1 − p)x − 1 say›s› her n do¤al say›s› için

pn’ye bölünüyor, yani (1 − p)x − 1 = 0 ve 

x = 1/(1 − p).

E¤er p ≠ 2 ise bu say› bir tamsay› olamayaca¤›ndan

kesiflim boflkümedir.

Gerçekten ne kan›tlad›¤›m›za bakal›m. fiunu

kan›tlad›k: E¤er, x tamsay›s› her n için,

pnZ + 1 + p + p2 + ... + pn−1

kümesindeyse, o zaman 

(1 − p)x = 1

dir ve 

x = 1/(1 − p).

Demek kesiflimde en fazla bir eleman olabilir ve bu

eleman da olsa olsa 1/(1 − p) olabilir... E¤er p ≠ 2

ise bu say› bir tamsay› olamaz. Yani p ≠ 2 ise,

∩n (pnZ + 1 + p + p2 + ... + pn−1) = ∅.

Peki p = 2 ise ne oluyor? O zaman, −1 gerçek-

ten tümünün kesifliminde oluyor. Nitekim, her n

pozitif do¤al say›s› için, kolayca görülece¤i üzere,

−1 ≡ 1 + 2 + 22 + ... + 2n−1 mod 2n.

Örnek 4 [Oya Oynar] p gene bir asal olsun.

pnZ + (p−1) + (p−1)p + (p−1)p2 + ... + (p−1)pn−1

kümelerini kesifltirelim. Bu kesiflimden bir x alal›m.

Bakal›m x neye eflit olmak zorunda kalacak.

(p−1) + (p−1)p + (p−1)p2 + ... + (p−1)pn−1

= (p − 1)(1 + p + p2 + ... + pn−1) = pn − 1
oldu¤undan, eleman›m›z asl›nda,

pnZ + pn − 1,

yani pnZ − 1 kümelerindedir. Bunlar›n kesiflimi de

elbette −1’dir.

Demek ki Oya Oynar’›n örne¤inde kesiflimler

boflküme de¤il, −1’i içeriyorlar.

Sorumuzu üç örnekle yan›tlad›k ama soruyu ya-

n›tlarken ilginç matematik içeren baz› sonuçlara

ulaflt›k. Sözgelimi, Özer Çözer’in örne¤ine bakal›m:

pZ + 1

p2Z + 1 + p

p3Z + 1 + p + p2

p4Z + 1 + p + p2 + p3

...

Sanki,

1 + p + p2 + ... + pn−1 + ...

gibi bir “say›” bu kümelerin kesiflimindeymifl gibi

bir his var içimizde... Oysa kesiflimde olabilecek tek

eleman 1/(1 −p)... Yoksa

gibi bir eflitlik mi sözkonusu? Bilindi¤i gibi e¤er −1

< p < 1 ise, bu eflitli¤in bir anlam› ve bir tan›m› var-

d›r. Ama burada p bir asal say› ve en az 2... Sol ta-

raf sonsuz...

Bafltan Bafllayal›m

Sanki sorumuzun yan›t›n› bilmiyormufl gibi

davran›p düflünmeye en bafltan bafllayal›m. Hatta

soruyu umursamayal›m bile... Sonlu kesiflimleri

durmadan küçülen (dolay›s›yla sonlu kesiflimlerin

hiçbir zaman boflküme olmayan) (niZ + ri)i say› kü-

meleri alal›m. Hepsinin kesiflimi bofl olsun ya da ol-

mas›n, bunu flimdilik hiç umursamayal›m. Kesiflim-

de bir fleyin olup olmad›¤›n› de¤il, kesiflimde ne ola-

bilece¤ini bulmak istiyoruz! Yaln›z,

n1Z + r1

(n1Z + r1) ∩ (n2Z + r2)

(n1Z + r1) ∩ (n2Z + r2) ∩ (n3Z + r3)

...

sonlu kesiflimlerinin hiç sabit kalmadan durmadan

küçüldüklerini akl›m›zda tutal›m. (Dolay›s›yla ni ≠
0.) Amac›m›z,

kesifliminde ne olabilece¤ini kestirmek.

(niZ + ri)i dizisinin en bafl›na Z koyarak n0 = 1

ve r0 = 0 eflitliklerini varsayabiliriz (sonlu ve sonsuz

kesiflimler de¤iflmez o zaman.) Bu varsay›m bize ya-

z›l›mda kolayl›k sa¤layacak.

Sayfa 14, Teorem 2’ye göre, bofl olmayan

(n0Z + r0) ∩ ... ∩ (niZ + ri)

kesiflimi, mi ve si tamsay›lar› için, miZ + si biçimin-

de yaz›lan bir kümeye eflittir:

(n0Z + r0) ∩ ... ∩ (niZ + ri) = miZ + si.

Hatta ayn› teoreme göre, 

mi = ekok(n0, n1, ..., ni)

olmal›. Böylece gittikçe küçülen, yani,

m0Z + s0 ⊃ m1Z + s1 ⊃ ... ⊃ miZ + si ⊃ ...

iliflkilerini sa¤layan bir (miZ + si)i dizisi elde ederiz.

Ayr›ca, niZ + ri kümelerinin hepsinin kesiflimi miZ +

si kümelerinin hepsinin kesiflimine eflittir:

Yaz›l›mda kolayl›k sa¤layacak olan m0 = n0 = 1

ve s0 = 0 eflitliklerini de unutmayal›m, yeri gelecek.

Demek ki, sonlu kesiflimlerinin durmadan küçü-
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len (niZ + ri)i kümeleri yerine, hiç sabit kalmadan dur-

madan küçülen (miZ + si)i dizilerine bakmak yeterli.

Belli ki miZ + si ⊃ mi+1Z + si+1 iliflkisini irdele-

meliyiz. Bu iliflki, mi, si, mi+1 ve si+1 say›lar› aç›s›n-

dan ne demektir? Bu say›lar aras›nda nas›l bir iliflki

olmal› ki, miZ + si ⊃ mi+1Z + si+1 iliflkisi sa¤lans›n? 

Önsav. aZ + u ⊇ bZ + v iliflkisi için gerek ve ye-

ter koflul a’n›n b’yi ve v − u’yu bölmesidir. aZ + u ⊃
bZ + v iliflkisi için, ayr›ca a ≠ b, yani b > a olmal›d›r.

Kan›t: Önce aZ + u ⊇ bZ + v iliflkisini varsaya-

l›m. Elbette v ∈ aZ + u olmal›, yani v − u ∈ aZ, yani

a, v − u say›s›n› bölmeli, bir baflka deyiflle,

aZ + u = aZ + (u − v) + v = aZ + v

eflitli¤i geçerli olmal›. Demek ki,

aZ + v = aZ + u ⊇ bZ + v.

Bundan aZ ⊇ bZ ç›kar, yani a, b’yi bölmeli.

fiimdi, a’n›n b’yi ve v − u’yu böldü¤ünü varsa-

yal›m. O zaman,

bZ + v ⊆ aZ + v = aZ + (v − u) + u = aZ + u.

En sondaki “ayr›ca” k›sm› kolay. ■■

Kald›¤›m›z yerden düflünmeye devam edelim.

Demek ki m0, m1’i, m1, m2’yi, m2, m3’ü bölüyor.

Dolay›s›yla, belli p1, p2, p3, ... tamsay›lar› için,

m1 = m0p1

m2 = m1p2

m3 = m2p3

...

Yani,

m1 = m0p1

m2 = m0p1p2

m3 = m0p1p2p3

...

Ayr›ca miZ + si kümeleri küçüldü¤ünden, her pi > 1

olmal›d›r. 

Buraya kadar her fley yolunda, önsav sayesinde

mi’ler hakk›nda elde edilebilecek tüm bilgileri elde

ettik. Bundan böyle yukardaki eflitlikleri varsayabi-

liriz. Hatta mi’leri unutup sadece m0 say›s›n› ve (pi)i
dizisini akl›m›zda tutabiliriz.

Bakal›m ayn› önsav, si’ler hakk›nda bize ne bil-

gi veriyor. Önsava göre,

m0, s1 − s0’› bölmeli,

m1, s2 − s1’i bölmeli,

m2, s3 − s2’yi bölmeli,

m3, s4 − s3’ü bölmeli,

...

Bu bilgiler ›fl›¤›nda, bu iliflkiler flu hale döner:

m0, s1 − s0’› bölmeli,

m0p1, s2 − s1’i bölmeli,

m0p1p2, s3 − s2’yi bölmeli,

m0p1p2p3, s4 − s3’ü bölmeli,

...

Demek ki, belli t0, t1, t2, ... say›lar› için,

s1 − s0 = m0t0,

s2 − s1 = m0p1t1,

s3 − s2 = m0p1p2t2,

s4 − s3 = m0p1p2p3t3,

...

Yani, flimdiye dek kullanmad›¤›m›z m0 = 1  ve s0 =

0 eflitliklerini de kullanarak,

s1 = t0,

s2 = s1 + p1t1,

s3 = s2 + p1p2t2,

s4 = s3 + p1p2p3t3,

...

elde ederiz. Yani

s1 = t0,

s2 = t0 + p1t1,

s3 = t0 + p1t1 + p1p2t2,

s4 = t0 + p1t1 + p1p2t2 + p1p2p3t3,

...

Galiba her fleyi bulduk:

Teorem. (mi)i ve (si)i say› dizilerinin,

Z ⊃ m1Z + s1 ⊃ ... ⊃ miZ + si ⊃ ...

iliflkisini sa¤lamas› için yeter ve gerek koflul,

mi = p1p2 ... pi

ve

si = t0 + t1p1 + ... + ti−1p1p2...pi−1

eflitliklerini sa¤layan (pi > 1)i ve (ti)i tamsay› dizile-

rinin olmas›d›r. Ayr›ca,

si = t0 + t1m1 + ... + ti−1mi−1

ve si+1 = si + timi. Dahas›, miZ + si kümelerinin ke-

sifliminde en çok bir say› olabilir.

Kan›t: “Ayr›ca” k›sm› çok kolay, ilk k›s›mdan

ç›k›yor. ‹lk k›sm› kan›tlayal›m. Gerekli¤i gördük.

Yeterlik üzerinde dural›m. Her i için, 

mi = p1p2 ... pi,

pi > 1 ve

si = t0 + t1p1 + ... + ti−1p1p2...pi−1

iliflkilerini sa¤layan (pi)i ve (ti)i say› dizilerinin oldu-

¤unu varsay›p

miZ + si ⊃ mi+1Z + si+1

iliflkisini kan›tlayal›m. Önsav’a göre mi’nin mi+1’i ve

si+1 − si’yi böldü¤ünü ve mi ≠ mi+1 eflitsizli¤ini ka-

n›tlamak gerekiyor. mi’nin mi+1’i böldü¤ü ve mi ≠
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mi+1 eflitsizli¤i besbelli. mi’nin si+1 − si’yi böldü¤ünü

kan›tlamak kal›yor. Hesaplayal›m:

si+1 = t0 + t1p1 + ... + tip1p2...pi

= si + tip1p2...pi = si + mitipi,

dolay›s›yla si+1 − si = mitipi ve si+1 − si, mi’ye bölü-

nüyor. 

En sondaki “dahas›” k›sm›n› kan›tlayal›m. x ve

y sonsuz kesiflimde olsunlar. O zaman x − si ve y −
si say›lar› mi’ye bölünürler, demek ki farklar› olan x

− y de mi’ye bölünür. mi’ler de gittikçe artt›¤›ndan,

bundan x = y ç›kar. ■■

Teoremden, miZ + si kümelerinin kesiflimindeki

tek say›n›n olsa olsa,

(burada m0 = p0 = 1) gibi bir “say›”n›n olabilece¤i

anlafl›l›r. Bu s∞ terimlerini sonsuz kesiflimde olmas›

gereken, hatta belki de gerçekten olan “ideal sa-

y›”lar olarak görebiliriz.

Yukardaki teoremi hemen uygulayal›m. pi’lerin

hepsini ayn› say›, örne¤in bir asal seçelim, diyelim pi

= p. O zaman, teoreme göre,

mi = pi

ve

si = t0 + t1p + t2p2 + ... + ti−1pi−1

buluruz. i’yi sonsuza götürürsek, kesiflimdeki “ideal

say›”

olur. E¤er her ti’yi 1 olarak al›rsak, Özer Çözer’in

“say›”s›n› buluruz. E¤er her ti’yi p − 1 olarak al›r-

sak, Oya Oynar’›n “ideal say›”s›n›, yani bir anlam-

da −1’i buluruz.

Özlem Beyarslan’›n örne¤indeki “ideal say›”y›

bulmak kolay de¤il. Ta en bafltan hesaplamaya çal›-

flal›m.

3Z + 1,

(3Z + 1) ∩ (5Z + 2),

(3Z + 1) ∩ (5Z + 2) ∩ (7Z + 3),

(3Z + 1) ∩ (5Z + 2) ∩ (7Z + 3) ∩ (11Z + 5)

kümeleri s›ras›yla

3Z + 1,

15Z + 7,

105Z + 52,

1155Z + 577

kümelerine eflit. m’leri bulmak kolay:

m0 = 1 (her zamanki gibi)

m1 = 3,

m2 = 3 × 5 = 15,

m3 = 3 × 5 × 7 = 105,

m4 = 3 × 5 × 7 × 11 = 1155,

...

Sorun s’leri bulmakta. ‹lk birkaç s’yi bulduk:

s1 = 1,

s2 = 7,

s3 = 52,

s4 = 577,

s5 = 7507,

s6 = 127627.

Genel bir yöntem görmedi¤imizden, geri kalanlar›

hesaplaman›n bir anlam› olmad›¤›n› düflündük.

Teoremdeki si+1 = si + timi eflitli¤inden, ilk bir-

kaç ti’yi de  bulabiliriz:

t0 = 1,

t1 = 2,

t2 = 3,

t3 = 5,

t4 = 6,

t5 = 8.

Demek ki Özlem Beyarslan “ideal say›”s›,

1 + 2×3 + 3×3×5 + 5×3×5×7 + 6×3×5×7×11

+ 8×3×5×7×11×13 + ...

diye bafll›yor ve anlayamad›¤›m›z bir biçimde de-

vam ediyor. Bu “say›”n›n t’lerini bulan herhalde ko-

caman bir bravo’yu hakediyordur.

Do¤an Bilge “ideal say›”s›n› bulmay› okura b›-

rak›yoruz. Biz çok e¤lendik, biraz da okur e¤lensin!

Özer Çözer ve Oya Oynar say›lar› bilinen say›-

lard›r. Bu tür say›lara p-sel say›lar denir. Fazla de-

¤il, biraz daha matematiksel olal›m:

türünden yaz›lan yaz›lan “say›”lara p-sel say› de-

nir. Bir sonraki say›m›zda p-sel say›lar› tüm ihtifla-

m›yla görece¤iz. fiimdilik p-sel say›lar› hissetmekle

yetinelim.

ti’leri 0 ya da 1 alarak say›lamaz sonsuzlukta p-

sel say› oldu¤u görülür. Oysa Z’de sadece say›l›r

sonsuzlukta say› vard›r. Demek ki gerçek tamsay›

olmayan say›lamaz sonsuzlukta “ideal say›” vard›r.

Bir baflka deyiflle yukarda verdi¤imiz Do¤an Bil-

ge’nin, Özlem Beyarslan’›n ve Özer Çözer’in bofl ke-

siflim örnekleri say›lamaz sonsuzluktaki örneklerin

sadece üçü. ♥
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