Matematik Diinyasi, 2004 Yaz

Kapak Konusu: Halkalar, Asallar ve Indirgenemezler (2)

p-sel Sayilari Hissetmek

Gegen yazida, nZ + r bigimin-

g} : :
T de yazilan sonlu sayida kiimenin kesi-

simi tizerine yogunlagmistik. Bu kesisimlerin ya
boskiime ya da gene nZ + r bigiminde yazilan kiime-
ler olduklarini gormistiik. Bu yazida, nZ + r bigi-
minde yazilan sonsuz sayida kiimenin kesigimi tize-
rinde duracagiz. Tav soruyla baslayalim:

Soru. Oyle (n)); ve (r;); tamsay: dizileri var nudir ki,
O (nZ +1) = D

olsun, ama bu n;Z + r; kiimelerinin sonlu kesisimle-
7i hicbir zaman boskiime olmasin?

Yani,
mZ +rq
(mZ + 1) N (nyZ + 1)
(mZ + 1) N (nyZ + 13) N (32 + 13)

sonlu kesisimlerinin hicbiri bogkiime olmayacak
ama, hepsini birden kesistirdigimizde bogkiime elde
edecegiz... Evet, bu kosullar: saglayan (n,Z + r;); sa-
y1 kiimeleri dizisi vardir. Ornekler asagida:

Ornek 1. [Dogan Bilge]

1e2Z+1,

3e(2Z+1)M3Z,
15e€(2Z+1)N3ZnN 5z,

105 € 2Z +1) M 3Z N SZ N 72,

1155 € 2Z+1) N 3Z N 5ZN7Z N 11Z,

Yani tek sayilar kiimesine ve 3, 5, 7, 11, 13 gibi
tek asallarin ¢carpimlarindan olugan kiimelere ba-
kiyoruz... Bunlarin sonlu tanesinin kesisimi bog
degildir ama hepsinin kesigsimi bostur, ¢linkii her
tek asala bolunen sadece 0 vardir ve 0 tek say1 de-
gildir.

Ornek 2. [Ozlem Beyarslan] p = 3, 5, 7, 11, 13,
17, 19,... tek asallar i¢in, pZ + (p — 1)/2 kiimeleri-
ne bakalim:

3Z + 1,

(3Z+1) N (5Z +2),
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(3Z+1) N (5Z+2) N (7Z + 3),
(BZ+1)N(5Z+2) N (7Z+3) N (11Z + 5),

Cin Kalanlar Teoremi’ne gore [sayfa 15, Sonug
5] yukardaki sonlu kesisimler bos degildir. Ama
hepsinin kesigimi bostur; bunu kanitlayalim. Hepsi-
nin kesigiminden (eger varsa) bir x alalim. Demek
ki, her tek p asali igin, x € pZ + (p — 1)/2, yani

x=pyp + (b~ 112
esitligini saglayan bir y,, tamsayist var. Bundan,

2x + 1 =p(2yp +1)
¢ikar, yani 2 disinda her p asali 2x + 1’i boler. De-
mek ki 2x + 1 =0 ve x = —1/2, celigki.

Aslinda bu 6rnek ve kaniti son derece ilging.
Kanut bize, M, e asal (PZ + (p — 1)/2) kiimesinde ol-
sa olsa —1/2 olacagini soyliiyor. —1/2 de Z’de olma-
digindan kesisimin bog olduguna hitkmediyoruz!

Ornek 3. [Ozer Cozer] p herhangi bir asal say1
olsun.
pZ+1
P2Z+1+p
pPZ+1+p+p?
pZ+1+p+p2+pd

kiimelerinin kesisimine bakalim. Bunlar gittik¢e kii-
ciilen kiimeler ve sonlu kesigimleri, kesigimi alinan
kiimelerin en kiiciigiine esit, dolayisiyla bos degil.

Bu kiimelerin sonsuz kesisimleri ne olabilir? Tlk
bakista kesisimde olsa olsa

TL+p+p2+pd+pt+..

gibi bir “say1” olabilecegi, Z’de de boyle bir “say1”
olamayacagindan bu kesisimin bog olacag: diigtinii-
lebilir. Ama bu, gorecegimiz tzere, biraz dogrudur,
cok dogru degildir.

Kesisimden bir say1 alalim. Bu sayiya x diyelim.
Demek ki, her 7z > 1 igin,

xepZ+1l+p+p2+... +prl
ve
x=py,+(1+p+p2+..+pnl)

esitligini saglayan bir y,, tamsayisi vardir. Her iki ta-
rafi da 1 — p ile ¢arparsak,
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(1= p)x = (1 - plpy, + 1 - pr
buluruz, yani
(1-plx—1=p"[(1-ply, -1l
Demek ki, (1 — p)x — 1 sayist her # dogal sayisi igin
p™?ye boluniyor, yani (1 —p)x — 1 =0 ve
x =11 -p).
Eger p # 2 ise bu say1 bir tamsay1 olamayacagindan
kesisim bogkiimedir.
Gercekten ne kamitladigimiza bakalim. Sunu
kanitladik: Eger, x tamsayisi her 7 icin,
PZ+1+p+p+..+prl
kiimesindeyse, 0 zaman
(I-px=1
dir ve
x=1(1-p).
Demek kesisimde en fazla bir eleman olabilir ve bu
eleman da olsa olsa 1/(1 — p) olabilir... Eger p = 2
ise bu say1 bir tamsay1 olamaz. Yani p # 2 ise,
N, P"Z+1+p+p2+..+p 1) =D
Peki p = 2 ise ne oluyor? O zaman, —1 gergek-
ten timinin kesigiminde oluyor. Nitekim, her »
pozitif dogal sayisi i¢in, kolayca goriilecegi tizere,
-1=1+2+22+ .. +271mod 2"

Ornek 4 [Oya Oynar] p gene bir asal olsun.
P'Z + (p=1) + (p=1)p + (p-1)p* + ... + (p-1)p"~!
kiimelerini kesistirelim. Bu kesisimden bir x alalim.

Bakalim x neye esit olmak zorunda kalacak.

(p=1) + (p=1p + (p-1)p? + ... + (p-1)p"!

=(p-11+p+p*+..+prl)=pr-1
oldugundan, elemanimiz ashinda,
Pz v i1,

yani p”Z — 1 kumelerindedir. Bunlarin kesigimi de
elbette —1°dir.

Demek ki Oya Oynar’in orneginde kesigimler
bosktime degil, -1’1 igeriyorlar.

Sorumuzu ti¢ 6rnekle yanitladik ama soruyu ya-
nitlarken ilging matematik iceren bazi sonuglara
ulastik. Sézgelimi, Ozer Cozer’in 6rnegine bakalim:

pZ+1

p2Z+1+p
pPZ+1+p+p?
piZ+1+p+pr+pd

Sanki,
1+p+p2+..+prla..
gibi bir “say1” bu kumelerin kesisimindeymis gibi
bir his var i¢cimizde... Oysa kesisimde olabilecek tek

18

eleman 1/(1 —p)... Yoksa
1

1+p+p2+...+p"_l+...:a

gibi bir esitlik mi s6zkonusu? Bilindigi gibi eger —1
<p < 1ise, bu esitligin bir anlami ve bir tanimi var-
dir. Ama burada p bir asal say1 ve en az 2... Sol ta-
raf sonsuz...

Bagtan Baglayalim
Sanki sorumuzun yanitin1 bilmiyormus gibi
davranip disiinmeye en bastan baglayalim. Hatta
soruyu umursamayalim bile... Sonlu kesisimleri
durmadan kigiilen (dolayisiyla sonlu kesisimlerin
hicbir zaman bogkiime olmayan) (#,Z + r;); say1 kii-
meleri alalim. Hepsinin kesigimi bog olsun ya da ol-
masin, bunu simdilik hi¢ umursamayalim. Kesigim-
de bir seyin olup olmadigini degil, kesisimde ne ola-
bilecegini bulmak istiyoruz! Yalniz,
mZ +rq
(mZ + 1) N (nyZ + 1)
(mZ + 1) N (nyZ + 17) N (n3Z + 13)

sonlu kesigsimlerinin hi¢ sabit kalmadan durmadan
kiigtildiiklerini aklimizda tutalim. (Dolayisiyla #; =

ﬂjo_l (n,-Z +7i)

0.) Amacimiz,

kesisiminde ne olabilecegini kestirmek.

(n;Z + r;); dizisinin en basina Z koyarak 7 = 1
ve 1o = 0 esitliklerini varsayabiliriz (sonlu ve sonsuz
kesisimler degismez o zaman.) Bu varsayim bize ya-
zihmda kolaylik saglayacak.

Sayfa 14, Teorem 2’ye gore, bog olmayan

(mgZ + 19) N oo N (m;Z + 1))
kesisimi, 72; ve s; tamsayilari i¢in, 72,Z + s; bi¢imin-
de yazilan bir kiimeye esittir:

(noZ +rg) N oo N (;Z + 1) =m;Z + ;.

Hatta ayni teoreme gore,
m; = ekok(ng, 1y, ..., n;)
olmali. Boylece gittikge kiigiilen, yani,

myZ +soDmZ +51D...OmL+5;D ...
iligkilerini saglayan bir (m,Z + s;); dizisi elde ederiz.
Ayrica, n,Z + r; kimelerinin hepsinin kesisimi 7,Z +
s; kiimelerinin hepsinin kesisimine esittir:

ﬂi:o (i +1;)= ﬂi:o i +s;).

Yazilimda kolaylik saglayacak olan m = ny =1
ve sg = 0 esitliklerini de unutmayalim, yeri gelecek.
Demek ki, sonlu kesisimlerinin durmadan kiigii-
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len (#,Z + r;); kiimeleri yerine, hi¢ sabit kalmadan dur-
madan kiigiilen (#,Z + s;); dizilerine bakmak yeterli.
Belli ki m,Z +s; > m; 4Z + s;,q iliskisini irdele-
meliyiz. Bu iliski, m;, s;, m;,1 ve s;,q sayilar1 agisin-
dan ne demektir? Bu sayilar arasinda nasil bir iligki
olmali ki, m;Z + s; > m;,1Z + s;,1 iliskisi saglansin?

Onsav. aZ + u 2 bZ + v iliskisi icin gerek ve ye-
ter kosul @min b’yi ve v — w’yu bolmesidir. aZ + u >
bZ + v iligkisi icin, ayrica a # b, yani b > a olmalidur.

Kamt: Once aZ + u 2 bZ + v iliskisini varsaya-
lim. Elbette v € aZ + u olmali, yani v — u € aZ, yani
a, v — u sayisini bolmeli, bir bagka deyisle,

aZ+u=aZ+wum—-v)+v=al+v
esitligi gecerli olmali. Demek ki,
aZ+v=aZ+u 2bZ +v.
Bundan aZ 2 bZ ¢ikar, yani a, b’yi bolmeli.

Simdi, @’nin b’yi ve v — #’yu boldugiinti varsa-
yalim. O zaman,

bZ+v caZ+v=aZ+(v-u)+u=aZ+u.

En sondaki “ayrica” kismi kolay.

Kaldigimiz yerden disinmeye devam edelim.
Demek ki m, mq’i, my, my’yi, my, m3’it boluyor.
Dolaysiyla, belli pq, py, p3, ... tamsayilari igin,

my = mopq

my = mipy

m3 = myP3
Yani,

my = mopq

my = mop1p;

m3 = mop1P2P3

Ayrica m;Z + s; kumeleri kiictldugiinden, her p; > 1
olmalidur.

Buraya kadar her sey yolunda, énsav sayesinde
m;'ler hakkinda elde edilebilecek tiim bilgileri elde
ettik. Bundan boyle yukardaki esitlikleri varsayabi-
liriz. Hatta ms;’leri unutup sadece m sayisini ve (p;);
dizisini aklimizda tutabiliriz.

Bakalim ayni 6nsav, s;ler hakkinda bize ne bil-
gi veriyor. Onsava gore,

myg, $1 — So’1 bolmeli,
my, s, — s1’1 bolmel,
my, s3 — $3’yi bolmeli,
m3, 4 — s3°0 bolmeli,

Bu bilgiler 1s1ginda, bu iliskiler su hale doner:
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my, s1 — $o’1 bolmeli,

mop1, Sy — 1’1 bolmeli,
mop1P, $3 — $3°yi bolmeli,
mop1PaP3, S4 — $3°U1 bolmeli,

Demek ki, belli ¢, t{, t,, ... sayilari icin,
$1 = So = motp,
$2 = $1 = mop1ty,
§3 = S = mop1Paty,
S4 — 83 = mop1p2P3t3,

Yani, simdiye dek kullanmadigimiz my =1 ve sg =
0 esitliklerini de kullanarak,

s1=1p,

Sy =81+ Pty

§3 =82 + P1P2to,

S4 = S3 + P1P2P313,

elde ederiz. Yani
s1=1p,
sy =1ty + Pilys
$3 =1y + P1t1 + P1D2%2,
54 =1ty + P1ty + P1P2ty + P1D2P3E3s

Galiba her seyi bulduk:

Teorem. (m;); ve (s;); sayr dizilerinin,
ZomZ+s;D..oOmZl+5;D ...
iliskisini saglamast icin yeter ve gerek kogul,
m;=piPy - P;
ve
Si=1lo+ 0Py + . + i qP1P2-Dig
esitliklerini saglayan (p; > 1); ve (t,); tamsay: dizile-
rinin olmasidir. Ayrica,
S;=tyg+tymy + ..+ 1imy_y
ve s;,1 = s; + t;m;. Dabasi, m;Z + s; kiimelerinin ke-
sisiminde en ¢ok bir say: olabilir.

Kanit: “Ayrica” kismu ¢ok kolay, ilk kisimdan
cikiyor. Ik kismi kanitlayalim. Gerekligi gordiik.
Yeterlik tizerinde duralim. Her i igin,

m; = p1Py - Dis
p;>1ve
Si=1lo+ 1Py + . + L qP1P2-Di
iligkilerini saglayan (p;); ve (¢;); say1 dizilerinin oldu-
gunu varsayip
m;Z +5s; Dmp L+ S

iligkisini kanitlayalim. Onsav’a gore 7, nin m;,1’i ve
;1 — Syl boldugunt ve m; # m;,q esitsizligini ka-
mitlamak gerekiyor. m2;/nin m;, 1’1 boldugi ve m; #



Matematik Diinyasi, 2004 Yaz

my,q esitsizligi besbelli. 72 nin s;,  — s;’yi bolduguni
kanitlamak kaliyor. Hesaplayalim:
Siet =lo + WP+ e H 11D D;
=Sj+ tp1po-Pi = Si + mitp;,

dolayisiyla s;, 1 — s; = mg;p; ve s;,1 — s;, m;'ye boli-
niiyor.

En sondaki “dahasi” kismini kanitlayalim. x ve
y sonsuz kesigimde olsunlar. O zaman x —s; ve y —
s; sayilari m;’ye bolunirler, demek ki farklari olan x
— vy de m;’ye boluniir. m;’ler de gittikce arttigindan,
bundan x = y ¢ikar. 0

Teoremden, 7,Z + s; kiimelerinin kesisimindeki
tek saymin olsa olsa,

o 0
S =Zi:otlmi =Zi=0tiP0P1P2~-.Pi

(burada m( = py = 1) gibi bir “say1”nin olabilecegi
anlagilir. Bu s, terimlerini sonsuz kesisimde olmasi
gereken, hatta belki de gercekten olan “ideal sa-
y1”lar olarak gorebiliriz.

Yukardaki teoremi hemen uygulayalim. p;’lerin
hepsini ayni say1, 6rnegin bir asal secelim, diyelim p;
= p. O zaman, teoreme gore,

m; = p!
ve
sp=1lo+ 1P + Hp? + o + 1 pt]
buluruz. 7’yi sonsuza goturiirsek, kesigimdeki “ideal
say1”
e i

i=o"iP

S =

olur. Eger her #yi 1 olarak alirsak, Ozer Cozer’in
“say1”sint buluruz. Eger her #yi p — 1 olarak alur-
sak, Oya Oynar’in “ideal say1”sini, yani bir anlam-
da -1’1 buluruz.

Ozlem Beyarslan’in érnegindeki “ideal say1”y1
bulmak kolay degil. Ta en bastan hesaplamaya cali-

salim.
3Z +1,
(3Z+1) M (5Z +2),
BZ+1)N(5Z+2) N (7Z + 3),
(3Z+1) M (5Z+2) N (7Z+3) M (11Z + 5)
kiimeleri sirasiyla
3Z+1,
152 + 7,
105Z + 52,
11552 + 577

kiimelerine esit. #2’leri bulmak kolay:
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myg = 1 (her zamanki gibi)
m1=3,

my=3x5=15,
m3=3x5x7=105,
my=3x5x7x11=1155,

Sorun s’leri bulmakta. Ilk birkag s’yi bulduk:

S1= 1,

S = 7,

S3 = 52,
s4=577,

ss = 7507,
s¢ = 127627,

Genel bir yontem gormedigimizden, geri kalanlari
hesaplamanin bir anlami olmadigini diistindiik.

Teoremdeki s;,1 = s; + t;m; esitliginden, ilk bir-
kag tyi de bulabiliriz:

t =1,
=2,
t =3,
t3:5,
ty = 6,
t5:8.

Demek ki Ozlem Beyarslan “ideal say1”si,
1+ 2x3 + 3x3x5 + 5x3x5x7 + 6x3x5x7x11
+ 8x3x5x7x11x13 + ...

diye bagliyor ve anlayamadigimiz bir bi¢imde de-
vam ediyor. Bu “say1”nin #lerini bulan herhalde ko-
caman bir bravo’yu hakediyordur.

Dogan Bilge “ideal say1”sinm1 bulmay1 okura bi-
rakiyoruz. Biz ¢ok eglendik, biraz da okur eglensin!

Ozer Cozer ve Oya Oynar sayilari bilinen say1-
lardir. Bu tiir sayilara p-sel sayilar denir. Fazla de-
gil, biraz daha matematiksel olalim:

S0 =Zzotz’l7i

tirtinden yazilan yazilan “sayi1”lara p-sel say1 de-
nir. Bir sonraki sayimizda p-sel sayilar tim ihtiga-
miyla gorecegiz. Simdilik p-sel sayilari hissetmekle
yetinelim.

tleri 0 ya da 1 alarak sayilamaz sonsuzlukta p-
sel say1 oldugu gorulir. Oysa Z’de sadece sayilir
sonsuzlukta say1 vardir. Demek ki ger¢ek tamsayi
olmayan sayilamaz sonsuzlukta “ideal say1” vardir.
Bir bagka deyigle yukarda verdigimiz Dogan Bil-
ge’nin, Ozlem Beyarslan’in ve Ozer Cézer’in bos ke-
sisim ornekleri sayilamaz sonsuzluktaki 6rneklerin
sadece ticii. ¥



