
Polinomlar› geçen say›-

m›zda oldukça ayr›nt›l› bir biçimde

tan›mlam›flt›k. Özetle, e¤er R bir halkaysa1, R

katsay›l› bir polinom, p0, p1, ..., pn ∈ R için,

p(X) = p0 + p1X + ... + pnXn ∈ R[X] 

biçiminde yaz›lan bir terimdir.

E¤er x ∈ R ise, p polinomunu x’te de¤erlendirip,

R’nin

p(x) = p0 + p1x + ... + pnxn

eleman›n› bulabiliriz. Sadece uygulamal› cebirin de-

¤il, cebirin kendisinin en önemli sorunlar›ndan biri,

p(x) = 0 eflitli¤ini sa¤layan x ∈ R elemanlar›n› bul-

makt›r. Bu tür x ∈ R elemanlar›na p(X) polinomu-

nun kökü denir.

Örne¤in X2 − 2 polinomunun Q halkas›nda

kökü yoktur ama R halkas›nda iki kökü vard›r: √2

ve −√2. Bir baflka örnek: 2X − 1 polinomunun Z’de

kökü yoktur ama Q’da vard›r: 1/2. Son bir örnek:

X2 − X polinomunun Z/6Z’de tam dört kökü var-

d›r: 0, 1, 3, 4. 

Yukardaki örneklerde de görüldü¤ü gibi, bir

polinomun kökleri polinoma göre oldu¤u kadar

kökleri hangi halkada arad›¤›m›za göre de de¤iflir.

Bu bölümün amac› polinomlar›n kökleriyle ilgi-

li birkaç sonuç bulmak.

E¤er pn ≠ 0 ise pn’ye p polinomunun baflkatsa-

y›s› ad› verilir. Ayr›ca, bu durumda, p’nin derecesi-

ne n denir ve d°(p) = n yaz›l›r. E¤er p = 0 ise, 0 ol-

mayan bir katsay› yoktur ve o zaman da d°(p) = –∞
olarak tan›mlan›r.

Aynen tamsay›larda oldu¤u gibi (ama gerçek-

ten aynen tamsay›larda oldu¤u gibi), ço¤u zaman

bir kalan da olsa, bir polinomu bir baflka polino-

ma bölebiliriz. Bunu geçen say›m›zda görmüfltük: 

Olgu. [MD-2004-I, sayfa 35, Teorem 3]. R bir

halka olsun. a, b ∈ R[X] olsun. Ayr›ca b’nin baflkat-

say›s›n›n R’de tersinir oldu¤unu varsayal›m. O za-

man a = bq + r ve d°(r) < d°(b) özelliklerini sa¤layan

bir ve bir tane R katsay›l› (q, r) polinom çifti vard›r.

Z’ye uygulamas› çok pratik olan bir sonuçla

bafllayal›m:

Önsav 1. R bir halka, x ∈ R ve

p(X) = p0 + p1X + ... + pnXn ∈ R[X] 

olsun. x ∈ R, p(X)’in bir köküyse, x, p0’› R’de bö-

ler.

Kan›t: 0 = p(x) oldu¤undan, do¤rudan p(X)’in

tan›m›ndan,

p0 = −x(p1 + ... + pnan−1)
buluruz. ■■

Örnek. p(X) = X4 − 4X3 − 19X2 − 8X − 42 po-

linomunun Z’deki tüm köklerini bulal›m. E¤er x

tamsay›s› bu polinomun bir köküyse, Önsav 1’e

göre, x, 42’yi Z’de bölmeli. Demek ki x ancak ±1

±2, ±3, ±6, ±7, ±14, ±21, ±42 say›lar›ndan biri ola-

bilir. Teker teker deneyerek x = −3, 7 buluruz.

Kan›tlayaca¤›m›z ikinci sonuç konunun abece-

sidir diyebiliriz.

Teorem 2. R bir halka, a ∈ R ve p(X) ∈ R[X]

olsun. a’n›n p’nin kökü olmas› için gerek ve yeter

koflul X – a polinomunun p(X) polinomunu R[X]

halkas›nda bölmesidir.

Kan›t: Önce X – a polinomunun p(X) polino-

munu R[X]’te böldü¤ünü varsayal›m. Bu varsay›-

ma göre, bir q(X) ∈ R[X] için 

p(X) = (X – a)q(X). 

Her iki taraf› da a’da de¤erlendirelim:

p(a) = (a – a)q(a) = 0 × q(a) = 0

elde ederiz. Demek ki p(a) = 0.

fiimdi, p(a) = 0 eflitli¤ini varsayal›m. Yukardaki

olguyu uygulayarak p(X) polinomunu X – a polino-

muna bölelim: 

p(X) = (X – a)q(X) + r(X)

eflitli¤ini ve

dº(r(X)) < dº(X – a) = 1
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1 Halka kavram›yla hafl›r neflir olmak istemeyen okur, bu ve bun-

dan sonraki yaz›larda R yerine Z, Q, R gibi bilinen say› hal-

kalar›ndan herhangi birini alabilir. Halka kavram›n›n tan›m›n›

sayfa 21’de bulabilirsiniz.



eflitsizli¤ini sa¤layan q(X) ve r(X) polinomlar› bu-

lunur. ‹kinci eflitsizlikten r(X)’in sabit bir polinom

oldu¤u, yani bir r ∈ R için r(X) = r eflitli¤i ç›kar.

Demek ki

p(X) = (X – a)q(X) + r.

fiimdi bu eflitli¤in sa¤›n› ve solunu a’da de¤erlendi-

relim: 0 = p(a) = (a – a)q(a) + r = 0 × q(a) + r = 0 +

r = r buluruz. r = 0 bulduk. Sonuç:

p(X) = (X – a)q(X) + r = (X – a)q(X). ■■

Örnek. p(X) = X4 − 4X3 − 19X2 − 8X − 42 po-

linomunun Z’deki köklerini yukarda bulmufltuk: −3

ve 7. Teorem 2’ye göre X + 3 ve X − 7 polinomlar›

p(X)’i Z[X]’te bölmeli. Nitekim, kolayca sa¤lamas›

yap›laca¤› üzere,

p(X) = (X + 3)(X3 − 7X2 + 2X − 14)

ve

p(X) = (X − 7)(X3 + 3X2 + 2X + 6).

Asl›nda, (X + 3)(X − 7) polinomu da p(X)’i

Z[X]’te böler:

p(X) = (X − 7)(X + 3)(X2 + 2).

Okur bu örne¤e aldanarak yanl›fl ç›kar›mlarda

bulunmas›n, afla¤›da da görece¤imiz üzere, e¤er bir

R halkas›n›n a ve b elemanlar› p(X) ∈ R[X] polino-

munun iki de¤iflik köküyse, (X − a)(X − b) polino-

mu her zaman p(X)’i bölmez. 

Örnek. X2 − X polinomunun Z/6Z’deki kökle-

rini Z/6Z’nin alt› eleman›n› da teker teker deneye-

rek bulabiliriz: 0, 1, 3 ve 4 bulunur. Yukardaki te-

oreme göre X, X−1, X−3 ve X−4 polinomlar›

Z/6Z[X] halkas›nda X2 − X’i böler. Nitekim:

X2 − X = X(X − 1) = (X − 3)(X − 4).

Ancak, yukardaki örne¤in tersine, Z/6Z[X] halka-

s›nda (X − 1)(X − 3) polinomu X2 − X polinomu-

nu bölmez.

Bir sonraki teoremde, e¤er R bir taml›k bölge-

siyse (yani ab = 0 oldu¤unda ya a’n›n ya da b’n›n

0 olmak zorunda oldu¤u bir halkaysa), o zaman

R[X] halkas›nda her fleyin yolunda gitti¤ini görece-

¤iz. Zaten yukardaki ikinci örnekteki sorun Z/6Z

halkas›n›n bir taml›k bölgesi olmamas›ndan kay-

naklan›yordu. (Bknz. sayfa 50.)

Teorem 3. R bir taml›k bölgesi, p(X) ∈ R[X]

ve a1, ..., an ∈ R elemanlar› p(X)’in birbirinden de-

¤iflik kökleri olsun. O zaman, (X − a1) ... (X − an)

polinomu p(X) polinomunu R[X]’te böler.

Kan›t: Kan›t› n üzerine tümevar›mla yapaca-

¤›z. E¤er n = 1 ise, bu, aynen Teorem 2’dir. fiimdi

a1, ..., an, an+1 ∈ R elemanlar› p(X)’in birbirinden

de¤iflik kökleri olsun. (X − a1) ... (X − an) polino-

munun p(X)’i R[X]’te böldü¤ünü varsayal›m (tü-

mevar›m varsay›m›). Diyelim,

p(X) = (X − a1) ... (X − an)q(X).

(Burada q(X) ∈ R[X].) Bu eflitli¤in iki taraf›n› da

an+1’de de¤erlendirelim:

0 = p(an+1) = (an+1 − a1) ... (an+1 − an)q(an+1).

ai’ler birbirinden de¤iflik oldu¤undan, sa¤daki teri-

min an+1 − ai çarpanlar›n›n hiçbiri 0 olamaz. R bir

bölge oldu¤undan, bundan q(an+1) = 0 ç›kar. fiim-

di Teorem 2’yi q(X) ve an+1’e uygulayabiliriz: X −
an+1 polinomu q(X) polinomunu böler, yani, belli

bir s(X) ∈ R[X] için, 

q(X) = (X − an+1)s(X).

Dolay›s›yla, 

p(X) = (X − a1) ... (X − an)q(X) 

= (X − a1) ... (X − an)(X − an+1)s(X).

Teorem kan›tlanm›flt›r. ■■

Sonuç 4. E¤er R bir taml›k bölgesiyse, R[X]

halkas›nda s›f›r olmayan her polinomun en fazla

derecesi kadar kökü vard›r.

Kan›t: p(X) ∈ R[X], derecesi n olan bir poli-

nom olsun. a1, ..., ak ∈ R elemanlar› p(X)’in birbi-

rinden de¤iflik kökleri olsun. O zaman, Teorem 3’e

göre k dereceli ve 1 baflkatsay›l› (X − a1) ... (X − ak)

polinomu, n−inci dereceden bir polinom olan p(X)

polinomunu R[X]’te böler. Demek ki k ≤ n. ♥
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Z/nZ Halkas›nda

‹kinci Dereceden Denklemler

X2 − X = 0 denkleminin Z/6Z halkas›nda

tam dört çözümü vard›r: 0, 1, 3 ve 4. Z/30Z hal-

kas›nda ise sekiz kökü vard›r. Arayan bulur!

Genel olarak, X2 − X = 0 denkleminin Z/nZ

halkas›nda kaç çözümü vard›r?

Okur mutlaka gerçel say›larda ikinci derece-

den denklemleri çözmeyi biliyordur. Viète for-

mülünden ikinci dereceden bir denklemin gerçel

say›larda en fazla iki kökü oldu¤u anlafl›l›r. Bu,

daha genel olarak özniteli¤i 2 olmayan herhangi

bir cisim için de geçerlidir. 

Peki, Z/nZ halkas›nda aX2 + bX + c = 0

denkleminin kaç kökü vard›r?


