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Kapak Konusu: Halkalar, Asallar ve Indirgenemezler (2)

Polinomlarin Kokleri

Polinomlari gecen sayi-
mizda oldukga ayrintili bir bi¢imde
tamimlamustik. Ozetle, eger R bir halkaysal, R
katsayil bir polinom, pg, p1, ..., P, € R icin,
pX)=po+p1 X + ... + p, X" € R[X]
bi¢iminde yazilan bir terimdir.

Eger x € R ise, p polinomunu x’te degerlendirip,
R’nin

p(x) = po + P1X + ..o + PX"
elemanini bulabiliriz. Sadece uygulamali cebirin de-
gil, cebirin kendisinin en 6nemli sorunlarindan biri,
p(x) = 0 esitligini saglayan x € R elemanlarini bul-
maktir. Bu tiir x € R elemanlarina p(X) polinomu-
nun kokii denir.

Ornegin X2 — 2 polinomunun Q halkasinda
kokii yoktur ama R halkasinda iki kokii vardir: V2
ve —V2. Bir baska 6rnek: 2X — 1 polinomunun Z’de
kokii yoktur ama Q’da vardir: 1/2. Son bir 6rnek:
X2 — X polinomunun Z/6Z’de tam dort kokii var-
dir: 0, 1, 3, 4.

Yukardaki 6rneklerde de gortuldugi gibi, bir
polinomun kokleri polinoma gore oldugu kadar
kokleri hangi halkada aradigimiza gore de degisir.

Bu boliimiin amact polinomlarin kokleriyle ilgi-
li birka¢ sonug bulmak.

Eger p,, # 0 ise p,’ye p polinomunun bagkatsa-
yis1 adi verilir. Ayrica, bu durumda, p’nin derecesi-
ne 7 denir ve d°(p) = n yazilir. Eger p = 0 ise, 0 ol-
mayan bir katsay1 yoktur ve o zaman da d°(p) = —o
olarak tanimlanir.

Aynen tamsayilarda oldugu gibi (ama gergek-
ten aynen tamsayilarda oldugu gibi), ¢ogu zaman
bir kalan da olsa, bir polinomu bir baska polino-
ma bolebiliriz. Bunu gecen sayimizda gormustiik:

Olgu. [MD-2004-1, sayfa 35, Teorem 3]. R bir
halka olsun. a, b € R[X] olsun. Ayrica b’nin bagkat-
sayismun R’de tersinir oldugunu varsayalim. O za-

1 Halka kavramuyla hagir nesir olmak istemeyen okur, bu ve bun-
dan sonraki yazilarda R yerine Z, Q, R gibi bilinen say1 hal-
kalarindan herhangi birini alabilir. Halka kavraminin tanimini
sayfa 21°de bulabilirsiniz.
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man a = bq + r ve d°(r) < d°(b) ozelliklerini saglayan
bir ve bir tane R katsayili (q, r) polinom ¢ifti vardir.

Z’ye uygulamasi ¢ok pratik olan bir sonugla
baglayalim:

Onsav 1. R bir halka, x € R ve
p(X) =po + 1 X + ... + p, X" € R[X]

olsun. x € R, p(X)’in bir kokiiyse, x, py’t R’de bo-
ler.

Kanit: 0 = p(x) oldugundan, dogrudan p(X)’in
tanimindan,

Po = —X(py + ... + pua™h)

buluruz. m

Ornek. p(X) = X4 — 4X3 - 19X2 - 8X — 42 po-
linomunun Z’deki tim koklerini bulalim. Eger x
tamsayisi bu polinomun bir kékiiyse, Onsav 1’e
gore, x, 42’yi Z’de bolmeli. Demek ki x ancak +1
+2,+3, 46,17, +14, +21, +42 sayilarindan biri ola-
bilir. Teker teker deneyerek x = —3, 7 buluruz.

Kanitlayacagimiz ikinci sonu¢ konunun abece-
sidir diyebiliriz.

Teorem 2. R bir halka, a € R ve p(X) € R[X]
olsun. a’min p’nin kokii olmast icin gerek ve yeter
kosul X — a polinomunun p(X) polinomunu R[X]
halkasinda bélmesidir.

Kamit: Once X — a polinomunun p(X) polino-
munu R[X]’te boldigiini varsayalim. Bu varsayi-
ma gore, bir g(X) € R[X] i¢in

p(X) = (X = a)q(X).
Her iki tarafi da a’da degerlendirelim:
pla) = (a - a)gla) = 0 x qla) = 0
elde ederiz. Demek ki p(a) = 0.
Simdi, p(a) = 0 esitligini varsayalim. Yukardaki

olguyu uygulayarak p(X) polinomunu X - a polino-
muna bolelim:
p(X) = (X - a)q(X) + r(X)
esitligini ve
d°(r(X)) < d’(X -a) =1
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esitsizligini saglayan g(X) ve #(X) polinomlar1 bu-
lunur. Ikinci esitsizlikten 7(X)’in sabit bir polinom
oldugu, yani bir 7 € R igin #(X) = 7 esitligi ¢ikar.
Demek ki
p(X) = (X - a)qg(X) + 7.

Simdi bu esitligin sagini ve solunu @’da degerlendi-
relim: 0 =p(a) = (@a—a)ga) +r=0xg(a) +r=0 +
7 = r buluruz. = 0 bulduk. Sonug:

pX) = (X-a)g(X) + 7= (X-a)q(X). O

Ornek. p(X) = X# - 4X3 — 19X2 - 8X — 42 po-
linomunun Z’deki koklerini yukarda bulmustuk: —3
ve 7. Teorem 2’ye gore X + 3 ve X — 7 polinomlari
p(X)i Z[X]’te bolmeli. Nitekim, kolayca saglamasi
yapilacag tizere,

p(X) = (X +3)(X3 - 7X2 + 2X - 14)

ve

p(X) = (X - 7)(X3 +3X2 +2X +6).
Aslinda, (X + 3)(X — 7) polinomu da p(X)’i
Z[X]’te boler:
p(X)

= (X = 7)(X + 3)(X2 +2).

Okur bu 6rnege aldanarak yanhs ¢ikarimlarda
bulunmasin, asagida da gorecegimiz tizere, eger bir
R halkasinin g ve b elemanlari p(X) € R[X] polino-
munun iki degisik kokiiyse, (X — a)(X — b) polino-
mu her zaman p(X)’i bolmez.

Ornek. X2 — X polinomunun Z/6Z’deki kokle-
rini Z/6Z’nin alt1 elemanini da teker teker deneye-
rek bulabiliriz: 0, 1, 3 ve 4 bulunur. Yukardaki te-
oreme gore X, X-1, X-3 ve X-4 polinomlari
Z/6Z[X] halkasinda X? — X’i boler. Nitekim:

X2-X=X(X-1)=(X-3)(X-4).
Ancak, yukardaki 6rnegin tersine, Z/6Z[X] halka-
sinda (X — 1)(X - 3) polinomu X2 — X polinomu-
nu bolmez.

Bir sonraki teoremde, eger R bir tamlik bolge-
siyse (yani ab = 0 oldugunda ya @’nin ya da b’nin
0 olmak zorunda oldugu bir halkaysa), o zaman
R[X] halkasinda her seyin yolunda gittigini gorece-
giz. Zaten yukardaki ikinci ornekteki sorun Z/6Z
halkasinin bir tamlik bolgesi olmamasindan kay-
naklaniyordu. (Bknz. sayfa 50.)

Teorem 3. R bir tamlik bolgesi, p(X) € R[X]
Ve dq, ..., 4, € R elemanlar: p(X)’in birbirinden de-
gisik kokleri olsun. O zaman, (X — aq) ... (X —a,,)
polinomu p(X) polinomunu R[X]'te boler.
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Kanit: Kaniti # Gzerine tiimevarimla yapaca-
g1z. Eger n = 1 ise, bu, aynen Teorem 2’dir. Simdi
A1y -y 4y 4,1 € R elemanlart p(X)’in birbirinden
degisik kokleri olsun. (X — ay) ... (X — a,,) polino-
munun p(X)’i R[X]’te boldugiini varsayalim (ti-
mevarim varsayimi). Diyelim,

P(X) = (X = ay) . (X = a,)q(X).
(Burada ¢(X) € R[X].) Bu esitligin iki tarafim da
a,,1’de degerlendirelim:

0 =pla,,1) = @ —a) - (@ — a,)q(a,,q).
a;ler birbirinden degisik oldugundan, sagdaki teri-
min a,,, 1 — a; ¢arpanlarinin higbiri 0 olamaz. R bir
bolge oldugundan, bundan ¢(a,,,{) = 0 ¢ikar. Sim-
di Teorem 2’yi q(X) ve a,,,’e uygulayabiliriz: X —
a,.,1 polinomu ¢(X) polinomunu béler, yani, belli
bir s(X) € R[X] igin,

q(X) =(X- an+1)s(X)-
Dolayisiyla,
p(X) = (X —ay) . (X - a,)q(X)
= (X -aq) ... (X—-a,)(X-a,,1)s(X).

Teorem kanitlanmustir. O

Sonug 4. Eger R bir tamhk bdlgesiyse, R[X]
halkasinda sifir olmayan ber polinomun en fazla
derecesi kadar kokii vardur.

Kanit: p(X) € R[X], derecesi 7 olan bir poli-
nom olsun. ay, ..., a3 € R elemanlar1 p(X)’in birbi-
rinden degisik kokleri olsun. O zaman, Teorem 3’e
gore k dereceli ve 1 bagkatsayili (X —ay) ... (X —ay,)
polinomu, z—inci dereceden bir polinom olan p(X)
polinomunu R[X]’te boler. Demek ki k <. ¥

Z/nZ Halkasinda
ikinci Dereceden Denklemler

X2 — X = 0 denkleminin Z/6Z halkasinda
tam dort ¢oziimii vardir: 0, 1, 3 ve 4. Z/30Z hal-
kasinda ise sekiz kokii vardir. Arayan bulur!

Genel olarak, X2 — X = 0 denkleminin Z/nZ
halkasinda kag¢ ¢cozumii vardir?

Okur mutlaka gergel sayilarda ikinci derece-
den denklemleri ¢6zmeyi biliyordur. Viete for-
miiliinden ikinci dereceden bir denklemin gercel
sayilarda en fazla iki koki oldugu anlagilir. Bu,
daha genel olarak 6zniteligi 2 olmayan herhangi
bir cisim i¢in de gecerlidir.

Peki, Z/nZ halkasinda aX2 + bX + ¢ = 0
denkleminin kag¢ kokt vardir?



