
Bu yaz›da K hep bir cis-

mi temsil edecek. Yani K halka-

s›, Q ya da R gibi, s›f›r olmayan her elema-

n›n›n tersinir oldu¤u bir halka olacak. Dileyen okur,

afla¤›daki kan›tlarda hiçbir de¤ifliklik yapmadan K

yerine Q ya da R alabilir.

Amac›m›z, K[X] halkas›n›n her indirgenemezi-

nin bir asal oldu¤unu kan›tlamak. Bu iki kavram›

sayfa 25-26’da tan›mlam›flt›k. Bu tan›mlara eflde-

¤er tan›mlar› verelim:

p, sabit olmayan bir polinom olsun. E¤er p, sa-

dece K* ve pK*’›n elemanlar›na bölünebiliyorsa, o

zaman p’ye indirgenemez polinom deriz.

p, gene sabit olmayan bir polinom olsun. E¤er

p, herhangi iki polinomun çarp›m›n› böldü¤ünde,

o iki polinomdan birini bölüyorsa, o zaman p’ye

asal polinom deriz.

Her asal›n her halkada bir indirgenemez oldu-

¤unu görmüfltük (sayfa 26, Önsav 7). Ama baz›

halkalarda baz› indirgenemezler asal de¤illerdir.

Bu oyunbozan halka örneklerini de sayfa 25-26’da

görmüfltük, örne¤in Z[√5] bu tür halkalardan biri-

dir. Neyse ki bu tür anormalliklere matematikte ve

yaflamda en çok kullan›lan evcil halkalarda rast-

lanmaz. Örne¤in, K[X] halkas›nda, bu yaz›da ka-

n›tlayaca¤›m›z üzere, her indirgenemez bir asald›r.

‹leride bu sonucu genellefltirerek, bu sonucun

sadece K[X]  halkas›nda de¤il, K[X1, X2, ..., Xn] ve

Z[X1, X2, ..., Xn] gibi birçok halkada da geçerli ol-

du¤unu görece¤iz.

Bu sonuç sayesinde, K[X]  halkas›n›n bir tek çar-

panlama bölgesi oldu¤unu, yani sabit olmayan her

polinomun sonlu say›da asal›n çarp›m› olarak (afla¤›

yukar›) tek bir biçimde yaz›ld›¤›n› anlam›fl olaca¤›z.

(Bknz. sf. 27, Teorem 10 ve sf. 25, Teorem 6).

Kan›tlayaca¤›m›z sonucu geçen say›m›zda Z

için (asl›nda N için ama ne fark var ki!) kan›tlam›fl-

t›k (bknz. MD-2004-I, sayfa 17, Teorem 2). Kan›-

t›m›z aynen, ama nerdeyse t›pat›p o kan›t gibi ola-

cak. ‹ki kan›t› sa¤l› sollu paralel sunaca¤›z ve böy-

lece Z halkas›yla K[X]  halkas›n›n birbirine ne ka-

dar benzer oldu¤u anlafl›lacak.

Z halkas›n› di¤er halkalardan ayr›cal›kl› k›lan

fley mutlak de¤er fonksiyonudur. Mutlak de¤er sa-

yesinde Z halkas›nda tümevar›mla kan›t yapabili-

riz. K[X] halkas›nda mutlak de¤er fonksiyonun ye-

rini derece fonksiyonu al›r ve ayn› ifllevi görür: Po-

linomun derecesi üzerine tümevar›m yapabilir ve Z

için kan›tlad›¤›m›z birçok teoremi K[X] için de ka-

n›tlayabiliriz, hem de kan›tlar› hemen hemen hiç

de¤ifltirmeden, aynen burada yapaca¤›m›z gibi.

Bu yaz›da polinomlar üzerine kullanaca¤›m›z

tek olgu, bir polinomu, biraz kalan da olsa bir

baflka polinoma bölebilece¤imiz. Tamsay›larda da

buna benzer bir bölme yok mudur?

E¤er ƒ ve g polinomlar› sadece sabit polinom-

lara bölünüyorsa, o zaman ƒ ve g polinomlar›n›n

aralar›nda asal olduklar› söylenir. Bazen, ƒ ve

g’nin ortak böleni yoktur deriz. (Her ne kadar bu

çeliflik bir terimse de... Çünkü örne¤in 1 ve genel

olarak s›f›r d›fl›nda her sabit polinom, herhangi iki

polinomu böler.)

Afla¤›da Z ve K[X] halkalar›ndaki paralel ka-

n›tlar› bulacaks›n›z.
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Kapak Konusu: Halkalar, Asallar ve ‹ndirgenemezler (2)

Polinomlarda ‹ndirgenemezler

K[X] HALKASINDA
Olgu. [MD-2004-I, sayfa 35, Teorem 3’ün

özel bir hali] K bir halka olsun. a, b ∈ K[X] ve b

≠ 0 olsun. O zaman a = bq + r ve d°(r) < d°(b)

özelliklerini sa¤layan q ve r polinomlar› vard›r.

Önsav (Bézout). E¤er a ve b polinomlar› bir-

birine asalsa, o zaman au + bv = 1 eflitli¤ini sa¤-

layan u ve v polinomlar› vard›r.

Z HALKASINDA
Olgu. [MD-2003-IV, sayfa 48-49] a, b ∈ Z

ve b ≠ 0 olsun. O zaman a = bq + r ve 0 ≤ r < |b|

özelliklerini sa¤layan q ve r tamsay›lar› vard›r.

Önsav (Bézout). E¤er a ve b tamsay›lar› bir-

birine asalsa, o zaman au + bv = 1 eflitli¤ini sa¤-

layan u ve v tamsay›lar› vard›r.
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Kan›t: d°(a) + d°(b) üzerinden tümevar›mla.

E¤er a ya da b polinomlar›ndan biri K*’day-

sa, kan›t kolay. E¤er a ya da b polinomlar›ndan

biri 0’sa, di¤eri K*’da olmak zorunda.

Bundan böyle a ve b’nin K’da olmad›klar›n›,

yani derecelerinin pozitif oldu¤unu varsayal›m.

d°(b) ≤ d°(a) olsun. a’y› b’ye bölelim: 

a = bq + r ve d°(r) < d°(b)

özelliklerini sa¤layan (q, r) polinom çifti vard›r.

Elbette b ve r’yi bölen her polinom, a ve b’yi

de böler. Demek ki b ve r de birbirine asal. Ay-

r›ca,

d°(a) + d°(b) ≥ d°(b) + d°(b) > d°(r) + d°(b)

oldu¤undan, tümevar›m varsay›m›ndan dolay›,

ru + bv = 1

eflitli¤ini sa¤layan u ve v polinomlar› vard›r. Bu

formülde r yerine a − bq yazarsak,

1 = ru + bv = (a − bq)u + bv = au + b(v − qu)

elde ederiz ki bu da önsav›m›z› kan›tlar. 

Teorem. K[X]’in indirgenemez her polino-

mu asald›r.

Kan›t: p, K[X]’in indirgenemez bir polinomu

olsun. ‹ki g ve h polinomu için p’nin gh’yi böldü-

¤ünü varsayal›m. p’nin ya g’i ya da h’yi böldü¤ü-

nü kan›tlayaca¤›z. Böylece p’nin bir asal oldu¤u

anlafl›lacak. Bunun için p’nin g’i bölmedi¤ini var-

say›p h’yi böldü¤ünü kan›tlamak yeterli. Biz de

bundan böyle p’nin g’i bölmedi¤ini varsayal›m. 

p indirgenemez oldu¤undan, p’yi sadece K*

ve K*p’nin elemanlar› böler. Dolay›s›yla p ve g

birbirine asald›r. Önsav 3 bize pu + gv = 1 eflit-

li¤ini sa¤layan u ve v polinomlar› verir. Demek ki 

hpu + hgv = h.

fiimdi, p polinomu sol taraftaki hpu ve hgv

polinomlar›n› böler, demek ki toplamlar›n› da

böler, dolay›s›yla sa¤ taraftaki h’yi de böler.

Sonuç. K bir cisim olsun. K[X]’in bir ƒ polino-

mu sonlu say›da asal›n (ya da indirgenemezin) çar-

p›m› olarak yaz›l›r ve bu yaz›l›m afla¤› yukar› tek

bir biçimde yap›l›r: Yani p1, ..., pn ve q1, ..., qm

asal polinomlarsa ve 

ƒ = p1 ... pn = q1 ... qm

ise, o zaman n = m’dir ve öyle bir 

σ: {1, ..., n} → {1, 2, ..., n}

efllemesi vard›r ki, her i için pi ~ qσ(i) denkli¤i sa¤-

lan›r. [Sf. 27, Teorem 10 ve sf. 25, Teorem 6]. ♥

Kan›t: |a| + |b| üzerinden tümevar›mla.

E¤er a ya da b tamsay›lar›ndan biri 0’sa di-

¤eri ±1 olmak zorunda ve bu durumda kan›t çok

kolay. 

Bundan böyle a ve b’nin 0 olmad›klar›n›, yani

mutlak de¤erlerinin pozitif oldu¤unu varsayal›m. 

|b| ≤ |a| olsun. a’y› b’ye bölelim:

a = bq + r ve |r| < |b|

özelliklerini sa¤layan (q, r) tamsay› çifti vard›r.

Elbette b ve r’yi bölen her tamsay›, a ve b’yi

de böler. Demek ki b ve r de birbirine asal. Ay-

r›ca,

|a| + |b| ≥ |b| + |b| > |r| + |b|

oldu¤undan, tümevar›m varsay›m›ndan dolay›,

ru + bv = 1

eflitli¤ini sa¤layan u ve v tamsay›lar› vard›r. Bu

formülde r yerine a − bq yazarsak,

1 = ru + bv = (a − bq)u + bv = au + (v − qu)b

elde ederiz ki bu da önsav›m›z› kan›tlar. ■■

Teorem. ‹ndirgenemez her tamsay› bir asal-

d›r.

Kan›t: p indirgenemez bir say› olsun. ‹ki g ve

h do¤al say›s› için p’nin gh’yi böldü¤ünü varsa-

yal›m. p’nin ya g’i ya da h’yi böldü¤ünü kan›tla-

yaca¤›z. Böylece p’nin bir asal oldu¤u anlafl›la-

cak. Bunun için p’nin g’i bölmedi¤ini varsay›p

h’yi böldü¤ünü kan›tlamak yeterli. Biz de bun-

dan böyle p’nin g’i bölmedi¤ini varsayal›m. 

p indirgenemez oldu¤undan, p’yi sadece ±1

ve ±p böler. Dolay›s›yla p ve g birbirine asald›r.

Önsav 3′ bize pu + gv = 1 eflitli¤ini sa¤layan u

ve v tamsay›lar› verir. Demek ki

hpu + hgv = h.

fiimdi, p say›s› sol taraftaki hpu ve hgv say›-

lar›n› böler, demek ki toplamlar›n› da böler, do-

lay›s›yla sa¤ taraftaki h’yi de böler. ■■

Sonuç. Her tamsay› sonlu say›da asal›n

(ya da indirgenemezin) çarp›m› olarak yaz›l›r

ve bu yaz›l›m afla¤› yukar› tek bir biçimde

yap›l›r: Yani p1, ..., pn ve q1, ..., qm asal tam-

say›larsa ve 

ƒ = p1 ... pn = q1 ... qm

ise, o zaman n = m’dir ve öyle bir 

σ: {1, ..., n} → {1, 2, ..., n}

eflleflmesi vard›r ki, her i için pi = ±qσ(i) eflitli¤i

sa¤lan›r. ♥


