Matematik Diinyasi, 2004 Yaz

Kapak Konusu: Halkalar, Asallar ve Indirgenemezler (2)

Polinomlarda indirgenemezler

Bu yazida K hep bir cis-
: mi temsil edecek. Yani K halka-
s1, Q ya da R gibi, sifir olmayan her elema-
ninin tersinir oldugu bir halka olacak. Dileyen okur,
asagidaki kanitlarda higbir degisiklik yapmadan K
yerine Q ya da R alabilir.

Amacimiz, K[X] halkasinin her indirgenemezi-
nin bir asal oldugunu kanitlamak. Bu iki kavrami
sayfa 25-26’da tamimlamigtik. Bu tanimlara esde-
ger tanimlar1 verelim:

p, sabit olmayan bir polinom olsun. Eger p, sa-
dece K* ve pK*’in elemanlarina bolinebiliyorsa, o
zaman p’ye indirgenemez polinom deriz.

p, gene sabit olmayan bir polinom olsun. Eger
p, herhangi iki polinomun ¢arpimini boldigiinde,
o iki polinomdan birini boliiyorsa, o zaman p’ye
asal polinom deriz.

Her asalin her halkada bir indirgenemez oldu-
gunu gormiistitk (sayfa 26, Onsav 7). Ama bazu
halkalarda bazi indirgenemezler asal degillerdir.
Bu oyunbozan halka 6rneklerini de sayfa 25-26’da
gormiistiik, 6rnegin Z[V5] bu tiir halkalardan biri-
dir. Neyse ki bu tiir anormalliklere matematikte ve
yasamda en c¢ok kullanilan evcil halkalarda rast-
lanmaz. Ornegin, K[X] halkasinda, bu yazida ka-
nitlayacagimiz tizere, her indirgenemez bir asaldir.

Ileride bu sonucu genellestirerek, bu sonucun
sadece K[X] halkasinda degil, K[X{, X5, ..., X,,] ve
Z[X4, X3, ..., X,,] gibi bircok halkada da gecerli ol-
dugunu gorecegiz.

Bu sonug sayesinde, K[X] halkasinn bir tek ¢ar-
panlama bolgesi oldugunu, yani sabit olmayan her

polinomun sonlu sayida asalin carpimu olarak (asagi
yukari) tek bir bigimde yazildigini anlamis olacagyz.
(Bknz. sf. 27, Teorem 10 ve sf. 25, Teorem 6).

Kanitlayacagimiz sonucu gecen sayimizda Z
icin (aslinda N i¢in ama ne fark var ki!) kanitlamig-
tik (bknz. MD-2004-1, sayfa 17, Teorem 2). Kani-
timiz aynen, ama nerdeyse tipatip o kanit gibi ola-
cak. Iki kanit1 sagh sollu paralel sunacagiz ve boy-
lece Z halkasiyla K[X] halkasinin birbirine ne ka-
dar benzer oldugu anlagilacak.

Z halkasini diger halkalardan ayricalikli kilan
sey mutlak deger fonksiyonudur. Mutlak deger sa-
yesinde Z halkasinda tiimevarimla kanit yapabili-
riz. K[X] halkasinda mutlak deger fonksiyonun ye-
rini derece fonksiyonu alir ve ayni iglevi gorir: Po-
linomun derecesi tizerine timevarim yapabilir ve Z
icin kanitladigimiz bir¢ok teoremi K[X] i¢in de ka-
nitlayabiliriz, hem de kanitlari hemen hemen hig
degistirmeden, aynen burada yapacagimiz gibi.

Bu yazida polinomlar tizerine kullanacagimiz
tek olgu, bir polinomu, biraz kalan da olsa bir
bagka polinoma bolebilecegimiz. Tamsayilarda da
buna benzer bir bolme yok mudur?

Eger f ve g polinomlar: sadece sabit polinom-
lara bolinuyorsa, o zaman f ve g polinomlarinin
aralarinda asal olduklari soylenir. Bazen, f ve
g’nin ortak boleni yoktur deriz. (Her ne kadar bu
celisik bir terimse de... Ciinkii 6rnegin 1 ve genel
olarak sifir disinda her sabit polinom, herhangi iki
polinomu boler.)

Asagida Z ve K[X] halkalarindaki paralel ka-
nitlart bulacaksiniz.

K[X] HALKASINDA
Olgu. [MD-2004-1, sayfa 35, Teorem 3’iin
ozel bir hali] K bir halka olsun. a, b € K[X] ve b
# 0 olsun. O zaman a = bg + r ve d°(r) < d°(b)
ozelliklerini saglayan q ve r polinomlar: vardur.

Onsav (Bézout). Eger a ve b polinomlar: bir-
birine asalsa, o zaman au + bv = 1 esitligini sag-
layan u ve v polinomlari vardir.
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Z HALKASINDA
Olgu. [MD-2003-1V, sayfa 48-49] a, b € Z
ve b =0 olsun. O zaman a = bq + rve 0 <r < |bl
ozelliklerini saglayan q ve r tamsaydari vardir.

Onsav (Bézout). Eger a ve b tamsayilar: bir-
birine asalsa, o zaman au + bv = 1 esitligini sag-
layan u ve v tamsayilar: vardir.
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Kanit: d°(a) + d°(b) iizerinden tiimevarimla.

Eger a ya da b polinomlarindan biri K*’day-
sa, kanit kolay. Eger a ya da b polinomlarindan
biri 0’sa, digeri K*’da olmak zorunda.

Bundan boyle a ve 6’nin K’da olmadiklarini,
yani derecelerinin pozitif oldugunu varsayalim.

d°(b) < d°(a) olsun. @’y1 b’ye bolelim:

a=bqg +rved°(r) <d°(b)

ozelliklerini saglayan (g, 7) polinom cifti vardir.

Elbette b ve 7’yi bolen her polinom, a ve b’yi
de boler. Demek ki b ve r de birbirine asal. Ay-
rica,

d°(a) + d°(b) = d°(b) + d°(b) > d°(r) + d°(b)
oldugundan, tiimevarim varsayimindan dolayi,
ru + by =1
esitligini saglayan # ve v polinomlar: vardir. Bu
formiilde 7 yerine a — bq yazarsak,
1=ru+bv=(a-bqu+bv=au+blv-qu)

elde ederiz ki bu da 6nsavimizi kanitlar. Ol

Teorem. K[X|in indirgenemez her polino-
mu asaldir.

Kanit: p, K[X]’in indirgenemez bir polinomu
olsun. 1ki g ve b polinomu icin p’nin gh’yi boldii-
gunii varsayalim. p’nin ya g’i ya da b’yi boldigi-
nii kanitlayacagiz. Boylece p’nin bir asal oldugu
anlagilacak. Bunun i¢in p’nin g’i bélmedigini var-
sayip b’yi boldugini kanitlamak yeterli. Biz de
bundan boyle p’nin g’i bolmedigini varsayalim.

p indirgenemez oldugundan, p’yi sadece K*
ve K*p’nin elemanlar1 boler. Dolayisiyla p ve g
birbirine asaldir. Onsav 3 bize pu + gv =1 esit-
ligini saglayan u ve v polinomlari verir. Demek ki

hpu + hgv = h.

Simdi, p polinomu sol taraftaki hpu ve hgv
polinomlarini boler, demek ki toplamlarini da
boler, dolayisiyla sag taraftaki b’yi de boler. [J

Sonug. K bir cisim olsun. K[X]’in bir f polino-
mu sonlu sayida asalin (ya da indirgenemezin) car-
pumi olarak yazilir ve bu yazilim asagi yukar: tek
bir bicimde yapilir: Yani py, ..., P, Ve q1y s dpyy
asal polinomlarsa ve

f=p1Pn=491
ise, 0 zaman n = m’dir ve dyle bir
i {1, ey 1} = {1, 2, ..., )
eslemesi vardur ki, her i igin p; ~ q,;) denkligi sag-
lanr. [Sf. 27, Teorem 10 ve sf. 25, Teorem 6]. ¥
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Kanit: lal + 16| tizerinden timevarimla.

Eger a ya da b tamsayilarindan biri 0’sa di-
geri +1 olmak zorunda ve bu durumda kanit cok
kolay.

Bundan boyle a ve b’nin 0 olmadiklarini, yani
mutlak degerlerinin pozitif oldugunu varsayalim.

16l < lal olsun. a’y1 b’ye bolelim:

a=bqg+rvelrl<I|bl
ozelliklerini saglayan (g, r) tamsay cifti vardir.

Elbette b ve 7’yi bolen her tamsayi, a ve b’yi
de boler. Demek ki b ve r de birbirine asal. Ay-
rica,

lal + 161 > 16l + 161 > 1#l + 151
oldugundan, tiimevarim varsayimindan dolayi,
ru+bv =1
esitligini saglayan # ve v tamsayilari vardir. Bu

formiilde 7 yerine a — bq yazarsak,
l=ru+bv=(a—-bqu+bv=au+({v-qub
elde ederiz ki bu da 6nsavimizi kanatlar. O

Teorem. Indirgenemez her tamsay: bir asal-
dar.

Kanit: p indirgenemez bir say1 olsun. Iki g ve
b dogal sayisi i¢in p’nin gh’yi boldiigiint varsa-
yalim. p’nin ya g’i ya da »’yi boldugiini kanitla-
yacagiz. Boylece p’nin bir asal oldugu anlagila-
cak. Bunun i¢in p’nin g’i bolmedigini varsayip
b’yi boldugiinu kanitlamak yeterli. Biz de bun-
dan boyle p’nin g’i bolmedigini varsayalim.

p indirgenemez oldugundan, p’yi sadece +1
ve +p boler. Dolaysiyla p ve g birbirine asaldir.
Onsav 3’ bize pu + gv = 1 esitligini saglayan u
ve v tamsayilari verir. Demek ki

bpu + bgv = b.

Simdi, p sayisi sol taraftaki hpu ve hgv sayi-
larini boler, demek ki toplamlarini da béler, do-
layisiyla sag taraftaki /’yi de boler. O

Sonug. Her tamsay: sonlu sayida asalin
(ya da indirgenemezin) carpimi olarak yazilir
ve bu yazilim asag yukari tek bir bicimde
yapilr: Yani pq, ..., p, ve qq, ..., q,, asal tam-
sayilarsa ve

f=01 - Pn=41 - dn
ise, 0 zaman n = m’dir ve dyle bir
o {1, ey 1} > (1,2, ..., 1)
eslesmesi vardir ki, ber i icin p; = +q ;) esitligi
saglamr.



