Matematik Diinyasi, 2004 Yaz

Kapak Konusu: Halkalar, Asallar ve Indirgenemezler (2)

Bicimsel Guc Serileri

Polinomlar1 gecen sayi-
o mizda tanimlamugtik (MD-2004-
I, sayfa 25-28). Gene de kisaca tekrar edelim.
Bir degiskenli polinom ya da kisaca polinom,
ag+ a1 X + ayX? + ... + a, X"

biciminde yazilan bir terimdir. Burada » bir dogal
sayidir. a;, katsayilart 6nceden verilmis Z, Q, R gibi
bir R halkasinin elemanlaridir. R katsayili polinom-
lar kiimesi R[X] olarak yazilir. Xk terimlerine mo-
nom adi verilir. Ve tabii ki Z[X] < Q[X] < R[X].

Bir polinomu, _ . .
k=0 WX
biciminde yazabiliriz. Illa #’yi gostermek zorunda
degilsek, polinom,

Zkaka

bi¢ciminde de yazilabilir. Bu yazilimda unutulmama-
st gereken sey, aj, katsayilarinin belli asamadan son-
ra, yani belli bir #’den sonra hep 0’a esit olduklari-
dir, yania,,| = a,,, = ... = 0 esitlikleridir.

Polinomlarda toplama ve ¢arpma denilen iki is-
lem vardir. Bu islemler goyle tanimlanirlar:

Dopaxt D by Xk = ay + bp)XE,

(Zk a X" )(Zk kak) = Zk(ZH/.:k aib/»)Xk.

Belki ¢arpma iglemini biraz acmak gerekebilir;
acalim:
ag+ a1 X + ayX? + ... + a, X"
polinomuyla
bo + b1X + byX% + ... + b, X™
polinomunu ¢arptigimizda elde ettigimiz
+ Cm+nXm+n

polinomunun ¢, katsayilari soyle elde edilir:

co+ X + X%+ ...

Co = ﬂobo

¢1 = agby + a1by

¢y = aghy + a1by + ayb

c3 = agbz + a1by + ayby + azb

cp = agby + atbp_1 + ... + ap_1by + aby

Eger R bir halkaysa, R[X] kiimesi yukardaki is-
lemlerle birlikte bir halka olur, tstelik R’yi igeren
bir halka. Biitiin bunlarin kanmit1 cok kolaydir, ta-
nimlari bilmek yeterlidir, ama gerekli degildir!

Toplama ve ¢carpma islemlerine dikkatlice baka-
lim... Once toplama: iki polinomu toplamak igin,
toplanacak polinomlarin katsayilarini (a;, ve by, kat-
sayilarini) topluyoruz. Toplanacak polinomlarin so-
nuna yeni ifadeler eklense de, toplamin ilk katsayila-
r1 degismez; 6rnegin a(X) yerine a(X) + 3X6 alsak,
a(X) + b(X) toplaminda X¥’in katsayisi degismez.

Simdi de polinomlarin ¢arpimina bakalim.
Carpma biraz daha karmagsik bir islem. Carpimin
sifirine1 (yani ilk!) katsayisi, ¢arpilan polinomlarin
sifirinci katsayilarmin ¢arpimidir: agb, diger katsa-
yilarin ¢arpimin sifirnct katsayisini bulmak igin
onemi yoktur.

Carpimin birinci katsayisina bakalim simdi: Bu
katsay1 agbq + a1by. Bu sefer ¢arpilan polinomlarin
sadece sifirinci ve birinci katsayilarini kullandik, di-
ger katsayilar1 umursamadik.

Genel olarak, carpimin k-inci katsayisi olan
agby, + ... + apbg elemanini hesaplamak igin, ¢arpi-
lan a ve b polinomlarinin sadece ilk k katsayisini (si-
firinc1 katsayi dahil olmak tizere) kullaniriz, geri ka-
lan katsayilari hi¢ dikkate almayiz.

Carpmak istedigimiz a ve b polinomlarinin so-
nuna yeni katsayilar ekleyerek derecelerini yavas ya-
vag artiralim. Bir zaman sonra a ve b polinomlarinin
sonuna ne eklersek ekleyelim ¢arpimun ilk & terimi
degismez. Ornegin,

a(X) = ~1+2X - 3X2 + 4X3 + ...
ve
b(X)=3-X+7X2+5X3 + ...
ise, “nokta nokta”larin yerine ne gelirse gelsin,
a(X)b(X) polinomunun ilk ti¢ katsayis1 degismez:
a(X)b(X) = -3 + 7X - 18X2 + 24X3 + ...

Bir bagka deyigle, yukarda verdigimiz toplama ve
carpma kurallarinin anlamli olmast icin polinomlarin
derecelerinin sonlu olmasi gerekmez. Ozgiir biraka-
lim polinomlar1! Bundan boyle derecesiz olsunlar...
Ama derecelerinden azad edilmis polinomlarin adla-
rin1 degistirmek gerekir. Bunlara bigimsel giic serileri
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adin1 verelim. Iste bu bigimsel giic serilerinden biri:
142X +3X2+4X3 +5X% + ..

“Bicimsel gii¢ serisi” yerine daha kisa olarak
“gli¢ serisi” adimi kullanabiliriz, sagirmayin.

Her polinom bir gig serisidir, belli bir agama-
dan sonra katsayilar1 hep 0 olan bir gii¢ serisi. Ama
her gii¢ serisi bir polinom degildir elbette.

Bir giig serisi,

Z::Oakxk ya da Zkaka

olarak yazilir. Giig serilerini toplama ve ¢arpma ku-
rallar1 polinomlarin toplama ve ¢arpma kurallariyla
aymdir:

X+ 3, X =Y (g + by)XE,
IR HIEL T MO IS

Bicimsel gig serilerinin kiimesi R[[X]] olarak
simgelenir. Asagidaki teoremin kanit1 kolaydir.

Teorem 1. Bigimsel giic serileri kiimesi R[[X]],
yukarda tammlanan toplama ve carpma islemleriy-
le bir halkadir. Eger R bir tamlik bélgesiyse, R[[X]]
de bir tamhik bolgesidir.

Giig serileriyle biraz igli digh olmak icin bir iki
islem yapalim. Toplama kolay oldugundan sadece
carpmayla ilgili 6rnekler verecegiz.

Ornek 1. 1 - X polinomuyla (ki her polinom gi-
bi bir gii¢ serisidir),
1+X+X2+X3+...
glg serisini ¢arpalim. Yukarda verilen formula
uygulayacagiz (elbette! baska ne yapabiliriz ki!)
Formilde,
aX)=1-X,
bX)=1+X+X2+X3+...
olsun. Demek ki,
ap = 1,611:—1,512:613:...:0,
bo=b;=by=..=1.
Formiile gore sifirinei terim
agbp=1x1=1,
ama eger k > 0 ise, k-inci terim
aobk + albk_l + ...+ akbo = b/e - bk—l = 0.
Demek ki, sifirinc terim diginda tiim terimler 0, yani,
a(X)b(X) = 1.
R[X] polinom halkasinda tersinir olmayan 1 - X
polinomu R[[X]] gig serileri halkasinda tersinir oldu!
Ayni1 yontemle,
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1+X)(1-X+X2-X3+ ..+ (-DkXk+ .. )=1
esitligi kanitlanabilir. (Bir onceki hesapta X yerine
—X alin.) Bunun gibi,
(1-2X)(1+2X +4X2+8X3 +...)=1
1-X2)1+X2+X*+X6+...)=1
esitlikleri de kanitlanabilir.

Ornek 2. Simdi su kareyi hesaplayalim:

2
© k
(Zox)
Bu kez her k i¢in, a;, = by, = 1, dolayisiyla kare-
nin k-inci terimi
Clobk + albk_l + ...+ Clkbo = k +1.
dir. Sonug:

(Zlioxka = kXK,

Ornek 3. Bu sefer yukardaki giic serisinin kiipii-

(Y7 oxt)

gl serisini hesaplayalim. Elbette bir onceki ornek-

ni, yani

ten yararlanacagiz:
(3 (B (2]
- (Z/io(k + 1)Xk) (ZZ’:O Xk) _

Bu kez her k i¢in, a;, = k + 1 ve b, = 1. Dolayisiyla,
¢arpimin k-inci katsayisi,
agbp + atbp_q + ... + apbg=1+2 + ... + (k+1)
= (k+1)(k+2)/2.

3
Demek ki (ZIZO:O ij = ZOI:=O w

Xk,

Goruldugu gibi giic serileriyle hesap yapmak ol-
dukga eglenceli ve kolaydir, polinomlarin aksine...
Cahit Arf Gunleri’'nde (sayfa 39-42) daha eglenceli
hesaplar bulacaksiniz. Simdi, biraz trigonometriyi
animsatan ornekler bulalim.

Ornek 4. R, kesirli sayilar kiimesi Qyii iceren
bir halka olsun. Su tanimlari yapalim:

nx=yr U ok
SR T Le=0 2k 1 1)! :
k
o (=1)7 ok
cosX:Zk:Om R

o 1 _p
expX = Zk:OEX .
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Bunlarin R halkasinda bir “anlami” oldugunu, 6r-
negin fonksiyon olduklarini soylemiyoruz. sin X,
cos X, exp X bigimsel gii¢ serilerini sadece bicimsel
olarak, herhangi bir anlam yuklemeden tanimladik.
Biraz daha bilgili okur, tan X, ch X, sh X gibi bili-
nen bagka bigimsel gii¢ serilerini de tanimlayabilir.
Ayni uyariyi tekrarlayalim: sin X’te X yerine R’den
bir eleman koyamayiz, boyle bir sey ancak R gibi
ozel halkalarda yapilabilir.

Aligtirmalar

1. Fibonacci dizisi s6yle tamimlanir: fy =0, f{ =
1veherk>1igin fy = fr_1 + fr_p. Simdi, f giic se-
risini ), f, Xk olarak tammlayalim. f = X + fX +
X2 esitligini kanitlayin. (Formiilde yanlis yoktur!)

2. (2/42)[[X]] halkasinin sifirgtiglii ve sifirbolen
elemanlarini bulabilirseniz bulun.

3. (X}, xk)" giig serisini hesaplayin.

4. p € R asalsa/indirgenemezse, p’nin R[[X]]’te
de asal/indirgenemez oldugunu kanitlaymn. (Bknz.
Onsav 7 ve 9, sayfa 25-26).

5. Eger f = X5 a,X" ise,

Df=f= 27121 nanxnil
olarak tanimlansin. Df’ye f’nin tiirevi denir. Orne-
gin, (Z/pZ)[[X]] halkasinda, D(>., XPk) = 0. Her a,
b e Rve f, g e R[[X]] i¢in, D(af + bg) =aDf + bDg
ve D(fg) = fDg + gDf esitliklerini kanitlayin.

Bundan sonraki aligtirmalarda R halkasinin
Q’yii icerdigini varsayalim.

6. sin2 X + cos2 X = 1, D(sin X) = cos X,
D(cos X) = —sin X ve D(exp X) = exp X esitlikleri-
ni kanitlayin.

7.sin(2X) = 2 sin X cos X ve exp(2X) = exp(X)?2
gibi bildiginiz esitlikleri kanitlayin.

Yukarda verdigimiz birinci ornekte tersinir bir-
kag giic serisi gordiik. Simdi tiim tersinir giig serile-
rini bulalim.

Teorem 2. Y., a, XX giic serisinin tersinir olma-
st i¢in gerek ve yeter kosul ay € R* kosuludur.

Kanit: Once Y, a,X* giic serisinin tersinir oldu-
gunu varsayalim. Demek ki (2, a,Xk)(2, bpXk) =
1 esitligini saglayan bir X b, Xk giig serisi var. Bun-
dan, agb = 1 ¢ikar ki bu da g eleman: R’de tersi-
nir demektir. Teoremin yarisi kanitlandi.

Simdi a € R* kosulunu varsayalim.

(X @ XK) (2 bpXk) = 1

esitligini saglayan bir X, b, Xk giic serisi artyoruz.
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Yani,
aobo =1 (0)
aobl + Cllbo =0 (1)
aobz + “1[71 + ﬂzbo =0 (2)
a0b3 + Cllbz + élzbl + 613[90 =0 (3)
aobk + Cllbk,1 + ...+ Clkbo =0 (k)

denklemlerinin hepsini birden R’de ¢ozmemiz gereki-
yor (&’lar biliyoruz, b’leri ariyoruz.) Birinci denklem-
den baslayip tiim bu denklemleri teker teker ¢ozelim.
Sifirmct denklem kolay: ay € R* kosulundan
dolay, agb = 1 esitligini saglayan bir b, € R vardir.
Birinci denkleme gegelim. Bu denklemdeki b, zaten
bulundu. b;’i bulmaliyiz. Denklem hemen bize b;’in
ne olmasi gerektigini soyliyor:
by = —ay~la,by.
Ikinci denkleme gecelim. Bu denklemi saglayan bir
b, bulmaliyiz. Denklem bize b,’nin ne olmasi gerek-
tigini soyluyor:
by = —ay~Hayby + ayby).
Genel olarak, k-inci denkleme bakarak b;’yi bulabi-
liriz:
bk = —ao—l(albk_l + ...+ dkbo).
Demek ki zk a, Xk giig serisi tersinirmis.

Alistirmalar

1. cos X ve exp X gl serileri tersinirdir, ters-
lerini bulun. sin X gii¢ serisi tersinmez. Ama (sin
X)/X gug serisi tersinir (sin X, X’e boluniir); tersi-
ni bulun.

2. f, bir 6nceki aligtirma kiimesinin birinci alig-
tirmasindaki gibi tanimlanmig olsun (Fibonacci gilig
serisi). O alistirmayi kullanarak,

X
T2 X=X
esitligini kanitlayin. Simdi,
9= (1+V5)2ve @, = (1 =VS5)2
olsun. 1 - X - X2 = (1 - 0;X)(1 — 0, X) esitligini
1 1

kullanarak,
L—cplx_ 1—(P2X}

f
esitligini kanitlayin. Bundan,

1
fa =f(cpi’—<p£’)

X _1
1-X-X* 5

formiiliinti bulun.

Teorem 2’den kolaylikla su sonug ¢ikar:
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Sonug 3. K bir cisim olsun. f(X) e K[[X]]\ {0}
ise, tek bir n dogal sayisi ve tek bir tersinir u e
K[X1* icin f = X"u esitligi gecerlidir. n elbette sifir
olmayan ilk katsaymmun endisidir ve K[[X]] balka-
sinda f’yi bolen Xin en biiyiik giiciidiir. Bir baska
deyisle X (denkleriyle birlikte) K[[X]] halkasinn
tek asalidir ve K[[X]] halkas: bir tek carpanlama
bolgesidir.

Teorem 2’nin kanitinda, tersinir bir a(X) gig se-
risinin tersi katsayilari cinsinden bulundu. Simdi,
a(X)’in tersini katsayilar1 cinsinden degil de, sadece
a(X) ve stfirincr katsay: olan g cinsinden bulalim.

alX)=ag+ a1 X + a3 X2 + ...+ ap Xk + ...
tersinir giic serisi verilmis olsun. ay’in tersinir oldu-
gunu biliyoruz. a(X)’i ag’n tersiyle carpalim ve bul-
dugumuz giic serisine b(X) adin1 verelim:

b(X)=agla(X)

=agYag+ a1 X + @y X2 + ..+ qp Xk + ...

=1+agla; X +ayla X2 + ... + aglap Xk + ...
a(X)’in tersini bulmak icin 5(X)’in tersini bulmamiz
yeterli olacaktir. Demek ki tersini bulmak istedigi-
miz gii¢ serisinin sifirinct katsayisinin 1 oldugunu
varsayabiliriz. Bundan boyle, tersini bulmak istedi-
gimiz gii¢ serisini

b=bX)=1+b;X+bX2+..+b,Xk+ ...

olarak yazalim. Ayrica,

F=fX)=~(b1X + b, X2 + ... + by Xk + ..)
olsun. f’nin X’e boliundiigiine dikkatinizi ¢ekerim,
bu ¢ok onemli olacak birazdan.

Tanimlardan dolayi tersini bulmak istedigimiz
b gii¢ serisi, X’e boltnen belli bir f € R[[X]] i¢in,

b=1-f

olarak yaziliyor. Birinci 6rnegimizle analoji kuracak
olursak, bu elemanin tersinin

T+f+2+f3+ . +fks..
oldugunu dustinebiliriz. Nitekim oyledir de. Ancak
bunu kanitlayabilmemiz icin,

T+f+2+f3+ .+ fks..
sonsuz toplamina (serisine) bir anlam vermemiz ge-
rekiyor. Boyle sonsuz bir toplama yapmay1 bilmiyo-
ruz, ogrenmedik. Eger f, 6rnegin c¢X gibi bir eleman
olsa, o zaman,

T+f+2+f3+ . +fks..
sonsuz toplaminin ne olacag: belli,

T+ cX +2X24+3X3 + .+ kXk 4 ..

olur, ama her fk boyle basit bir terim olmayabilir.
Simdilik anlamsiz olan bu sonsuz toplami anlam-
landiralim.

35

f, X’e boliindiigiinden, f*nin Xk’ye boliindii-
giinii unutmayahim, yani f* giic serisinde X’in k’den
kiiciik giicleri bulunmaz. Dolayisiyla yukardaki

T+f+2+f3+ . +fks..
sonsuz toplaminda X*-1 monomu sadece toplamin
T+f+f24 ..+ fk1
kisminda belirir, Xk~1 monomunun katsayisini he-
saplamak icin toplamdaki geri kalan f” terimlerini
hesaplamaya gerek yoktur. Demek ki X*-1 mono-
munun katsayisini hesaplamak i¢in sadece
T+f+ 2+ +fkt
terimlerini dikkate almamiz yeterli. Bu da R[[X]] hal-
kasinda yapmasini bildigimiz bir hesap...
Bulduklarimizi yazalim.

Onsav 4. a e R[[X]]* olsun. ay, a gii¢ serisinin
stfirmci katsayist olsun. ay’in R’de tersinir oldugunu
biliyoruz. b = 1 — ay~la € R[[X]] olsun. O zaman,

T+h+h2+ . +hk+ ...
serisinin R[[X]] halkasmda anlami vardir ve
alzay Y1+ h+h2+ . +hk+..)
dir.

Gortildagi gibi, kimileyin, R[[X]] halkasinin
sonsuz sayida elemanini toplayip gene R[[X]]’te bir
elemani bulabiliriz. Zaten bir gii¢ serisinin kendisi
bile a;, Xk monomlarmin sonsuz toplamidir. Sonsuz
sayida giic serisini ne zaman toplayabilecegimizi go-
relim simdi.

Her k dogal sayusi i¢in, f;, € R[[X]] olsun ve

fo+tfi+for+a+fp+.. (1)
gibi sonsuz bir toplami hesaplamaya calisalim. Iki
ornekle baglayalim.

fo=1+X+X2+X3+ ...

f1=X+X2+ X3+ X%+ ...

[H=X2+X3+X*+X5+...

F3=X3+X%+ X5+ X6+ ...
ise, 0 zaman (1) sonsuz toplami (eger varsa Oyle bir
sey), elbette

1+2X +3X2+4X3 + ..
olmali, nitekim bu elemanlar1 dogru dolek altalta
yazacak olursak,
fo=1+X+X2+X3+...

f1= X+X2+X3+ X%+ ..
fy= X2+ X3+ X4+ X5+ ..
f3= X+ X4+ X5+ X6+ ...

toplamin neden 1 + 2X + 3X2 + 4X3 + ... olmasi ge-
rektigini hemen goririiz.
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Ama eger,
fo=1+X
f1=1+X2
fr=1+X3
f3=1+X4

ise, (1) sonsuz toplamini hesaplayamayiz, sonsuz
toplamin sifirinci terimini hesaplamak igin sonsuz
sayida 1 toplamak zorunda kalacagimizdan, topla-
mun sifirinci katsayisini bulamayiz. Nitekim,

fo+fi+e+fr=(k+l) + X+ X2 + .. + Xk
ve k buyudiikge sabit terim olan k + 1 siirekli degisir,
hi¢ ayni kalmaz.

Kolayca anlasilacag tizere, eger her X” monomu
sadece sonlu sayida f)’de beliriyorsa, o zaman, (1)
sonsuz toplaminda her X” monomunun katsayisini
bulabiliriz ve (1) sonsuz toplamini hesaplayabiliriz.

Yukardaki orneklerde,

fo+fi+fa+ o+t fp+.
sonsuz toplamini hesaplamak icin aslinda,
so = fos
s1=fo+ fr
s =fo+ f1+ f

se=fo+rfi+fat ot [

sonlu toplamlarini hesapladik ve bu sonlu toplamlar-
da X" monomunun katsayisimin ilelebet degisip de-
gismedigine bakuk. Eger her # i¢in, X monomunun
katsayisi s, sonlu toplamlarinda bir siire sonra sabit-
lesip hi¢ degismiyorsa, diyelim a;, oluyorsa, o zaman
goniil rahathigiyla, (1) sonsuz toplammnin 2, a,X*
glic serisine esit oldugunu soyleyebiliriz.

Yukardaki agiklamalarla kolayca anlagilan
“gii¢ serilerinde yakinsama” kavramui goyle anlagil-
maz hale sokulur:

Tanmm. Her k dogal sayst igin, s, € R[[X]] bir

gii¢ serisi olsun. Eger

S0 S1> S S35 o5 Shy -oe
dizisinde, her X" monomunun s, giic serilerinde be-
liren katsayilar: belli bir asamadan sonra sabitleni-
yorsa, diyelim a, oluyorsa, o zaman X, a,X" gii¢
serisine (s, dizisinin limiti adi verilir. Bunu,

limy, _, , sp = Zn a, X"
olarak gosteririz. Daha matematiksel sekilde ifade
edecek olursak: Her s), € R[[X]] gii¢ serisini, s, €
R igin,

Sk = Spo + Sp1X + e + S X+
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olarak yazalim. Eger ber n dogal sayisi icin,
k > N ise sy, = a,,
kosulunu saglayan N dogal sayisi ve a,, € R varsa,
yani simgesel olarak, (sy),, dizisi,
VniANeN3a, e RVkeN (k>N=sy,=a,
ozelligi saglyorsa, o zaman 2., a,X" giic serisine
(sg)p dizisinin limiti adi verilir.

Yukardaki tanimdaki N dogal sayisi ve halkanin
a,, elemani 7’ye bagimlidirlar elbet, # degistikce degi-
sirler. Ama a,,, k’den bagimsizdir.

Simdi sonsuz toplamin ve ¢arpimin tanimlarin
verebiliriz:

Tamm. Her k dogal sayisi icin, f), € R[[X]] bir
gli¢ serisi olsun.
Eger (fo + ... + [ 1) dizisinin limiti varsa, 2, f},
yakmnsakiir deriz ve
X fe=limg o (fo + o+ f)
yazariz.
Eger (fo « ... * fu)p dizisinin limiti varsa, L1, f,,
yvakmnsakiir deriz ve
IL fo=tim o0 (fo e s f)

yazariz.

Sonsuz sayida gii¢ serisini kimileyin toplayabile-
cegimizi orneklerle gordik. Simdi sonsuz sayida giic
serisi ¢arpimi Ornegi gorelim.

f0:1+X
f1=1+X2
f2:1+X4
f3=1+X8
fr=1+X2%

olsun. f1f>f3f4 ... sonsuz ¢arpimini hesaplamaya
calisalim. Carpimi yavas yavas hesaplayip fo - ... - fj,
sonlu ¢carpimini bulalim.
fo=1+X
fof1=1+X+X2
fofif2=1+X+ X2+ X3+ X4
fofifof3=1+X+X2+ ..+ X8

fofifaf3fa=1+X+ X2+ ...+ X106

Bu dizinin limiti oldugunu anlamak zor degil. Yu-
karda verilen tanima gore,

fofle'“fk...: 1 +X+X2+."
(yani 1 — X’in tersi.)

+ X"+ ...

Ote yandan,
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(1 + X)(1 + X)(1 + X)(1 + X)(1 + X) ...
sonsuz ¢arpimini yapamayiz, ¢ciinkii, kismi ¢arpim-
larda, 6rnegin X’in katsayisi sturekli artar:
1+X =1+X
(1+X)2=1+2X+...
(1+X)3 =1+3X+..
(T+X)*=1+4X + ...
Genel olarak, eger
fofifa - fr
sonlu ¢arpimlarinda, her # igin, X”’nin katsayilar
belli bir N°den sonra hi¢ degismeyip sabitleniyorsa,
fofifa o fie o
sonsuz ¢arpimini yapabiliriz. Bu sonsuz ¢arpimda
X™nin katsayisi, sonlu ¢arpimlarda bir zaman son-
ra (belli bir N’den sonra) sabitlenen X”’nin katsayi-
st olur.
Yukardaki tanimdan dogrudan su sonug ¢ikar:

Sonug 5. a(X) = X, apX* bir giic serisi olsun. f,
X’e béliinen bir gii¢ serisi olsun. O zaman, 2y, aj,
yakinsaktir. Hatta ber aj, e R[[X]] ise bile 2, aj,f*
yakmsaktir.

Yakinsayan X, a;f* dizisini a(f) olarak adlan-
dirmak yerinde bir karardir.

0, X’e bolunduginden, eger a(X) bir gli¢ serisiy-
se, yukardaki Sonug 5’e gore, a(0) diye bir gii¢ serisi
vardir. Bu giic serisi elbette a’nin sifirinc1 katsayisi
olan g dur.

Yukarda tanimladigimiz yakinsamak kavramin
biraz degisik bicimde tanimlayalim. Bir (f,,),, gl se-
risi dizisi verilmis olsun:

fOsflsz,f3s fa f53
(her 7 igin, f,, € R[[X]]). Eger her k igin, Xk, f,, gii¢
serilerini belli bir agamadan sonra hep boliiyorsa,
yani belli bir asgamadan sonra f,, gii¢ serilerinin sifi-
rinci, birinci, ikinci, ..., k-inci katsayilari hep 0 ise,
o zaman (f,), dizisi 0’a yakinsar deriz. Bir baska
deyisle, eger her k icin,

n > Nise Xk, f,’yi boler
onermesini dogrulayan bir N sayisi varsa, o zaman
(f.),, dizisi 0’a yakinsar deriz. Bulunmasi gereken N
sayisi k’ye gore degistiginden, N yerine bazen N(k)
yazilir. Elbette, k& buiyidik¢e N(k)’yi bulmak zorla-
sir ve k buyudikee genellikle N(k)’yi de buyiik al-
mak zorunda kaliriz.

Simdi yukardaki gibi bir (f,), dizisi ve ayrica
bir de f gii¢ serisi verilmis olsun. Eger (f,, — f),, di-
zisi 0’a yakmsiyorsa, (f,,), dizisi f’ye yakmsar de-
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nir. f’ye (f,,), dizisinin limiti denir. Bir dizinin limi-
ti, eger varsa, bir tanedir ve bu durumda (f,,),, dizi-
sinin limiti lim,, _, ., f,, olarak gosterilir.

Demek ki bu tanima gore, lim,, _, ., f,, = f esit-
ligi i¢in gerek ve yeter kosul, her k dogal saysi igin,
yeterince buytk ’ler icin, f,, — f gii¢ dizisinin ilk &
katsayisinin 0 olmasidir.

Ornek 1. a, € R ve f,, = a,X" olsun. O zaman
(f,), dizisi 0’a yakinsar. Cinkii k& dogal sayis veril-
misse, Nyi k alalim; o zaman, her # > N icin, XX,
a,X™y1 boler.

Ornek 2. f,, = X»1 + X1 olsun. O zaman
(f,), dizisi 0’a yakinsar. Ciinki her & dogal sayist
icin, N'yi k alirsak, her n > N igin, Xk, f,’yi boler.

Ornek 3. f,, = 1 + X#+! olsun. (f,,), dizisi 1’e
yakinsar. Ama eger R = R ve f, = 1/n + X"*1 ise,
(f,), dizisi yukardaki anlamda yakinsak degildir,
higbir gii¢ serisine yakinsamaz.

Aligtirmalar

1.lim, , 1+ X"=1.

2. 0im, (1 +X+..+X)=1+X+X2+..
+ X"+ ... =1/(1-X).

3. f,,=1+nX + X" olsun. (f,), dizisinin limiti
yoktur.

4. f,, = 2, min(k+1, ) X* olsun. (f,,),, dizisinin
limitini bulun.

5. f, = 24 max(k+1, n) Xk olsun. (f,,),, dizisinin
limiti var midir?

Bir Itirazimiz Var!

Yukarda tanimladigimiz yakinsamak kavrami
her R halkas: icin gegerliydi. Ama eger R ozel bir
halkaysa daha islevsel bir yakinsamak kavrami elde
edebiliriz. Ornegin, R = R ve f, = 1/n ise, yukarda-
ki yakinsamak tanimma gore (f,,), dizisi R[[X]]’te
yakinsamaz, ¢unkii sifirinc katsayilar higbir zaman
sabitlesmezler. Oysa bu dizinin 0’a yakinsamasi es-
yanin tabiati geregidir! Sunu anlatmak istiyoruz:
Eger R halkasinda bir yakinsamak kavramu varsa,
R[[X]] halkasindaki yakinsamak kavrami R’deki
yakinsamak kavramiyla ortiigse pek fena olmaz!

Yukarda tanimladigimiz yakinsamak kavrami-
nin daha ciddi sorunlari var: Her a ve f polinomla-
r1 i¢in, a(f) diye bir polinomdan sézedebiliriz: a ile
f polinomlarimnin bileskesi. Ornegin a = X2 ve f = X
+ 1ise a(f) = (X + 1)2 dir. Sonug 4, bize, ayn1 seyi
gli¢ serilerinde, eger X, f’yi boliiyorsa yapabilecegi-
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mizi soyliiyor. Ornegin, yukardaki sonuca gore
cos(sin X) giic serisinden sozedebiliriz, ¢ciinki X, sin
X’i boler. Ama ayni sonug bize sin(cos X), cos(cos
X), exp(cos X) gibi giic serilerinin olup olmadigini
sdylemiyor, ciinkii cos X, X’e boliinmez. Ote yan-
dan, R = R ise, sin(cos X), cos(cos X), exp(cos X)
gibi gii¢ serilerinin oldugunu biliyoruz. Demek ki
yukardaki sonug, ¢ok genel bir sonug olmasina kar-
sin, bazi halkalarda olabilecek en iyi sonug degil.
Hatta Sonug 4, 7 = 0 diginda, eger f € R[[X]] ver e
R ise f(r) diye bir seyin varligi ya da yokluguyla il-
gili bir sey soylemiyor. Ama biz, R = R ise, cos 7 gi-
bi seylerden s6zedebilecegimizi biliyoruz.

Yukardaki sonug, her R halkasi i¢in gegerli olan
elde edebilecegimiz en genel sonuctur. Yoksa R gibi
daha o6zel halkalarda daha fazla gii¢ serisi toplayabi-
liriz. Buna bir 6rnek verelim.

Ornek: R = R ve f,, = 1/2 + X7+1 olsun. Yani,

f0=1+X
f1=12 + X2
fr=1/4+X3

olsun. fo + f1 + f, + ... sonsuz toplanuni hesapla-
maya ¢aligalim. Toplamin elbette
(1+12+1/4+1/8+...)+ X+ X2+ X3 +...
olmasi gerekiyor, yani
2+ X+ X2+ X3+ X4+
Ama gene de Sonug 5’in kapsamina girmez bu top-
lam, ¢link sifirinc katsayilar hig sabitlesmiyor, 1 +
1/2 + 1/4 + 1/8 diye siirekli artiyorlar. Ote yandan
R halkasinda 1/2” sayilarini toplayabiliriz, sonucun
2 ettigini biliyoruz. Dolayisiyla R[[X]] halkasinda
fo+ f1+f2+ .. sonsuz toplami
24X+ X2+ X8+ .+ X4

etmeli.

Bu durumu kapsayacak bir tanim bulmak zor

degildir:

Tanmim. R, R gibi, iizerinde “yakimsamak” kav-
rami olan bir halka olsun. Her k dogal sayist i¢in, s,
€ R[[X]] bir gii¢ serisi olsun. s, gii¢ serilerini, sy, €
R igin,

Sk =Spo + Sp1X + e + 55, X +
olarak yazalim. Eger her n dogal sayisi icin, (sp,,), di-
zisi R’de yakmmsaksa (0rnegin bir zaman sonra sabit
bir diziye doniisiiyorsa), o zaman (sy,)y, dizisine de ya-
kinsak denir ve eger

limk > Skn =9y
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ise,
limg o s = Zn a, X"
yazilir. 2, a, X" gii¢ serisine (sp), dizisinin limiti ads
verilir. Bir baska yazilimla,
limy, _, o, (zn S/ann)

Zn (hmk S o Skn)Xn.

Ozel R halkalari igin tanimladigimiz bu yeni ya-
kinsamak kavrami daha once tanimladigimiz yakin-
samak kavramini da iceriyor elbette, yani daha 6n-
ceki tanimlanmig limit kavramiyla yakinsayan bir
dizi, bu yeni kavrama gore de yakinsar.

Alistirmalar

1. R’de karesi —1 olan bir eleman olsun, diyelim i.
exp(iX) = cos X + i sin X esitligini kanitlayin.

2. X, f’yi bélsiin. D(g(f)) = (Dg)(f) - D(f) esit-
ligini kanitlayin.

3. R = R ise, yukarda verilen ikinci yakinsamak
tanimina gore sin(cos X) diye bir gii¢ serisinin oldu-
gunu kanitlayin.

4. R[[X, Y]] = (R[[X]DI[Y]] olarak tanimlansin.
En son verilen yakinsama tanimini kullanarak

exp(X + Y) = exp(X)exp(Y)
esitligini kanitlayin. Eger yakinsamak kavramini bi-
rinci tanimdaki gibi alsaydik, exp(X + Y)’nin yakin-
sak olmayacagini gosterin.

5. R, kesirli sayilar cismi Q’yu iceren bir halka
olsun. f(X) = 2, f,, X" herhangi bir giig serisi olsun.

D" £)(0
;"0

n!
esitligini kanitlayin (D®f, fnin n-inci tiirevidir.)
Bundan,

esitligini kanitlayin. v

Laurent Serileri

Giig serilerinde 1, X, X2, X3 gibi X’in negatif
olmayan guglerini toplariz. Toplamaya X’in her-
hangi bir negatif giicinden basglarsak ne olur?

f_zX_z + f_lX—l + f() + f1X + f2X2 + ...
gibi elemanlardan olusan daha genis bir halka
buluruz. Eger R bir halkaysa,

R((X)) = (XN fuX": N € Zve f, € R}
olsun. Toplama, ¢ikarma ve ¢arpma islemlerini
tahmin ettigimiz gibi tanimlayalim.

Eger R bir cisimse, R((X)) de bir cisimdir. Bu-
nun kaniti — bu agsamada artik — oldukc¢a kolay-
dir ve okura birakilmistir. ¥



