Matematik Diinyasi, 2004 Yaz

Kapak Konusu: Halkalar, Asallar ve indirgenemezler (2)

Bolim Cisimleri ve Yerellestirme

® 1. Ornekler. Yazimiza or-
neklerle baglayalim, ne yapmak iste-
digimizi en iyi orneklerle anlatabilecegiz.

a) Tamsayilar kiimesi Z bir halkadir, ama bir ci-
sim degildir, ¢linkt bir cisimde — cismin tanimi ge-
regi — sifir olmayan her elemanin ¢arpimsal tersi ol-
malidir ve bu 6zellik Z’de dogru degildir. Ornegin
2’nin ¢arpimsal tersi olan 1/2 sayis1 Z’de degildir.

Ote yandan kesirli sayilar kiimesi Q, tamsayila-
r1 igeren bir cisimdir, hatta Q, su anlamda tamsayi-
lar igeren cisimlerin en kiiguigudur: Bu ozelligi sag-
layan her cismin i¢inde Q’niin bir kopyasi bulunur.

b) p € Z sabit bir asal olsun. p asali Z’de tersi-

nir degildir, ¢iinkti 1/p ¢ Z. Simdi,
Zy) = {alp™ :m € N, a € Z}

olsun. Z;), Q’niin toplama, ¢ikarma ve ¢arpma al-
tinda kapali bir altkiimesidir, ayrica 1’i de igerir,
yani Q’niin bir althalkasidir. Bu halkanin tersinir
elemanlar1 bir # € Z i¢in £p” biciminde yazilan sa-
yilardir.

Z ), belli ki, Z’yi igeren ve p’nin tersinir oldu-
gu Q’nin en kigiik althalkasidir.

c) Katsayilari gergel sayilar olan polinomlari
ele alalim.
X +1
X-1

turinden ifadeler polinom degiller. Polinom olma-
salar da bu tur terimler matematikte sik sik kulla-
nilirlar. “Kesirli sayilar” ifadesinden esinlenerek
bu tir nesnelere kesirli polinom adini verelim. Bir
kesirli polinom, tanimui geregi, f, g € K[X] ve g=0
i¢in, f/g bi¢iminde yazilan bir terimdir. Kesirli po-
linomlar kiimesi R(X) olarak gosterilir:
R(X)={flg: f,g € R[X]veg=0}.

Basit ama onemli bir olgu: Eger fk = gh ise, f/g
kesirli polinomu A/k kesirli polinomuna egittir. Bu-
nun tersi de dogrudur: Eger f/g = hlk ise, fk = gh
esitligi dogrudur.
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Kesirli polinomlar kiimesinde toplama, ¢ikar-
ma ve ¢arpma yapmasini okur herhalde biliyordur:

I+ﬁ:f/eigh
g k gk’
foh_fh
g k gk

Boylece tanimlanan toplama, ¢ikarma ve ¢arpma
islemleri altinda kesirli polinomlar kiimesi bir hal-
kadir. Hatta bir cisimdir de: f/g # 0 ise, bu kesirli
polinomun ¢arpimsal tersi g/f kesirli polinomudur.

Her f polinomunu f/1 bigiminde yazarsak, her
polinomun aslinda kesirli bir polinom oldugunu
anlariz.

Ne yaptik? R[X] polinom halkasin1 R(X) diye
bir cismin iginde soktuk. Birinci 6rnekte de Z hal-
kasini Q cisminin igine sokmugtuk.

d) Simdi su kiimeye bakalim:
S = (f(X)/aX": f e Z[X],a € Z\ [0}, n e NJ.

S, elbette Q(X) cisminin bir altkiimesidir ve
Z[X] halkasini igerir (f(X)/aX" ifadesinde a = 1 ve
n = 0 alin.) Ayrica, toplama, ¢ikarma ve ¢carpma al-
tinda kapali oldugundan § bir halkadir. Bu halka-
da X tersinirdir, ¢inkt 1/X € S. Dikkatle incelene-
cek olursa, S halkasinin, sifir olmayan tamsayilar-
la X’in tersinir oldugu ve Z[X]’i igeren Q[X]’in en
kugiik althalkast oldugu kolaylikla anlagilir. Bu
halkada, ornegin 1 + X tersinir degildir.

e) Yukarda yaptiklarimizi gii¢ serileriyle ya-
palim. K bir cisim olsun. X’in K[[X]] halkasinin
tek asali oldugunu biliyoruz (sayfa 34, Sonug 3).
K[[X]]i igeren ve X’in tersinir oldugu daha bi-
yiik bir halka (dolayisiyla bir cisim) bulmak isti-
yoruz. Cok basit: Glig serilerinde X’in giicleri
0’dan baslar, gli¢ serilerinin negatif bir sayidan
baslamasina izin verirsek istedigimize kavugmus
oluruz. Elde edilen halkanin elemanlar1 bir # € Z
a;X! olarak, halkanin kendisi de K((X))
olarak yazilir.

igin, z

i>n
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2. Amag. Bu 6rneklerden sonra yazinin amaci-
n1 agiklamaya calisgalim. Amacimiz, bir R halkasi
ve R’nin bir A altkiimesi verildiginde, A’nin ele-
manlariin iginde tersinir oldugu R’den daha bu-
yuk bir halka bulmak ve bunu en ekonomik bigim-
de yapmak. Uygulamada en ¢ok, R’nin bir tamlik
bolgesi oldugu ve A’nin da R \ {0} oldugu durum
kullanilir.

Bulmak istedigimiz bu halkay1 R4, olarak ya-
zalim. R 4)’dan &zetle sunlari 1st1yoruz

L. R( Ap R yi igeren bir halka olsun.

Il. R < R(4) olsun. Yani her iki halkanin da bi-
rim elemanlar1 ayni olsun ve her x, y € R igin, x +
y ve xy’nin degerleri, R’de de hesaplansa, R,)'da
da hesaplansa ayni olsun.

III. A’nin her elemant R 4)’da tersinir olsun.

IV. R(4yda sadece yukardakl ozellikleri sagla-
yacak kadar eleman olsun, gereksiz elemanlar ol-

masin.
Yukardaki bes 6rnekte R, A ve R4 sOyle:
a)R=Z,A= Z\{}VCR()—Q.
b) R =Z ve A = {p} ve R(x) = Z ).
¢) R =R[X], A = R[X]\ {0} ve R4 = R(X).
d) R = Z[X], A = (2\{0}) U {X} ve R(4) = S.
¢) R = KIIXIL, A = [X) ve Ryy) = (X))

3. Arayss. Bir an igin diledigimiz gibi bir R4
halkasinin varoldugunu varsayip bu halkanin ne
menem bir sey oldugunu anlamaya caligalim. An-
cak R4

anladlktan sonra R4 halkasini inga edecegiz.

ynin ne menem bir sey olmasi gerektigini

Sunu da bellrtehm ki, illa yukardaki ozellikleri
saglayan R, diye bir halka olmak zorunda degil-
dir. Boyle blr R(4) halkast olmayabilir de...
varligt ve yoklugu A’ya gore degisebilir, ba21 Alar

(A) ‘nin

icin olabilir baz1 A’lar i¢in olmayabilir. R 4 halkasi-
nin hangi A’lar i¢in oldugunu da bulacaglz
Eger A = D ise, Rn)
miig oluruz. Bundan boyle A # & olsun.
Yukardaki (IT) ozelliginden, her iki halkanin da
sifir elemanlarinin ayni oldugu ve her x € Ry igin
Ox = 0 esitligi kolaylikla gikar (sayfa 22, Onsav 3.i.)
a € Aise, a, R4 halkasinda tersinirdir, giinki

= R alirsak problemi ¢oz-

Oyle olsun i 1st1y0ruz a’'nin R4 halkasindaki tersini,
aligildig iizere, a1 ya da 1/a olarak gosterelim.
A’nin elemanlar1 R4, halkasinda tersinir ol-
duklarindan, A’nin hlgblr elemani ne R’de ne de
R(4yda bir sifirbolen olabilir. Bunun 6zel bir hali

olarak, 0 ¢ A ¢ikar. Bundan boyle A’nin higbir ele-
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maninin sifirbolen olmadigini varsayalim (yoksa
istedigimiz 6zellikleri saglayan bir R4 halkast bu-
lamayiz.)

Eger r € Rise, r € R4 olmaly, giinkii R 4)'nin
R’yi icermesini istiyoruz. Demek ki her r € R ve a
€ Aigin, R4 halkasinda 7 ile 1/a elemanlarini gar-
pabilmeliyiz. R4 halkasinda olmasi gereken bu
carpimui 7/a olarak yazalim. Elbette r/a = ra~1 ve
a(rla) = r ve s(rla) = (sr)/a gibi esitlikler Ria halka—
sinda saglanmali.

Bir halka oldugundan, R4)'nin r/a bigiminde
yazilmis elemanlarini toplayip ¢arpabilmeliyiz. r/a
ve s/b elemanlarinin bir halkada nasil toplanip car-
pilmalar gerektigi belli: Halkanin en basit ozellik-

lerinden,

cikar.

Yukardaki ti¢c formiile bakarsak, a, b € A ise,
ab’nin de A’da olmasinin yani A’nin ¢carpma altida
kapali olmasinin yararlarini goriiriiz, ¢inki o za-
man yukardaki ¢ iglemin herbirinin sonucunun
paydasinda hep A’nin elemanlari olmus olur. Zaten,
eger A carpma altinda kapali degilse, A yerine A’nin
elemanlarinin tim sonlu carpimlarimin kiimesini
alarak, A’nin ¢arpma altinda kapali oldugunu var-
sayabiliriz, ¢tinkii bu sonlu ¢arpimlar da tersinlen-
meli. Bundan boyle A’nin ger¢ekten ¢arpma altinda
kapali oldugunu varsayalim. Yeni A’nin da, eski A
gibi, sifirbolen icermedigini dikkatinize sunarim.

A artik carpma altinda kapali oldugundan, yu-
kardaki formiillerden,

{rla:r e R,a e A}
kiimesinin toplama, ¢ikarma ve ¢arpma altinda ka-
pali oldugunu anlariz.

Sezgilerimiz, R, halkasinin, eger varsa, yu-
kardaki gibi bir kiime olmasi gerektigini soyliyor.
Demek ki R4 adayimiz,

{rla:r e R,a e A}
kiimesi olmali.

Bu, hemen hemen dogru, tam dogru degil, ¢iin-
kit R halkasi bu aday kiimenin bir altkiimesi olma-
yabilir. Nitekim, R’nin her elemani illa belli bir €
R ve a € A i¢in r/a biciminde yazilmak zorunda de-
gil. Ama 1’i de A’nin igine atarsak, yani A yerine A
U {1} kiimesini alirsak, o zaman, r = #/1 esitliginden,
R’nin yukaridaki aday kiimenin bir altkiimesi oldu-
gu anlasilir. (Ayrica yeni A kiimesi de eskisi gibi
carpma altinda kapalidir ve sifirboleni gene yoktur.)
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Bundan boyle A < R, sifirboleni olmayan,
carpma altinda kapali ve 1’i igeren bir kiime olsun.
O zaman Ry halkasi, eger varsa,

{rla:r e R,a e A}
olmali. Toplama, ¢ikarma ve ¢arpma da yukarda
aciklandigi gibi olmali.

Olmali ama r/a diye bir eleman yok ki evreni-
mizde! Kendinizi tamsayilar1 bilen ama kesirli sa-
yilarin ne demek oldugunu bilmeyen bir ¢ocuk ye-
rine koyarsaniz ne demek istedigimi anlarsiniz.
2/3 gibi, r/a diye elemanlar yaratmaliyiz, ¢iinki
elimizde sadece r ve a diye nesneler var, r/a diye
bir nesne yok. Adina 7/a diyecegimiz nesneler ya-
ratmaliyiz, yaratacagiz da, yaratmasi da kolay.
Bunun icin adina 7/a diyecegimiz yepyeni, daha
once olmayan soyut seyler yaratmak yeterli! Eger
biitiin #/a elemanlar1 birbirinden degisik olsalard:
gercekten de boyle yapardik. Ama, ornegin, eger b
e A ise, rla = (rb)/(ab) olmak zorunda. S6ziinii et-
mek istedigimiz sorun su: R ,) halkasmnin bir /a
elemani, s # r ve b # a igin ayn1 halkanin s/b ele-
manina egit olmak zorunda olabilir ve o zaman
soyut 7/a ve s/b elemanlari yaratmak bu esitligi go-
zardi eder ve esit olmalar1 gereken #/a ve s/b birbi-
rine esit olmaz.

R(4) halkasinin bir 7/a elemani ne zaman ayn
halkanin bir s/b elemanina esit olur, daha dogrusu
olmak zorunda kalir? 7/a = s/b esitligini ab’yle car-
parsak, R’de gegerli olan rb = sa esitligini buluruz.
Bunun tersi de dogrudur: Eger R’de rb = sa esitligi
saglaniyorsa, o zaman R4 halkasinda, bu esitligi
ab’ye bolerek, rla = s/b esitliginin gegerli oldugunu
anlariz.

Simdi artik R4 halkasinin elemanlarinin ne
olmasi gerektigini agagi yukari biliyoruz. Yukarda-
ki bilgileri bicimsel bir hale sokmaliyiz.

4. Plan. Yukardaki uzun tartigmadan sonra
R4y halkasini yaratacak plani kuralim. R4 halka-
sinin 7#/a elemanlarini yaratacagiz. Evrenimizde 7/a
diye elemanlar yok ama (r, a) diye ciftler var, bun-
lar R x A kiimesinin elemanlar1. R4 halkasinin 7/a
elemanini (7, a) cifti olarak gorecegiz. Yukarda so-
zettigimiz sorun ¢ikacak kargimiza: (r, a) ¢ifti, (s, b)
ciftine esit olmayabilir; 6te yandan R ) halkasinda
rla = s/b esitligi boy gosterebilir. O zaman da egit ol-
malar1 gereken (r, a) ve (s, b) ciftleri birbirine esit
olmazlar. Biz de esit olmasini istedigimiz bu ¢iftlere
birbirine denk ciftler diyelim ve bunu = olarak ya-
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zalim. Matematiksel tanim az sonra, bizi izlemeye
devam edin.

5. Matematiksel Tanimlar. Nihayet matematik
yapabilecegiz. Yukarda soylenen her seyi unutun,
en azindan unutmus gibi davranin! Bastan basliyo-
ruz. Once tanimlar.

R bir halka. A, R’nin ¢arpma altinda kapali,
1’i igeren ama 0’1 icermeyen (dolayisiyla sifirbolen
de icermeyen) bir altkiimesi.

Eger (r, a), (s, b) € R x A ise,

(r, a) = (s, b)
iligkisini,
br = as
olarak tanimlayalim ve bu durumda (r, a), (s, b)
elemanlarina birbirine denk diyelim. Bu denklik
daha sonra 7/a = s/b olarak yorumlanacak, ama da-
ha degil.
Eger (r, a) € R x A ise, [r, a] kiimesini,
[r,a]l ={(s,b) e Rx A :(r,a)=(s, b)}
={(s,b) € Rx A : br=as)
olarak tamimlayalim. [r, a]’larin R x A kiimesinin
bir altkiimesi oldugunu unutmayalim. Ornegin,
[1,1] ={[a, a] : a € A},
[0,1] ={[0, a] : a € A}
ve herr € R, a, b € A igin (br, ba) € [r, a]

Onsav 1. R x A’mun [r, a] ve [s, b] altkiimeleri
ya birbirine esittir ya da ayriktirlar. Yani ber, (r,
a), (s, b) € R x A icin, ya |r, a| = [s, b] ya da |r, a|
N [s, b] = @ dir. Ayrica birinci sik ancak ve ancak
(r, a) = (s, b) ise miimkiindiir.

Kanit: Sadece tanimlari uygulamak yeterli. O

lleride, R(4y'min 7/a elemanimni [r, a] olarak ta-
nimlayacagrz. Simdilik sadece R4 kiimesini ta-
nimlamakla yetinelim:

Ray={lr,al:r e R,a e A}.

Daha R, iizerine iglem tanimlamadik, R4
daha sadece bir kiime simdilik. Islemleri simdi ta-
mmliyoruz: (r, a), (s, b) € R x A olsun.

[7, a] + [s, b] ve [r, a] x [s, b]
islemlerini tanimlayacagiz. Eger [r, a]’nin r/a ve
[s, b]’nin s/b anlamina gelecegini hesaba katarsak,
tanimin nasil olmasi gerektigi belli:

[7, a] + [s, b] = [rb + sa, ab],

[r, a] x [s, b] = [rs, ab].

Yalniz bu tanimlarda bir sorun cikabilir. Ornegin
soyle bir sey olabilir: [, a] = [, a'] ve [s, b] = [s', b']
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[s, b’nin [, a'] + [, &']

elemanina esit olmas: gerekir, ki toplama iglemi

olabilir ve o zaman [r, a] +

gercekten iyi tanimlanmug bir iglem olsun, ne de ol-
sa birbirine esit elemanlar toplandiginda ayni
toplamlar bulunmali! Bir sonraki 6nsav bunun bir
sorun olmadigini soyliyor:

Onsav 2. (r,
olsun. Eger [r, a] =

a), (v, a), (s, b), (s, b') e R x A
[, a'l vels, b] = [s', b'] ise o za-
man [rb + sa, ab] = [¥'b' + s'a’, a'b'] ve |rs, ab] =
[7's', a'b'].
Kanit: Sadece tanimlar1 uygulamak yeterli. O
Artik yukarda onerdigimiz gibi,
[7, a] + [s, b] = [rb + sa, ab],
[7, a] x [s, b] = [rs, ab]
toplama ve ¢arpma tanimlarini yapabiliriz, buna
hakkimiz oldugunu gordiik.

Onsav 3. R(a) kiimesi yukardaki islemlerle bir
halkadir. [0, 1] hal/eamn stfir eleman, (1, 1] balka-
mn birim elemanidir, [-r, a| elemani [r, a] elemani-
mn toplama icin tersidir. Ayrica efer a € A ise, |a,
1] elemani halkada tersinirdir ve bu elemanin tersi
[1, a] elemanidir.

Kanit: Sadece tanimlar1 uygulamak yeterli. O
Simdi R’nin R4 halkasinn bir altkiimesi ol-
dugunu kamtlamak 1st1yoruz Ama bu yanhg! Hat-
ta iki kime ¢ogu zaman kesismez bile. Evet, R,
R(4y'nin bir altkiimesi degil ama, R4)’da R’ye ¢ok
benzeyen bir althalka var: [r, 1] tiiriinden yazilan
elemanlarin kiimesi R 4)'nin R’ye ¢ok benzeyen
althalkasidir. Nitekim, her 7, s € R i¢in,

[r, 1] + [s, 1] = [r + s, 1],
[, 1][s, 1] = [rs, 1].
Goruldugn gibi, R’deki toplama ve ¢carpma dogru-

dan R4ynn {[r, 1] : 7 € R} altkiimesine yansiyor.

Onsav4.i: R - R(4) fonksiyonu i(r)

kuraliyla tanmimlanmis olsun O zaman,
a) i birebirdir.
b) i toplamaya ve carpmaya saygt duyar, yani,

[r, 1]

her r, s € R icin,
= i(r) + i(s),
i(r)i(s).

¢) i, R halkasinn birim elemanmm R 5\ halkasi-

i(r + s)
i(rs) =

min birim elemanna gotiiriir.

Kanit: Sadece tanimlari uygulamak yeterli. O
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Yukardaki 6nsavi dikkate alarak, bundan boy-
le R’nin 7 elemaniyla R 4)'nin i(r) elemant arasinda
bir fark gozetmeyeceglz Bir baska deyisle, R 4) kii-
mesinden i(R) altkiimesini kesip, onun yerme R
kiimesini koyacagiz. Elde ettigimiz yeni kimede
toplamay1 ve ¢arpmayi ona gore yeniden duzenle-
yecegiz. Yani artik, R4 yerine

(Ra) Vi(R)) W R
kiimesini alacagiz. Boylece R 4)’dan [r, 1] elemani-
i silip yerine #’yi koymus oluruz ve R yapay yolla
da olsa R 4y’nin bir altkiimesi olur. Ornegin, eger
r,s € Rvea e A\ {1} ise,
rls, a] = [r, 1][s, a] =
Eskiden [0, 1] ve [1,1] olan toplama ve ¢arpmanin

[7s, a].

etkisiz elemanlari artik 0 ve 1 oldular. Her a € A
icin [a, a] = 1 esitligine ayrica dikkatinizi ¢ekerim.
Simdi a € A olsun. O zaman,

all,a]l =[a, 1][1, a] = [a, a] = 1.
Demek ki A’nin elemanlari Ria da tersinir oldular:
al=]1, a]

Son olarak, [7, a] = [r, 1][1, a] = ra=! = #/a. Yani
Rpy={rla:r e R, a e A,
tam istedigimiz gibi.

Eger R bir tamlik halkasiysa, A yerine R \ {0}
alabiliriz. O zaman, R4 bir cisim olur. R, cismi-
ne R’nin bolim cismi ad1 verilir.

Eger R bir tamlik bolgesiyse ve p € R bir asal-
sa, pR = {pr: r € R} ve A = R\ pR olsun. Kolayca
goriilecegi tizere, p asal oldugundan, A ¢arpma al-
tinda kapalidir ve 1 € A’dir. Demek ki R
bir halkadan sozedebiliriz. Burada agiklanmasi

A) dlye

uzun siirecek geometrik nedenlerden, bu halkaya
R’nin p’de yerellestirilmisi ad1 verilir. Ornegin eger
P, Z’nin ya da Z[X]’in bir asaliysa,
{alm:a,n e Z,n=+0,ebob(p, n) =1}
ve
{alb : a, b € Z[X], b = 0, ebob(p, b) = 1}

bu tur yerel halkalardandir. Bu halkalarda p’ye bo-
linmeyen her eleman tersinirdir. ¥




