
1. Örnekler. Yaz›m›za ör-

neklerle bafllayal›m, ne yapmak iste-

di¤imizi en iyi örneklerle anlatabilece¤iz.

a) Tamsay›lar kümesi Z bir halkad›r, ama bir ci-

sim de¤ildir, çünkü bir cisimde − cismin tan›m› ge-

re¤i − s›f›r olmayan her eleman›n çarp›msal tersi ol-

mal›d›r ve bu özellik Z’de do¤ru de¤ildir. Örne¤in

2’nin çarp›msal tersi olan 1/2 say›s› Z’de de¤ildir.

Öte yandan kesirli say›lar kümesi Q, tamsay›la-

r› içeren bir cisimdir, hatta Q, flu anlamda tamsay›-

lar› içeren cisimlerin en küçü¤üdür: Bu özelli¤i sa¤-

layan her cismin içinde Q’nün bir kopyas› bulunur.

b) p ∈ Z sabit bir asal olsun. p asal› Z’de tersi-

nir de¤ildir, çünkü 1/p ∉ Z. fiimdi,

Z(p) = {a/pn : n ∈ N, a ∈ Z}

olsun. Z(p), Q’nün toplama, ç›karma ve çarpma al-

t›nda kapal› bir altkümesidir, ayr›ca 1’i de içerir,

yani Q’nün bir althalkas›d›r. Bu halkan›n tersinir

elemanlar› bir n ∈ Z için ±pn biçiminde yaz›lan sa-

y›lard›r.

Z(p), belli ki, Z’yi içeren ve p’nin tersinir oldu-

¤u Q’nün en küçük althalkas›d›r.

c) Katsay›lar› gerçel say›lar olan polinomlar›

ele alal›m.

türünden ifadeler polinom de¤iller. Polinom olma-

salar da bu tür terimler matematikte s›k s›k kulla-

n›l›rlar. “Kesirli say›lar” ifadesinden esinlenerek

bu tür nesnelere kesirli polinom ad›n› verelim. Bir

kesirli polinom, tan›m› gere¤i, ƒ, g ∈ K[X] ve g ≠ 0

için, ƒ/g biçiminde yaz›lan bir terimdir. Kesirli po-

linomlar kümesi R(X) olarak gösterilir:

R(X) = {ƒ/g : ƒ, g ∈ R[X] ve g ≠ 0}.

Basit ama önemli bir olgu: E¤er ƒk = gh ise, ƒ/g

kesirli polinomu h/k kesirli polinomuna eflittir. Bu-

nun tersi de do¤rudur: E¤er ƒ/g = h/k ise, ƒk = gh

eflitli¤i do¤rudur.

Kesirli polinomlar kümesinde toplama, ç›kar-

ma ve çarpma yapmas›n› okur herhalde biliyordur: 

Böylece tan›mlanan toplama, ç›karma ve çarpma

ifllemleri alt›nda kesirli polinomlar kümesi bir hal-

kad›r. Hatta bir cisimdir de: ƒ/g ≠ 0 ise, bu kesirli

polinomun çarp›msal tersi g/ƒ kesirli polinomudur.

Her ƒ polinomunu ƒ/1 biçiminde yazarsak, her

polinomun asl›nda kesirli bir polinom oldu¤unu

anlar›z.

Ne yapt›k? R[X] polinom halkas›n› R(X) diye

bir cismin içinde soktuk. Birinci örnekte de Z hal-

kas›n› Q cisminin içine sokmufltuk.

d) fiimdi flu kümeye bakal›m:

S = {ƒ(X)/aXn : ƒ ∈ Z[X], a ∈ Z \ {0}, n ∈ N}.

S, elbette Q(X) cisminin bir altkümesidir ve

Z[X] halkas›n› içerir (ƒ(X)/aXn ifadesinde a = 1 ve

n = 0 al›n.) Ayr›ca, toplama, ç›karma ve çarpma al-

t›nda kapal› oldu¤undan S bir halkad›r. Bu halka-

da X tersinirdir, çünkü 1/X ∈ S. Dikkatle incelene-

cek olursa, S halkas›n›n, s›f›r olmayan tamsay›lar-

la X’in tersinir oldu¤u ve Z[X]’i içeren Q[X]’in en

küçük althalkas› oldu¤u kolayl›kla anlafl›l›r. Bu

halkada, örne¤in 1 + X tersinir de¤ildir.

e) Yukarda yapt›klar›m›z› güç serileriyle ya-

pal›m. K bir cisim olsun. X’in K[[X]] halkas›n›n

tek asal› oldu¤unu biliyoruz (sayfa 34, Sonuç 3).

K[[X]]’i içeren ve X’in tersinir oldu¤u daha bü-

yük bir halka (dolay›s›yla bir cisim) bulmak isti-

yoruz. Çok basit: Güç serilerinde X’in güçleri

0’dan bafllar, güç serilerinin negatif bir say›dan

bafllamas›na izin verirsek istedi¤imize kavuflmufl

oluruz. Elde edilen halkan›n elemanlar› bir n ∈ Z

için, Σi ≥ n aiX
i olarak, halkan›n kendisi de K((X))

olarak yaz›l›r.
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2. Amaç. Bu örneklerden sonra yaz›n›n amac›-

n› aç›klamaya çal›flal›m. Amac›m›z, bir R halkas›

ve R’nin bir A altkümesi verildi¤inde, A’n›n ele-

manlar›n›n içinde tersinir oldu¤u R’den daha bü-

yük bir halka bulmak ve bunu en ekonomik biçim-

de yapmak. Uygulamada en çok, R’nin bir taml›k

bölgesi oldu¤u ve A’n›n da R \ {0} oldu¤u durum

kullan›l›r.

Bulmak istedi¤imiz bu halkay› R(A) olarak ya-

zal›m. R(A)’dan özetle flunlar› istiyoruz:

I. R(A), R’yi içeren bir halka olsun.

II. R ≤ R(A) olsun. Yani her iki halkan›n da bi-

rim elemanlar› ayn› olsun ve her x, y ∈ R için, x +

y ve xy’nin de¤erleri, R’de de hesaplansa, R(A)’da

da hesaplansa ayn› olsun. 

III. A’n›n her eleman› R(A)’da tersinir olsun.

IV. R(A)’da sadece yukardaki özellikleri sa¤la-

yacak kadar eleman olsun, gereksiz elemanlar ol-

mas›n.

Yukardaki befl örnekte R, A ve R(A) flöyle:

a) R = Z, A = Z \ {0} ve R(A) = Q.

b) R = Z ve A = {p} ve R(A) = Z(p).

c) R = R[X], A = R[X] \ {0} ve R(A) = R(X).

d) R = Z[X], A = (Z\{0}) ∪ {X} ve R(A) = S.

e) R = K[[X]], A = {X} ve R(A) = K((X)).

3. Aray›fl. Bir an için diledi¤imiz gibi bir R(A)

halkas›n›n varoldu¤unu varsay›p bu halkan›n ne

menem bir fley oldu¤unu anlamaya çal›flal›m. An-

cak R(A)’n›n ne menem bir fley olmas› gerekti¤ini

anlad›ktan sonra R(A) halkas›n› infla edece¤iz.

fiunu da belirtelim ki, illa yukardaki özellikleri

sa¤layan R(A) diye bir halka olmak zorunda de¤il-

dir. Böyle bir R(A) halkas› olmayabilir de... R(A)’n›n

varl›¤› ve yoklu¤u A’ya göre de¤iflebilir, baz› A’lar

için olabilir baz› A’lar için olmayabilir. R(A) halkas›-

n›n hangi A’lar için oldu¤unu da bulaca¤›z. 

E¤er A = ∅ ise, R(A) = R al›rsak problemi çöz-

müfl oluruz. Bundan böyle A ≠ ∅ olsun.

Yukardaki (II) özelli¤inden, her iki halkan›n da

s›f›r elemanlar›n›n ayn› oldu¤u ve her x ∈ R(A) için

0x = 0 eflitli¤i kolayl›kla ç›kar (sayfa 22, Önsav 3.i.)

a ∈ A ise, a,  R(A) halkas›nda tersinirdir, çünkü

öyle olsun istiyoruz. a’n›n R(A) halkas›ndaki tersini,

al›fl›ld›¤› üzere, a−1 ya da 1/a olarak gösterelim.

A’n›n elemanlar› R(A) halkas›nda tersinir ol-

duklar›ndan, A’n›n hiçbir eleman› ne R’de ne de

R(A)’da bir s›f›rbölen olabilir. Bunun özel bir hali

olarak, 0 ∉ A ç›kar. Bundan böyle A’n›n hiçbir ele-

man›n›n s›f›rbölen olmad›¤›n› varsayal›m (yoksa

istedi¤imiz özellikleri sa¤layan bir R(A) halkas› bu-

lamay›z.)

E¤er r ∈ R ise, r ∈ R(A) olmal›, çünkü R(A)’n›n

R’yi içermesini istiyoruz. Demek ki her r ∈ R ve a

∈ A için, R(A) halkas›nda r ile 1/a elemanlar›n› çar-

pabilmeliyiz. R(A) halkas›nda olmas› gereken bu

çarp›m› r/a olarak yazal›m. Elbette r/a = ra−1 ve

a(r/a) = r ve s(r/a) = (sr)/a gibi eflitlikler R(A) halka-

s›nda sa¤lanmal›.

Bir halka oldu¤undan, R(A)’n›n r/a biçiminde

yaz›lm›fl elemanlar›n› toplay›p çarpabilmeliyiz. r/a

ve s/b elemanlar›n›n bir halkada nas›l toplan›p çar-

p›lmalar› gerekti¤i belli: Halkan›n en basit özellik-

lerinden,

ç›kar.

Yukardaki üç formüle bakarsak, a, b ∈ A ise,

ab’nin de A’da olmas›n›n yani A’n›n çarpma alt›da

kapal› olmas›n›n yararlar›n› görürüz, çünkü o za-

man yukardaki üç ifllemin herbirinin sonucunun

paydas›nda hep A’n›n elemanlar› olmufl olur. Zaten,

e¤er A çarpma alt›nda kapal› de¤ilse, A yerine A’n›n

elemanlar›n›n tüm sonlu çarp›mlar›n›n kümesini

alarak, A’n›n çarpma alt›nda kapal› oldu¤unu var-

sayabiliriz, çünkü bu sonlu çarp›mlar da tersinlen-

meli. Bundan böyle A’n›n gerçekten çarpma alt›nda

kapal› oldu¤unu varsayal›m. Yeni A’n›n da, eski A

gibi, s›f›rbölen içermedi¤ini dikkatinize sunar›m.

A art›k çarpma alt›nda kapal› oldu¤undan, yu-

kardaki formüllerden,

{r/a : r ∈ R, a ∈ A}

kümesinin toplama, ç›karma ve çarpma alt›nda ka-

pal› oldu¤unu anlar›z.

Sezgilerimiz, R(A) halkas›n›n, e¤er varsa, yu-

kardaki gibi bir küme olmas› gerekti¤ini söylüyor.

Demek ki R(A) aday›m›z,

{r/a : r ∈ R, a ∈ A}

kümesi olmal›.

Bu, hemen hemen do¤ru, tam do¤ru de¤il, çün-

kü R halkas› bu aday kümenin bir altkümesi olma-

yabilir. Nitekim, R’nin her eleman› illa belli bir r ∈
R ve a ∈ A için r/a biçiminde yaz›lmak zorunda de-

¤il. Ama 1’i de A’n›n içine atarsak, yani A yerine A

∪ {1} kümesini al›rsak, o zaman, r = r/1 eflitli¤inden,

R’nin yukar›daki aday kümenin bir altkümesi oldu-

¤u anlafl›l›r. (Ayr›ca yeni A kümesi de eskisi gibi

çarpma alt›nda kapal›d›r ve s›f›rböleni gene yoktur.)
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Bundan böyle A ⊆ R, s›f›rböleni olmayan,

çarpma alt›nda kapal› ve 1’i içeren bir küme olsun.

O zaman R(A) halkas›, e¤er varsa, 

{r/a : r ∈ R, a ∈ A}

olmal›. Toplama, ç›karma ve çarpma da yukarda

aç›kland›¤› gibi olmal›.

Olmal› ama r/a diye bir eleman yok ki evreni-

mizde! Kendinizi tamsay›lar› bilen ama kesirli sa-

y›lar›n ne demek oldu¤unu bilmeyen bir çocuk ye-

rine koyarsan›z ne demek istedi¤imi anlars›n›z.

2/3 gibi, r/a diye elemanlar yaratmal›y›z, çünkü

elimizde sadece r ve a diye nesneler var, r/a diye

bir nesne yok. Ad›na r/a diyece¤imiz nesneler ya-

ratmal›y›z, yarataca¤›z da, yaratmas› da kolay.

Bunun için ad›na r/a diyece¤imiz yepyeni, daha

önce olmayan soyut fleyler yaratmak yeterli! E¤er

bütün r/a elemanlar› birbirinden de¤iflik olsalard›

gerçekten de böyle yapard›k. Ama, örne¤in, e¤er b

∈ A ise, r/a = (rb)/(ab) olmak zorunda. Sözünü et-

mek istedi¤imiz sorun flu: R(A) halkas›n›n bir r/a

eleman›, s ≠ r ve b ≠ a için ayn› halkan›n s/b ele-

man›na eflit olmak zorunda olabilir ve o zaman

soyut r/a ve s/b elemanlar› yaratmak bu eflitli¤i gö-

zard› eder ve eflit olmalar› gereken r/a ve s/b birbi-

rine eflit olmaz.

R(A) halkas›n›n bir r/a eleman› ne zaman ayn›

halkan›n bir s/b eleman›na eflit olur, daha do¤rusu

olmak zorunda kal›r? r/a = s/b eflitli¤ini ab’yle çar-

parsak, R’de geçerli olan rb = sa eflitli¤ini buluruz.

Bunun tersi de do¤rudur: E¤er R’de rb = sa eflitli¤i

sa¤lan›yorsa, o zaman R(A) halkas›nda, bu eflitli¤i

ab’ye bölerek, r/a = s/b eflitli¤inin geçerli oldu¤unu

anlar›z.

fiimdi art›k R(A) halkas›n›n elemanlar›n›n ne

olmas› gerekti¤ini afla¤› yukar› biliyoruz. Yukarda-

ki bilgileri biçimsel bir hale sokmal›y›z.

4. Plan. Yukardaki uzun tart›flmadan sonra

R(A) halkas›n› yaratacak plan› kural›m. R(A) halka-

s›n›n r/a elemanlar›n› yarataca¤›z. Evrenimizde r/a

diye elemanlar yok ama (r, a) diye çiftler var, bun-

lar R × A kümesinin elemanlar›. R(A) halkas›n›n r/a

eleman›n› (r, a) çifti olarak görece¤iz. Yukarda sö-

zetti¤imiz sorun ç›kacak karfl›m›za: (r, a) çifti, (s, b)

çiftine eflit olmayabilir; öte yandan R(A) halkas›nda

r/a = s/b eflitli¤i boy gösterebilir. O zaman da eflit ol-

malar› gereken (r, a) ve (s, b) çiftleri birbirine eflit

olmazlar. Biz de eflit olmas›n› istedi¤imiz bu çiftlere

birbirine denk çiftler diyelim ve bunu ≡ olarak ya-

zal›m. Matematiksel tan›m az sonra, bizi izlemeye

devam edin.

5. Matematiksel Tan›mlar. Nihayet matematik

yapabilece¤iz. Yukarda söylenen her fleyi unutun,

en az›ndan unutmufl gibi davran›n! Bafltan bafll›yo-

ruz. Önce tan›mlar.

R bir halka. A, R’nin çarpma alt›nda kapal›,

1’i içeren ama 0’› içermeyen (dolay›s›yla s›f›rbölen

de içermeyen) bir altkümesi.

E¤er (r, a), (s, b) ∈ R × A ise, 

(r, a) ≡ (s, b)

iliflkisini,

br = as

olarak tan›mlayal›m ve bu durumda (r, a), (s, b)

elemanlar›na birbirine denk diyelim. Bu denklik

daha sonra r/a = s/b olarak yorumlanacak, ama da-

ha de¤il.

E¤er (r, a) ∈ R × A ise, [r, a] kümesini,

[r, a] = {(s, b) ∈ R × A : (r, a) ≡ (s, b)}

= {(s, b) ∈ R × A : br = as}

olarak tan›mlayal›m. [r, a]’lar›n R × A kümesinin

bir altkümesi oldu¤unu unutmayal›m. Örne¤in,

[1, 1] = {[a, a] : a ∈ A},

[0, 1] = {[0, a] : a ∈ A}

ve her r ∈ R, a, b ∈ A için (br, ba) ∈ [r, a]

Önsav 1. R × A’n›n [r, a] ve [s, b] altkümeleri

ya birbirine eflittir ya da ayr›kt›rlar. Yani her,  (r,

a), (s, b) ∈ R × A için, ya [r, a] = [s, b] ya da [r, a]

∩ [s, b] = ∅’dir. Ayr›ca birinci fl›k ancak ve ancak

(r, a) ≡ (s, b) ise mümkündür.

Kan›t: Sadece tan›mlar› uygulamak yeterli. ■■

‹leride, R(A)’n›n r/a eleman›n› [r, a] olarak ta-

n›mlayaca¤›z. fiimdilik sadece R(A) kümesini ta-

n›mlamakla yetinelim:

R(A) = {[r, a] : r ∈ R, a ∈ A}.

Daha R(A) üzerine ifllem tan›mlamad›k, R(A)

daha sadece bir küme flimdilik. ‹fllemleri flimdi ta-

n›ml›yoruz: (r, a), (s, b) ∈ R × A olsun. 

[r, a] + [s, b] ve [r, a] × [s, b]

ifllemlerini tan›mlayaca¤›z. E¤er [r, a]’n›n r/a ve 

[s, b]’nin s/b anlam›na gelece¤ini hesaba katarsak,

tan›m›n nas›l olmas› gerekti¤i belli:

[r, a] + [s, b] = [rb + sa, ab],

[r, a] × [s, b] = [rs, ab].

Yaln›z bu tan›mlarda bir sorun ç›kabilir. Örne¤in

flöyle bir fley olabilir: [r, a] = [r′, a′] ve [s, b] = [s′, b′]
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olabilir ve o zaman [r, a] + [s, b]’nin [r′, a′] + [s′, b′]
eleman›na eflit olmas› gerekir, ki toplama ifllemi

gerçekten iyi tan›mlanm›fl bir ifllem olsun, ne de ol-

sa birbirine eflit elemanlar topland›¤›nda ayn›

toplamlar bulunmal›! Bir sonraki önsav bunun bir

sorun olmad›¤›n› söylüyor:

Önsav 2. (r, a), (r′, a′), (s, b), (s′, b′) ∈ R × A

olsun. E¤er [r, a] = [r′, a′] ve [s, b] = [s′, b′] ise o za-

man [rb + sa, ab] = [r′b′ + s′a′, a′b′] ve [rs, ab] =

[r′s′, a′b′].
Kan›t: Sadece tan›mlar› uygulamak yeterli. ■■

Art›k yukarda önerdi¤imiz gibi,

[r, a] + [s, b] = [rb + sa, ab],

[r, a] × [s, b] = [rs, ab]

toplama ve çarpma tan›mlar›n› yapabiliriz, buna

hakk›m›z oldu¤unu gördük.

Önsav 3. R(A) kümesi yukardaki ifllemlerle bir

halkad›r. [0, 1] halkan›n s›f›r eleman›, [1, 1] halka-

n›n birim eleman›d›r, [−r, a] eleman› [r, a] eleman›-

n›n toplama için tersidir. Ayr›ca e¤er a ∈ A ise, [a,

1] eleman› halkada tersinirdir ve bu eleman›n tersi

[1, a] eleman›d›r.

Kan›t: Sadece tan›mlar› uygulamak yeterli. ■■

fiimdi R’nin R(A) halkas›n›n bir altkümesi ol-

du¤unu kan›tlamak istiyoruz. Ama bu yanl›fl! Hat-

ta iki küme ço¤u zaman kesiflmez bile. Evet, R,

R(A)’n›n bir altkümesi de¤il ama, R(A)’da R’ye çok

benzeyen bir althalka var: [r, 1] türünden yaz›lan

elemanlar›n kümesi R(A)’n›n R’ye çok benzeyen

althalkas›d›r. Nitekim, her r, s ∈ R için, 

[r, 1] + [s, 1] = [r + s, 1],

[r, 1][s, 1] = [rs, 1].

Görüldü¤ü gibi, R’deki toplama ve çarpma do¤ru-

dan R(A)’n›n {[r, 1] : r ∈ R} altkümesine yans›yor.

Önsav 4. i : R → R(A) fonksiyonu i(r) = [r, 1]

kural›yla tan›mlanm›fl olsun. O zaman,

a) i birebirdir.

b) i toplamaya ve çarpmaya sayg› duyar, yani,

her r, s ∈ R için,

i(r + s) = i(r) + i(s),

i(rs) = i(r)i(s).

c) i, R halkas›n›n birim eleman›n› R(A) halkas›-

n›n birim eleman›na götürür.

Kan›t: Sadece tan›mlar› uygulamak yeterli. ■■

Yukardaki önsav› dikkate alarak, bundan böy-

le R’nin r eleman›yla R(A)’n›n i(r) eleman› aras›nda

bir fark gözetmeyece¤iz. Bir baflka deyiflle, R(A) kü-

mesinden i(R) altkümesini kesip, onun yerine R

kümesini koyaca¤›z. Elde etti¤imiz yeni kümede

toplamay› ve çarpmay› ona göre yeniden düzenle-

yece¤iz. Yani art›k, R(A) yerine 

(R(A) \ i(R)) ∪ R

kümesini alaca¤›z. Böylece R(A)’dan [r, 1] eleman›-

n› silip yerine r’yi koymufl oluruz ve R yapay yolla

da olsa R(A)’n›n bir altkümesi olur. Örne¤in, e¤er

r, s ∈ R ve a ∈ A \ {1} ise, 

r[s, a] = [r, 1][s, a] = [rs, a].

Eskiden [0, 1] ve [1,1] olan toplama ve çarpman›n

etkisiz elemanlar› art›k 0 ve 1 oldular. Her a ∈ A

için [a, a] = 1 eflitli¤ine ayr›ca dikkatinizi çekerim.

fiimdi a ∈ A olsun. O zaman,

a[1, a] = [a, 1][1, a] = [a, a] = 1.

Demek ki A’n›n elemanlar› R(A)’da tersinir oldular:

a−1 = [1, a].

Son olarak, [r, a] = [r, 1][1, a] = ra−1 = r/a. Yani

R(A) = {r/a : r ∈ R, a ∈ A},

tam istedi¤imiz gibi.

E¤er R bir taml›k halkas›ysa, A yerine R \ {0}

alabiliriz. O zaman, R(A) bir cisim olur. R(A) cismi-

ne R’nin bölüm cismi ad› verilir.

E¤er R bir taml›k bölgesiyse ve p ∈ R bir asal-

sa, pR = {pr : r ∈ R} ve A = R \ pR olsun. Kolayca

görülece¤i üzere, p asal oldu¤undan, A çarpma al-

t›nda kapal›d›r ve 1 ∈ A’d›r. Demek ki R(A) diye

bir halkadan sözedebiliriz. Burada aç›klanmas›

uzun sürecek geometrik nedenlerden, bu halkaya

R’nin p’de yerellefltirilmifli ad› verilir. Örne¤in e¤er

p, Z’nin ya da Z[X]’in bir asal›ysa, 

{a/n : a, n ∈ Z, n ≠ 0, ebob(p, n) = 1}

ve

{a/b : a, b ∈ Z[X], b ≠ 0, ebob(p, b) = 1}

bu tür yerel halkalardand›r. Bu halkalarda p’ye bö-

lünmeyen her eleman tersinirdir. ♥
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