Matematik Diinyasi, 2004 Yaz

Kapak Konusu: Halkalar, Asallar ve indirgenemezler (2)

Tek Carpanlama Bolgeleri ve

Polinomlar

)—
_\‘/ Bu yazida, bir polinom halka-

sinin ne zaman bir tek carpanlama

bolgesi (TCB) oldugunu bulacagiz. Tanimi animsa-
talim: Tersinir ve sifirbolen olmayan her elemanin
sonlu sayida asalin ¢arpimi olarak yazildigi halkala-
ra tek carpanlama halkasi (TCH) denir. Eger halka
ayrica bir tamlik bolgesiyse, o zaman tek carpanla-
ma boélgesinden ya da kisaca TCB’den sozedilir.
Tam olarak su teoremi kanitlayacagiz.

Ana Teorem. R bir halka olsun. R[X]in bir
TCB olmast icin R’nin TCB olmast yeterli ve gerek-
li kosuldur.

Bundan da su sonug ¢ikar:

Sonug. Z[X{, X4, ..., X,,] ve, eger K bir cisimse,
K[Xy, X1y ey X,,] balkalars TCB dirler.

Sayfa 31°de K bir cisimse K[X]’in bir TCB ol-
dugunu kanitlamistik. Bu sonucu bu yazida kulla-
nip genellestirecegiz.

Eger R[X] halkast TCB’yse, R’nin de TCB ol-
masi gerektiginin kaniti oldukga kolay. Bunu hemen
simdi yapabiliriz. Once bir 6nsav.

Onsav 1. R bir halka olsun. R[X]'te asal olan
R’nin bir elemam R’de de asaldir.
Kamt: Okura aligtirma olarak birakilmistir. O

Teorem 2. Eger R[X] halkas: TCB’yse, R de
TCB’dir.

Kamt: Her seyden once R[X] bir tamlik bolgesi
oldugundan, R de bir tamlik bolgesidir. € R olsun.
Ayni zamanda r € R[X] oldugundan, ’yi R[X]’teki
p asallarinin sonlu ¢arpimi olarak yazabiliriz. Ama
derecelere bakacak olursak p asallarmin aslinda
R’de olduklarini goriirtiz. Yukardaki 6nsava gore
bu p’ler R’de de asaldir. O

R’nin TCB oldugunu kabul edip R[X]’in TCB
oldugunu kanitlamak biraz daha zor.

47

Yazimiz birbirinden bagimsiz iki bolimden
olusacak.

A) Polinomlarda Indirgenemezler yazimizda,
eger K bir cisimse, K[X] polinom halkasinin TCB ol-
dugunu kanitlamistik. Bu sonuctan Q[X] halkasinin
TCB oldugu cikar. Once, bu sonucu kullanarak,
Z[X] halkasinin bir TCB oldugunu kanitlayacagz.

B) Sonra, eger R bir TCB’yse, yukardaki bo-
limdeki yontemi kullanarak, R[X] polinom halka-
sinin da TCB oldugunu kanitlayacagiz.

Dileyen okur A boliimiinii atlayip dogrudan B
boliimiine gegebilir. Daha 6nce de dedigimiz gibi
bu iki bolim birbirinden bagimsizdir.

A. Z[X] TEK CARPANLAMA BOLGESIDIR

Z[X] halkasinin 0, 1 ve —1 olmayan her elema-
ninin indirgenemezlerin carpimi olarak yazildigini
biliyoruz [sayfa 27, Teorem 10; bunu ayrica bir de
bir sonraki boliimde kanitlayacagiz.] Ayrica sayfa
31’den Q[X] halkasinin TCB oldugunu biliyoruz,
yani bu halkada her indirgenemez bir asaldir. Sim-
di ayn1 sonucu Z[X] i¢in de kanitlamak istiyoruz,
yani Z[X]’in her indirgenemezinin bir asal oldugu-
nu kanitlamak istiyoruz.

Once sik sik kullanacagimiz bir sonucu ortaliga
gikaralim:

Hayat Zor!

Z2/6Z[X] halkasinda

X(X-1) = (X=3)(X-4)
esitligi gecerli oldugundan, indirgenemez olan

X, X-1, X-3, X-4

polinomlarinin hicbiri Z/6Z[X] halkasinda asal
degildir. Dolayisiyla, Z/6Z, TCH olmasina kar-
sin, 2/6Z[X], TCH degildir. Hangi »’ler igin
Z/nZ[X] bir TCH’dir?

Onsav 3. g ve f € Z[X] olsun. g'nin katsayila-
rmun +1°den baska ortak boleni olmasin (yani ara-
larinda asal olsunlar.) Eger g, f’yi Q[X]’te boliiyor-
sa, o zaman Z|X|'te de béler. Yani eger b € Q[X]
icin, f = gh ise, h € Z[X].
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Kanit: /’nin katsayilarinin paydalarinin en k-
ciik ortak kati 7 ise, bir k € Z[X] i¢in b = k/n yaza-
biliriz. Gerekirse (aslinda gerekmez ya!) sadelestir-
me yaparak, 7’nin hi¢bir asal boleninin £’nin tim
katsayilarini bolmedigini varsayabiliriz. 7 = £1 esit-
ligini kamitlayacagiz. Boylece h’nin Z[X]’te oldugu
anlasilacak.

Demek ki f = gh = gk/n, yani nf = gk. Simdi p,
n’nin asal bir boleni olsun. Z’nin p asali Z[X] halka-
sinda gk carpimmm boldiigiine gore, Gauss Onsa-
vr’'na gore (sayfa 25, Onsav 7), p, g’'nin ya da ya da
k’nin tim katsayilarini boler, ki bu da bir celigkidir.
Demek ki = +1 olmali ve h = k/n =tk € Z[X]. O

Teorem 4. Z[X|in bir indirgenemezi ya Z’nin
ya da Q|X|in bir indirgenemezidir.

Kanit: f, Z[X] halkasinda bir indirgenemez ol-
sun. g, b € Q[X] i¢in, f = gh olarak yazalim. Ya
g’nin ya da h’nin bir sabit polinom oldugunu ka-
nitlayacagiz.

Ik olarak, g’yi kesirli bir sayiyla ¢arparak ve
b’yi ayni sabite bolerek, g’nin Z[X]’te oldugunu ve
katsayilarinin ortak boéleni olmadigini varsayaca-
g1z. Bunu soyle yapacagiz: n, g’nin katsayilarinin
paydalarinin ¢arpimi olsun. O zaman ng polinomu
Z[X]'tedir. g; = ng olsun. $imdi g{’in katsayilari-
nin en buiyiik ortak boleni 7 olsun. Demek ki, kat-
sayilarinin ortak boleni olmayan bir g, € Z[X]
i¢in, g1 = mg,. Hesap yapalim:

f=gh = (g1/n)h = (mgyin)h = g,(mhin).
by = mbin yazarsak, f = g b, esitligini elde ederiz.
Unutmayalim ki g, € Z[X] ve g,’nin katsayilarinin
ortak boleni yok.

Demek ki g,, f’yi Q[X] halkasinda béliyor: f
= gohy. Onsav 3’e gore b, € Z[X] olmali. Ama f,
Z[X] halkasinda indirgenemez. Demek ki ya g, ya
da b, polinomu Z[X]’te tersinir, yani +1’e esit, do-
layisiyla ya g ya da b polinomu Q’da bir sabit (iki-
si de sabit olabilir). Boylece f’nin ya Z’de oldugu-
nu ya da Q[X] halkasinda da indirgenemez oldu-
gunu kanitlamig olduk. O
Simdi istedigimizi kanitlayabiliriz.

Teorem 5. Z[X] bir tek carpanlama bolgesidir.
Kanit. Sayfa 27’°deki Teorem 10°da Z[X]’in her
elemaninin sonlu sayida indirgenemezin ¢arpimi
oldugunu soyledik. (Bu sonu¢ gecen sayida kanit-
lanmugti. Ayni sonucu, bu yazinin ikinci bélimin-
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de, bu bolimden bagimsiz olarak bir kez daha ka-
nitlayacagiz.) Dolayisiyla Z[ X]’in her indirgeneme-
zinin bir asal oldugunu kanitlamaliyiz.

f € Z[X] bir indirgenemez olsun.

Eger f € Z ise, f, Z’de bir asaldir, ¢iinka f’yi
Z’nin asallarinin ¢arpimu olarak yazdigimizda, f,
Z[X7in bir indirgenemezi oldugundan, bu asallar bi-
ri disinda hepsi Z[X]* kiimesinde olmali, dolayisiyla
biri diginda hepsi +1°dir, yani f, Z’nin bir asalidir.
Gauss Onsav’ina gore f, Z[X]'in de bir asalidir.

Bundan boyle f’nin Z’de olmadigini varsaya-
lim. Demek ki f’nin katsayilarinin ortak boleni
yok (yoksa f indirgenirdi.) g, b € Z[X] i¢in, f’nin
gh’yi Z[X]’te bolduginii varsayalim. f’nin ya g’yi
ya da b’yi Z[X]'te boldugunt kanitlayacagiz. f,
gh’yi Z[X]’te boldugune gore, f, gh’yi Q[X]’te de
boliyordur. Ama yukardaki teoreme gore f,
Q[X]’te bir indirgenemez, yani bir asal (sayfa 31).
Demek ki f, ya g’vi ya da b’yi Q[X]’te boluyor. Di-
yelim f, g’yvi Q[X]’te boliyor: f = gk ve k € Q[X].
Onsav 3’e gore k € Z[X]. Ama f, Z[X] halkasinin
bir indirgenemezi. Demek ki ya g = +1 ya da k =
+1. Birinci sikta gh = th ve f, b’yi boler. Ikinci gik-
ta f = g ve f, g’yi boler. O

B. R[X] TEK CARPANLAMA BOLGESIDIR

Bu bolimde, R bir TCB’yse, R[X]’in de bir
TCB oldugunu kanitlayacagiz. Yani R’nin sifir ve
tersinir olmayan her elemaninin R’nin sonlu sayida
asalinin ¢carpimi olarak yazildigini varsayip ayni se-
yin R[X] i¢in de gegerli oldugunu kanitlayacagiz.

Sayfa 25, Onsav 7’ye gore R’nin bir asali (ya da
indirgenemezi, ayni sey), R[X]’te de bir asaldir (do-
layisiyla indirgenemezdir.) Dolayisiyla R[X]’in bir
sabit polinomunu R’de asallarinin ¢arpimi olarak
yazarsak, boylece o sabit polinomu R[X]’te asalla-
rinin ¢arpimi olarak yazmig oluruz. Dolayisiyla so-
run, R[X]’in sabit olmayan polinomlarini asallarin
carpimi olarak yazabilmekte. Bunu yapabilmek icin
R’nin bolim cismine (bknz. sayfa 43-46) gegecegiz.
Yukarda Z i¢in Q’niin oynadig: rolii, bu bolimde
R i¢in R’nin bolim cismi oynayacak.

K, R halkasmin boliim cismi olsun. Boliim ci-
simlerini animsatalim:

K={rls:r,s e R,s#0}
dir. K kiimesinde,
rls = t/u ancak ve ancak ru = st ise
esitlik kurali kabul edilir ve toplama ve ¢arpma is-
lemleri olabilecek en dogal ve okurun tahmin etti-
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gi sekilde tanimlanir. Biitiin bunlar sayfa 43-46’da
ayrintilariyla matematiksel olarak aciklanmuisgti.

K bir cisim oldugundan, K[X]’in bir TCB oldu-
gunu biliyoruz, yani K[X]’in her elemani sonlu sayi-
da asalin ¢arpimi olarak yazilir. R[X] de K[X]’in bir
althalkasi oldugundan, R[X]’in R’de olmayan her
elemani K[X]’in asallarinin/indirgenemezlerinin ¢ar-
pimi olarak yazilir. Dolayisiyla K[ X]’in asallarinin R
ve R[X]’in elemanlari cinsinden nasil yazildiklarini
bulmaliyiz. Bunu Onsav 8’de yapacagiz.

Aynen, yukarda Z[X] ve Q[X] i¢in yaptigimiz1
yapacagiz, tek farkla ki Z’nin yerini R, Q’niin yeri-
ni de K alacak. Oniimiize ¢ikabilecek bir zorluk su
olabilir: Z i¢in tamimladigimiz ve yukarda kullandi-
gimiz bir kavrami daha R igin tanimlamamig olabi-
liriz. Nitekim Teorem 4’te Z’nin elemanlarinin en
biiyiik ortak boleninden sozetmisiz. Boyle bir kav-
rami daha herhangi bir TCB i¢in tanimlamadik. Bu
tur eksiklikleri de giderdik mi sorun kalmayacak.
Yalniz dikkat edilmesi bir nokta, Z ve K[X] icin
dogru olan Bezout Onsavr’nin, ne yazik ki R ya da
R[X] halkalar i¢in dogru olmayabilecegidir.

R’nin iki elemaninin “en bityiik ortak boleni”
kavramini tamimlayalim. a ve b, R’nin 0 olmayan
iki elemani olsun. Eger a ya da b, R’de tersinirse,
ebob(a, b)’yi R* kiimesi olarak tanimlayalim. Eger
a ya da b tersinir degillerse, a’y1 ve b’yi asallarinin
¢arpimi olarak yazalim:

a=pyl.pt,
b=pi"..pp%.
Burada #; ve m;’ler dogal sayilar. Eger, 6rnegin p1,

@’y1 bolmuyorsa, 7y = 0. Simdi ebob(a, b)’yi soyle
tanimlayalim:

Bézout Onsavi

Bézout Onsavi, her TCB, 6rnegin Z[X] poli-
nom halkasinda dogru degildir: 2 ve X, Z[X]’te
birbirine asaldir, ama Z[X]’te 2g + Xb = 1 egit-
ligini saglayan g ve b polinomlar: yoktur.

Bézout Onsavi, K[X, Y] tek carpanlama bol-
gesinde de dogru degildir: Xg + Ybh = 1 esitligini
saglayan g ve b € K[X, Y] yoktur. Olsaydi, her
iki tarafi da X = Y = 0°da degerlendirip 0 = 1
bulurduk.

Ama eger K bir cisimse, Bézout Onsavi
K[X]’te gegerlidir. Bunu sayfa 30 ve 42’de iki
kez kanitlamistik.
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min(rq,714) min(ry, 7, )

=N P

Tanima biraz aykiri kacsa da ebob(a, b)’nin

ebob (a,b) R*.

herhangi bir elemanini gene ebob(a, b) olarak yaza-
cagiz. Umariz bu bir karisikliga neden olmaz. Orne-
gin, ebob(8, 12) = +4 olmasina karsin, ¢ogu zaman,
ebob(8, 12)’yi 4 kabul ederiz.

Tanimdan hemen goriilecegi tizere, ebob(a, b)
(aslinda ebob(a, b)’nin her elemani) elbette hem a’y1
hem de b’yi boler. Ayrica R’nin higbir asali hem
alebob(a, b)’yi hem de blebob(a, b)’yi bolmez, yani
alebob(a, b)’yle blebob(a, b)’nin ebob’u 1’dir (yani
R*’dir.)

Eger b # 0 ise, ebob(0, b) = b olarak tanimlanur.
ebob(0, 0) tanimlanmaz.

Eger ebob(a, b) = 1 (yani R* ise), a ve b’nin or-
tak boleninin olmadigini soyleyecegiz ve a ve b’ye
aralarinda asal diyecegiz. Ornegin, a ya da b # 0 ise
alebob(a, b)’yle blebob(a, b) elemani aralarinda
asaldr.

Elbette, ikiden fazla elemanin da ebob’unu
tanimlayabiliriz.

Bu tamimdan sonra, Onsav 3’ii genellestirebiliriz:

Onsav 6. gve f € R[X] olsun. Ayrica g'nin kat-
saydarmm ortak boleninin olmadigimi varsayalim.
Eger g, f’yi K[X]'te boliiyorsa, o zaman R[X]'te de
boler. Yani eger b € K[X] icin, f = gh dogruysa, h
e R[X]tr.

Kanit: /’nin katsayilarinin paydalarinin ¢arpi-
mi 7 ise, bir & € R[X] i¢in b = k/n yazabiliriz. Ge-
rekirse sadelegtirme yaparak, #’nin higbir asal bole-
ninin £’nin tim katsayilarin1 bolmedigini varsaya-
biliriz. 7 € R* iligkisini kanitlayacagiz.

Demek ki f = gh = gk/n, yani nf = gk. Simdi p,
n’nin asal bir boleni olsun. R’nin p asali R[X] hal-
kasinda gk carpimini boldiigiinden, Gauss Onsa-
vi'na gore (sayfa 25, Onsav 7), p, g’nin ya da ya da
k’nin tum katsayilarini boler, ki bu da bir ¢eligkidir.
Demek ki #n € R* olmali ve b = k/n € R[X]. O

Teorem 7. R[X[’in bir indirgenemezi ya R’de-
dir ya da K[X[’in de bir indirgenemezidir.

Kanit: f, R[X] halkasinin R’de olmayan bir in-
dirgenemezi olsun. g, b € K[X] icin, f = gh olarak
yazalim. Ya g’nin ya da h’nin bir sabit polinom ol-
dugunu kanitlayacagiz.

[k olarak, g’yi K’den bir elemanla garparak ve
b’yi aymi elemana bolerek, g’nin R[X]’te oldugunu
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ve katsayilarinin ortak boleni olmadigini varsayaca-
g1z. Bunu sOyle yapacagiz: #n, g’nin katsayilarinin
paydalarinin ¢arpimi olsun. O zaman ng eR[X]. g;
= ng olsun. $imdi g;’in katsayilarinin en buyiik or-
tak bolemi 7 olsun. Demek ki, katsayilarinin ortak
boleni ancak R*’da olabilen (yani aralarinda asal
olan) bir g, € R[X] i¢in, g; = mg,. Hesap yapalim:
f=gh = (g1/n)h = (mgyin)b = g,(mhin).
b,y = mbin yazarsak, f = g b, esitligini elde ederiz.
Ayrica g, € R[X] ve gy’nin katsayilarinin ortak bo-
leni yok.

Demek ki g, f’yi K[X] halkasinda boéluyor: f
= gohy. Onsav 6’ya gore b, € R[X] olmali. Ama f,
R[X] halkasinda indirgenemez. Demek ki ya g, ya
da h, polinomu R[X]’te tersinir, yani R* kiimesin-
de, dolayisiyla ya g ya da b polinomu K’da bir sa-
bit. Boylece f’nin K[X] halkasinda da indirgene-
mez oldugunu kanitlamis olduk. O

Onsav 8. K[X]’in her indirgenemezi, bir g
R[X] indirgenemezi ve bir o € K* icin og bigimin-
de yazilir.

Kanit: f, K[X]’in bir indirgenemezi olsun. Bir-
¢ok kez yaptigimiz gibi, bir o € K* ve katsayilarinin
ortak boleni olmayan bir g € R[X] i¢in f = ag yaza-
biliriz. g’'nin R[X]’te indirgenemez oldugunu savli-
yoruz: b, k € R[X] igin g = hk olsun. O zaman f =
og = abk ve f, K[X]’te indirgenemez oldugundan,
ya b yadak e R[X] n K* = R*. O

Simdi artik istedigimizi kanitlayabiliriz.

Teorem 9. R[X] bir tek carpanlama bolgesidir.

Kanit. Once R[X]’in 0 ya da tersinir olmayan,
yani {0} U R*’da olmayan her elemaninin R[X]’in
sonlu sayida indirgenemezinin ¢arpimi olarak yazil-
digini kanitlayacagiz. f, boyle bir polinom olsun.

Eger f € R ise kanit
olduk¢a kolay: Sayfa
25, Onsav 7’ye gore
R’nin bir asali (ya da
indirgenemezi,  ayni
sey), R[X]'te de bir
asaldir. Dolayisiyla fyi
R’de asallarinin ¢arpi-

m1 olarak yazarsak,

fyi RIX]in asallarinin ===
¢arpimi olarak yazmisg -
oluruz. ’

Yarap ki,

Simdi f ¢ R olsun. f, K[X]te oldugundan, f,
K[XPin sonlu sayida indirgenemezinin g¢arpimi
olarak yazilabilir. Onsav 8’e gore, K[X]’in bu in-
dirgenemezleri, K’nin bir elemani ve R[X]’in bir
indirgenemezinin ¢arpimi olarak yazilabilir. De-
mek ki o € K* ve R[X]’in derecesi 0’dan biiyiik
f15 - fp indirgenemezleri igin, f = afy ... f. Bir-
birine asal b ve ¢ € R i¢in o = b/c yazarsak, cf =
bfi ... fi esitligini buluruz. ¢’yi bolen bir asal,
R[X]’te de asal oldugundan [Gauss Onsavi, sayfa
25, Onsav 7], ayni asal f;lerden birini bolmeli
(b’yi bolemez), ama bu, f;nin R[X]’te indirgene-
mez olmasiyla ve derecesinin en az 1 olmasiyla ce-
lisir. Demek ki ¢ tersinir. ¢’yi ¢! olarak sag tara-
fa aktararak,

f=cbfy e fy
esitligini elde ederiz. Simdi b’yi R’de asallarina ay1-
rarak, Gauss Onsavi sayesinde, f’yi R[X]teki in-
dirgenemezlerinin ¢arpimi olarak yazmis oluruz.

R[X7’in her indirgenemezinin bir asal oldugunu
kanitlamak kaldi. f € R[X] bir indirgenemez olsun.

Eger f € R ise, R[X]’in bir indirgenemezi olan
f, R’de bir asaldir, cinkii f’yi R’nin asallarinin ¢ar-
pimi olarak yazdigimizda, bu asallar R[X]’in de bi-
rer asalidir (Gauss Onsavi), dolayistyla biri diginda
hepsi tersinirdir, yani f, R’nin bir asalidir. Onsav
1’e gore f, R[X]’in de bir asalidir.

Bundan boyle f’nin R’de olmadigini varsaya-
lim. Demek ki f’nin katsayilarinin ortak boleni
yok (yoksa f indirgenirdi.) g, » € R[X] i¢in, f’nin
gh’yi R[X]’te boldigini varsayalim. f’nin ya g’yi
ya da b’yi R[X]’te bolduginu kanitlayacagiz. f,
gh’yi R[X]’te boldugiine gore, f, gh’yi K[X]’te de
boliyordur. Ama Teorem 7’ye gore, f, K[X]te bir
indirgenemez, yani bir asal (sayfa 31). Demek ki
f, ya gvi ya da b’yi K[X]’te boliyor. Diyelim f,
g'vi K[X]’te béliiyor: f = gk ve k € K[X]. Onsav
6’ya gore k e R[X].
Ama f, R[X] halkasinin

2 .o . .
2 kere bir indirgenemezi. Bun-

dort.
ama ne s

dan ve f = gk esitligin-
den, ya g’nin ya da
k’nin R*’da oldugu ¢i-
kar. Birinci gikta f,
gh’yi boldugiinden, A’yi
de boler. Ikinci sikta f,
gk’ye esit oldugundan,
g’vi boler. v



