
K
ümeler kuram›n›n, dolay›s›yla modern ma-

temati¤in babas› Georg Cantor’dur (1845-

1918).

Cantor, Berlin Üniversite-

si’nde Kummer’in ögrencisi

olarak 1869’da say›lar kura-

m›nda tezini bitirdikten son-

ra, meslek hayat›n›n sonuna

kadar çal›flaca¤› Halle Üniver-

sitesi’nde ifle bafllam›flt›r. 

Profesyonel matematikçi-

li¤inin ilk y›llar›nda, ayn› üni-

versiteden E. Heine’nin Can-

tor’a sordu¤u bir soru Cantor’un yaflam›n›, mate-

mati¤in de seyrini de¤ifltirecekti. Soru fluydu: [0,

2π] aral›¤›nda toplam› s›f›r olan bir trigonometrik

serinin katsay›-

lar›n›n hepsi s›f›r

m›d›r?

Cantor bu

soruyla u¤rafl›r-

ken gerçel say›-

lar›n o güne ka-

dar fark edilme-

yen bir özelli¤i-

nin fark›na va-

r›r: Rasyonel sa-

y›larla irrasyonel

say›lar›n ayn›

çoklukta de¤il-

dir. Baflka bir ifadeyle, rasyonel say›lar kümesiyle

irrasyonel say›lar kümesi aras›nda, her ikisi de son-

suz olmas›na karfl›n, bir eflleflme yoktur. O halde bu

iki kümenin sonsuzluklar› ayn› de¤ildir. Böylelikle

ortaya küme kavram› ve kümelerin, içerdikleri ele-

man “çoklu¤u” aç›s›ndan s›n›fland›r›lmas› sorunu

ç›kt›. Bu son kavram “sonsuzun” tek de¤il, çok ol-

du¤unu söylemektedir. Bu da çok tepki çekecekti.

Tarih boyunca, Elea’l› Zeno’dan bafllayarak

[MD-2003-III, sayfa 89-91], günümüze kadar,

“sonsuzluk” kavram› ve düflüncesi insanlar› rahat-

s›z etmifltir. Aristo’dan Cantor’a kadar geçen za-

man diliminde “sonsuz” anlay›fl›, temelde Aris-

to’nun görüflü olan flu anlay›flt›r: Sonsuz, ufuk çiz-

gisi gibi, var olmayan ama konuflma kolayl›¤› sa¤-

lad›¤› için kulland›¤›m›z bir kavramd›r. Bu kavra-

m› “s›n›rs›zl›k” kavram› yerine kullan›r›z; bir fley,

ço¤alarak ya da büyüyerek, önceden belirleyece¤i-

miz bir çoklu¤un ya da büyüklü¤ün ötesine geçme

potansiyeline sahipse, o fleye “sonsuza gidiyor” de-

riz. Baflka bir deyimle, Aristo’nun sonsuz anlay›fl›

“potansiyel sonsuz” anlay›fl›d›r.

Cantor’a göre ise “sonsuz” tek bafl›na anlaml›

bir sözcük de¤ildir. Anlaml› olan “sonsuz küme”

kavram›d›r. Sonsuz kümeler de var olan nesnelerdir.

51

Matematik Dünyas›, 2004 Yaz

Matemati¤in K›sa Bir Tarihi-VI

Beflinci Dönem: Modern Matematik Ça¤› (1900’den bugüne)

Ali Ülger* / aulger@ku.edu.tr

* Koç Üniversitesi Matematik Bölümü ö¤retim üyesi.

Georg Cantor

Heine’nin Cantor’a Sordu¤u Soru:

E¤er her x ∈ [0, 2π] için,

Σn (ancos(nx) + bnsin(nx)) = 0

ise bütün an ve bn katsay›lar› s›f›r

olmak zorunda m›d›r? Bir baflka

deyiflle, bir fonksiyon tek bir bi-

çimde mi trigonometrik seri ola-

rak yaz›labilir? Daha önce Heine,

Dirichlet, Lipschitz ve Riemann

gibi ünlü matematikçilerin u¤ra-

fl›p yan›tlayamad›¤› bu soruyu

Cantor 1870’te olumlu yönde ya-

n›tlam›flt›r. 

Sonsuz Kümeleri Saymak
X ve Y birer küme olsun. E¤er X’ten Y’ye giden

birebir bir fonksiyon varsa, yani, her x1, x2 ∈ X için,

ƒ(x1) = ƒ(x2) ⇒ x1 = x2

koflulunu sa¤layan bir ƒ : X → Y fonksiyonu varsa, o

zaman, sezgisel olarak, Y’nin en az X kadar eleman›

oldu¤unu söyleyebiliriz. Bu durumda |X| ≤ |Y| yazal›m.

E¤er yukardaki ƒ fonksiyonu ayn› zamanda örtense,

yani her y ∈ Y için ƒ(x) = y koflulunu sa¤layan x ∈ X

varsa, o zaman ƒ’ye eflleme denir. Bu durumda X’le

Y’nin “ayn› say›da” eleman› oldu¤unu düflünmek ve

bu durumu |X| = |Y| olarak göstermek do¤al bir e¤i-

limdir. Ancak bu eflitsizlik ve eflitlik simgelerini kullan-

maya hak kazanmam›z için flu soruyu olumlu yan›tla-

mal›y›z: E¤er |X| ≤ |Y| ve |Y| ≤ |X| ise |X| = |Y| midir?

Yani X’ten Y’ye giden ve Y’den X’e giden birebir fonk-

siyonlar varsa, X’le Y kümeleri aras›nda bir eflleme var

m›d›r? MD-2003-I sayfa 19’da kan›tlad›¤›m›z Schrö-

der-Bernstein Teoremi’ne göre yan›t evettir.

Yan›tlanmas› gereken ikinci önemli soru fludur:

Her X ve Y kümeleri için |X| ≤ |Y| ve |Y| ≤ |X| eflitsiz-

liklerinden en az biri geçerli midir? Yan›t gene

“evet”tir. Ancak “evet” yan›t›n›n bedeli vard›r: Yan›-

t›n evet oldu¤unu kan›tlamak için hiç de sezgisel ol-

mayan ve geçmiflte çok önemli tart›flmalara neden

olan Seçme Beliti’ni kabul etmek zorunday›z [MD-

2003-I, sayfa 29-31]. Seçme Beliti’ni bir baflka say›-

m›zda daha ayr›nt›l› konu edece¤iz.



Burada “sonsuz küme” deyimi, “büyükanne” gibi,

bölünmez bir terim olarak anlafl›lmal›d›r. O halde

kümeler önce sonlu-sonsuz diye ikiye ayr›lacak;

sonra da sonsuz kümeler, kendi aralar›nda, son-

suzluklar›na göre çeflitli s›n›flara ayr›lacaklard›r.

Böylelikle ortaya say›s›z “sonsuz küme” s›n›flar›

ç›kacakt›r. Bu da çok çeflitli “sonsuzlu¤un” oldu¤u

anlam›na gelmektedir.

Cantor’un bu sonsuzluk anlay›fl›, Leopold

Kronecker ve Henri Poincaré gibi bir çok ünlü ma-

tematikçi taraf›ndan tepkiyle karfl›land›. Bunun so-

nucu olarak da, matematikçiler, “sonsuzu” Cantor

gibi alg›layanlar ve Aristo gibi alg›layanlar olmak

üzere iki gruba ayr›ld›lar. 

Küme kavram›n›n aksiyomatik olarak tan›m-

lanmaks›z›n, Cantor’un yapt›¤› gibi, sözlük anla-

m›nda kullan›lmas›, kümeler kuram›n› da ç›kmaza

soktu. “Bütün kümelerin kümesi bir küme midir”

gibi yeni paradokslar› ortaya ç›kard› [MD-2003-

IV, sayfa 27-32]. Bu da matematikçileri kümeler

teorisinden vazgeçilip vazgeçilmemesi konusunda,

ikinci bir kez böldü.

Üçüncü bir sorun da, bir matematiksel kan›t›n

ne oldu¤u, geçerlili¤i ve meflrulu¤u sorunuydu.

Matematikte deney ya da gözlem olmad›¤› için,

tart›flma konusu olan bir kan›t, kuram veya teorem

hakk›nda son sözü deneye ya da gözleme b›rakma

olana¤› yoktur. Bu, önünde sonunda, “gerçek, ha-

kikat, do¤ru” gibi kavramlar› da içeren felsefi, hat-

ta metafiziksel bir sorudur.

Bir matematikçi “öyle bir x vard›r ki...” dedi¤i

zaman var oldu¤unu iddia etti¤i x’i somut olarak

ortaya koymak, en az›ndan nas›l infla edilebilece¤i-

ni göstermek zorunda m›d›r? Yoksa, bir din ada-

m›n›n dini ilkelere dayanarak fleytan›n varl›¤›n› ka-

n›tlamas› gibi, bir matematikçinin de, arad›¤› fleyin

nas›l elde edilece¤ini göstermeksizin, o fleyin var ol-

du¤unu birtak›m ilkelere dayanarak kan›tlamas›

yeterli midir? Bir baflka deyiflle, bir fleyin varl›¤›na

nas›l ikna oluruz? Bir fleyi somut olarak bulam›-

yorsak ve hiçbir zaman da bulamayaca¤›m›z› bili-

yorsak, o fleyin varl›¤›ndan ikna olabilir miyiz?

Bu üç sorunla ilgili farkl› görüfl ve anlay›fllar

matematikçileri derin tart›flmalara, çeflitli ekollere,

bölünmelere ve matemati¤i de bir krize itti. Bu,

“Matemati¤in Temelleri Krizi” denen krizdir. Ma-

temati¤in art›k eskisi gibi kendi gelenek ve göre-

neklerine göre yap›lamayaca¤›n› anlayan matema-

tikçiler, bu krizden ç›kmak için matemati¤in “ana-

yasal” bir temele oturtulmas› gerekti¤ini anlaya-

rak, küme kavram›n› aksiyomatik olarak tan›mla-

y›p, matemati¤i aksiyomatik bir kümeler kuram›

üzerine infla etmeye çal›flt›lar. Zamanla kümeler

kuram›n›n aksiyomlar›na “seçim aksiyomu” gibi

aksiyomlar da ilave edilecek ve böylelikle “modern

matematik” do¤acak.

K›sa bir tan›m vermek gerekirse, “modern ma-

tematik” klasik matemati¤in anayasal bir tabana

oturtulmufl fleklidir, diye tan›mlayabiliriz. Art›k bu

yasal çerçevede neyin meflru neyin meflru olmad›¤›

sa¤l›kl› bir biçimde tart›fl›labilecektir.

Bundan sonra matemati¤in aritmetik, geomet-

ri, analiz gibi çeflitli dallar›n›n aksiyomatik bir te-

mele oturtulma giriflimleri bafllad›.

David Hilbert’in (1862-1943) rüyas›, matema-

ti¤in bütününü, hiç olmazsa, aritmetik ve geomet-

ri gibi dallar›n› öyle aksiyo-

matik bir temele oturtmak-

t› ki, o dal›n her önermesi,

kendine özgü aksiyomla-

r›ndan hareketle, olumlu

ya da olumsuz bir yönde

karara ba¤lanabilsin.

20nci yüzy›l matemati-

¤inin derinlik ve önem aç›-

s›ndan en önemli teoremi,

Einstein’n›n görecelik ku-

ram› ve Heisenberg’in be-

lirsizlik ilkeleriyle ayn› düzeyde oldu¤u kabul edi-

len, Kurt Gödel’in (1906-1978) “eksiklik teore-

mi” (Gödel’s Incompleteness Theorem; burada

yorumland›¤› anlamda, “karars›zl›k” teoremi de-

mek daha do¤ru olur kan›s›nday›m) Hilbert’in bu

rüyas›n›n bir rüya olarak kalmaya mahkûm oldu-

¤unu gösterdi.

Bu teoremi somut bir örnek üzerinde aç›kla-

maya çal›flay›m. Matemati¤in bütününü dünya ül-

keleri, aritmetik gibi çeflitli dallar›n› da Türkiye gi-
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Kronecker

David Hilbert pulu

Poincaré



bi ülkeler olarak düflünelim. Gayemiz Türkiye’ye

bir anayasa yapmakt›r. Bu anayasan›n flu dört te-

mel ilkeye uymas›n› istiyoruz: 

a) Tutarl›l›k ‹lkesi: Anayasan›n hiçbir maddesi

geri kalan maddelerle çeliflmemeli. 

b) Ba¤›ms›zl›k ‹lkesi: Anayasan›n her maddesi

geri kalan maddelerden ba¤›ms›z olmal›, onlar›n

sonucu olarak elde edilememeli.

c) Taml›k ‹lkesi: Meclisten geçen her yasa ana-

yasan›n hükmü alt›na girecek kadar kapsaml› ol-

mal›, yani anayasa tam olmal›; dolay›s›yla anayasa

mahkemesine götürülen herhangi bir yasa hakk›n-

da anayasa mahkemesi “görevsizlik karar›” vere-

memeli1.

d) Anlafl›l›rl›k ‹lkesi: Meclisin ç›karaca¤› yasa

say›s›nda herhangi bir s›n›rlama konulamaz elbet,

meclis her türlü önermeyi yasa olarak ç›karabilir.

Dolay›s›yla yukardaki taml›k ilkesine uymas› gere-

ken anayasada sonsuz say›da madde olabilir. Mad-

de say›s› sonlu da olsa sonsuz da olsa, hangi öner-

menin anayasaya dahil oldu¤unu, hangisinin dahil

olmad›¤›n› anlayabilmemiz gerekir elbette, yoksa

anayasa ifllevsiz olur. Bir baflka deyiflle anayasa çok

çok karmafl›k olmamal›, hangi maddenin anayasa-

ya dahil oldu¤unu, hangisinin dahil olmad›¤›n›

sonlu bir zamanda (gerekirse bir bilgisayar

kullanarak) anlayabilmeliyiz.

Bu ilkeler, biz ölümlülerce makul ve her

anayasan›n sa¤lamas› gereken ilkeler olarak

görülebilir.

Gödel, bu ilkeleri sa¤layan bir anayasa

yapman›n mümkün olmad›¤›n› kan›tlad›.

Yap›lan anayasa dört ilkeden en az birine

uymayacakt›r. Baflka bir ifadeyle, ilk iki ve

dördüncü ilkeye uyan hangi anayasa kabul

edilirse edilsin, meclise öyle bir yasa tasar›-

s› verilebilir ki, bu tasar› yasalaflt›¤› ve mu-

halefet de tasay› anayasa mahkemesine gö-

türdü¤ü zaman, anayasa mahkemesi bu ya-

san›n anayasaya ne uygun oldu¤unu ne de uygun

olmad›¤›n› söyleyebilir. Bu da yapt›¤›m›z anayasa-

n›n tam olmad›¤›n› manas›na gelmektedir.

Burada anayasa mahkemesinin “ülke ç›kar›”

ya da baflka siyasi mülahazalar› göz önüne alma-

dan, önüne getirilen yasa maddesini salt mant›k

aç›s›ndan yarg›lad›¤›n› kabul ediyoruz.

Matemati¤e dönecek olursak... Gödel’in teore-

mi, aritmeti¤in, nas›l bir aksiyom sistemi üzerine

oturtulursa oturtulsun, tutarl› ve anlafl›l›r olmas›

kofluluyla, taml›k ilkesini sa¤layacak flekilde aksi-

yomlaflt›rman›n mümkün olmad›¤›n› söyler. Baflka

bir ifadeyle, aksiyomlar›n d›fl›na ç›kmadan, do¤ru-

lu¤unu da, yanl›fll›¤›n› da kan›tlayamayaca¤›m›z

bir önerme üretmek her zaman mümkündür. 

Buradaki temel sorun “do¤ru” ile “kan›tlana-

bilir” kavramlar›n›n eflde¤er kavramlar olmamas›-

d›r. Klasik mant›¤›n temel ilkelerinden biri, bir

önerme ya do¤rudur ya da yanl›fl; ayn› zamanda

do¤ru ve yanl›fl, ya da baflka bir fley olamaz, der.

Ama Gödel’in de gösterdi¤i gibi ayn› ilke kan›tla-

nabilirlik için geçerli de¤ildir. Gödel’den önce, her

önermenin, bugün olmasa bile, önünde sonunda

do¤rulu¤unun ya da yanl›fll›¤›n›n kan›tlanaca¤› yö-

nünde derin bir inanç vard›. Gödel bu inanc› y›kt›.

Gödel’in teoremi çeflitli biçimlerde yorumlana-

bilir. Matemati¤in s›n›rlar›n› afl›p felsefeye dayanan

bu yorumlar›n herbiri tart›flmaya aç›kt›r, ancak Gö-

del’in teoreminin matemati¤in her fleyi anlamam›za

olanak vermedi¤ini, dolay›s›yla her gerçe¤i kavra-

yamayaca¤›m›z› gösterdi¤i san›r›m tart›fl›l-

mazd›r.

20inci yüzy›lda da, 19uncu yüzy›lda ol-

du¤u gibi, çok say›da yeni kuramlar ortaya

ç›kt›. Bunlardan birkaç›: Metrik uzaylar

(1902), topolojik uzaylar (1914), fonksiyo-

nel analiz (1924), Banach cebirleri (1940),

da¤›l›m (distribüsyon) kuram› (1950), ope-

ratörler kuram› (1930), felaket (Catastrop-

he) kuram› (1950)... Bunlar›n ayr›nt›lar›na

girmem mümkün de¤il. 

Bu yüzy›l›n matemati¤inin en temel

özelli¤i hiçbir yüzy›lda olmad›¤› kadar so-

yut, kavramsal ve yap›sal olmas›d›r. Ayr›-

ca, matematikte çal›flan say›s› ve matematiksel

üretim hiçbir yüzy›lda 20inci yüzy›ldaki kadar

yüksek olmam›flt›r. Üretimin çoklu¤u, çeflitlili¤i,

kullan›lan dilin konuya özgü oluflu, matemati¤in

bütünü hakk›nda bir bilgi sahip olmay› olanaks›z

k›lmaktad›r. Bafllarken söyledi¤im bir sözle, bu-

günkü matematik hakk›nda bilgimiz, körün do-

kundu¤u fil hakk›ndaki bilgisinden daha fazla de-

¤ildir. Benimki hiç de¤ildir. ♥
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Kurt Gödel,
zehirleneceğim

kuşkusuyla
yemek yemeyi
reddettiği son

yıllarında

1 Benzetmemizin matemati¤e daha da benzemesi için bu ilkeyi 

asl›nda flöyle de¤ifltirmek gerekiyor: Herhangi bir yasa tasa-

r›s›n›n ya kendisi ya da tam tersinin ifadesi anayasaya ayk›r›

olmal›. Örne¤in, 18 yafl›na kadar zorunlu e¤itim yasas› ya ana-

yasa taraf›ndan onaylanmal› ya da 18 yafl›na kadar zorunlu

e¤itim anayasaya ayk›r› olmal›.


