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Matematigin Kisa Bir Tarihi-VI
Besinci Donem: Modern Matematik Cagi (1900°den bugiine)

timeler kuraminin, dolayisiyla modern ma-
[< tematigin babasi Georg Cantor’dur (18435-
1918).

Cantor, Berlin Universite-
si'nde Kummer’in ogrencisi
olarak 1869°da sayilar kura-
minda tezini bitirdikten son-
ra, meslek hayatinin sonuna
kadar calisacagi Halle Univer-
sitesi’nde ise baglamigtir.

Profesyonel matematikgi-
liginin ilk yillarinda, ayni {inj- =
versiteden E. Heine’nin Can- Georg Cantor
tor’a sordugu bir soru Cantor’un yagamini, mate-
matigin de seyrini degistirecekti. Soru suydu: [0,
27| araliginda toplamu sifir olan bir trigonometrik

serinin katsayi-
Heine’nin Cantor’a Sordugu Soru:
Eger her x € [0, 2x] icin,

2., (a,cos(nx) + b,sin(nx)) = 0
ise buitiin a,, ve b,, katsayilari sifir
olmak zorunda mudir? Bir baska
deyisle, bir fonksiyon tek bir bi-
¢imde mi trigonometrik seri ola-
rak yazilabilir? Daha 6nce Heine,
Dirichlet, Lipschitz ve Riemann
gibi tinli matematikgilerin ugra-
sip yanitlayamadigi bu soruyu
Cantor 1870’te olumlu yonde ya-
nitlamigtir.

larinin hepsi sifir
mudir?

bu

soruyla ugrasir-

Cantor

ken gergel sayi-
larin o giine ka-
dar fark edilme-
yen bir ozelligi-
nin farkina va-
rir: Rasyonel sa-
yilarla irrasyonel
sayilarin  ayni

coklukta degil-
dir. Bagka bir ifadeyle, rasyonel sayilar kiimesiyle
irrasyonel sayilar kiimesi arasinda, her ikisi de son-
suz olmasina kargin, bir eslesme yoktur. O halde bu
iki kimenin sonsuzluklari ayni degildir. Boylelikle
ortaya kiime kavrami ve kiimelerin, igerdikleri ele-

”»

man “coklugu” acisindan siniflandirilmasi sorunu
¢iktr. Bu son kavram “sonsuzun” tek degil, ¢cok ol-
dugunu soylemektedir. Bu da ¢ok tepki ¢ekecekti.
Tarih boyunca, Elea’lh Zeno’dan baslayarak
[MD-2003-I1I, sayfa 89-91], ginumiize kadar,

“sonsuzluk” kavrami ve diisiincesi insanlar1 rahat-
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siz etmistir. Aristo’dan Cantor’a kadar gecen za-
man diliminde “sonsuz” anlayigi, temelde Aris-
to’nun goriish olan su anlayistir: Sonsuz, ufuk ¢iz-
gisi gibi, var olmayan ama konugma kolaylig: sag-
ladig: i¢in kullandigimiz bir kavramdir. Bu kavra-
mi “sinirsizlik” kavrami yerine kullaniriz; bir sey,
¢ogalarak ya da biiyiiyerek, énceden belirleyecegi-
miz bir ¢oklugun ya da buyiikligiin otesine gegme
potansiyeline sahipse, o seye “sonsuza gidiyor” de-
riz. Bagka bir deyimle, Aristo’nun sonsuz anlayist
“potansiyel sonsuz” anlayisidir.

Cantor’a gore ise “sonsuz” tek bagina anlaml
bir sozciik degildir. Anlamli olan “sonsuz kime”
kavramidir. Sonsuz kiimeler de var olan nesnelerdir.

Sonsuz Kiimeleri Saymak

X ve Y birer kiime olsun. Eger X’ten Y’ye giden

birebir bir fonksiyon varsa, yani, her x{, x, € X i¢in,
flxq) = f(x3) = %1 =x;

kosulunu saglayan bir f : X — Y fonksiyonu varsa, o
zaman, sezgisel olarak, Y’nin en az X kadar eleman:
oldugunu soyleyebiliriz. Bu durumda X <Yl yazalim.
Eger yukardaki f fonksiyonu ayni zamanda ortense,
yani her y € Yigin f(x) = y kosulunu saglayan x € X
varsa, o zaman f’ye esleme denir. Bu durumda X’le
Ynin “ayni sayida” elemani oldugunu digtinmek ve
bu durumu IX| = 1Yl olarak gostermek dogal bir egi-
limdir. Ancak bu esitsizlik ve esitlik simgelerini kullan-
maya hak kazanmamiz igin su soruyu olumlu yanitla-
maliyiz: Eger IX1 < 1Yl ve Yl < IX] ise IX] = Y] midir?
Yani X’ten Y’ye giden ve Y’den X’e giden birebir fonk-
siyonlar varsa, X’le Y kiimeleri arasinda bir egleme var
mudir? MD-2003-I sayfa 19°da kamitladigimiz Schro-
der-Bernstein Teoremi’ne gore yanit evettir.

Yanitlanmasi gereken ikinci 6nemli soru sudur:
Her X ve Y kiimeleri igin I1X| <Yl ve 1Yl < IX] esitsiz-
liklerinden en az biri gegerli midir? Yanit gene
“evet”tir. Ancak “evet” yanitinin bedeli vardir: Yani-
tin evet oldugunu kanitlamak icin hi¢ de sezgisel ol-
mayan ve gecmiste cok onemli tartigmalara neden
olan Se¢me Beliti’ni kabul etmek zorundayiz [MD-
2003-1, sayfa 29-31]. Se¢gme Beliti’ni bir bagka sayi-
mizda daha ayrintili konu edecegiz.
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Burada “sonsuz kiime” deyimi, “biiyiikanne” gibi,
bolinmez bir terim olarak anlagilmalidir. O halde
kumeler 6nce sonlu-sonsuz diye ikiye ayrilacak;
sonra da sonsuz kiimeler, kendi aralarinda, son-
suzluklarina gore cesitli siniflara ayrilacaklardir.
Boylelikle ortaya sayisiz “sonsuz kiime” siniflari
cikacaktir. Bu da cok cesitli “sonsuzlugun” oldugu
anlamina gelmektedir.

Cantor’un bu sonsuzluk anlayigi, Leopold
Kronecker ve Henri Poincaré gibi bir ¢ok tinlii ma-
tematikgi tarafindan tepkiyle kargilandi. Bunun so-
nucu olarak da, matematikgiler, “sonsuzu” Cantor
gibi algilayanlar ve Aristo gibi algilayanlar olmak
uzere iki gruba ayrildilar.

Poincaré

Kronecker

Kime kavraminin aksiyomatik olarak tanim-
lanmaksizin, Cantor’un yaptigi gibi, sozlikk anla-
minda kullanilmasi, kiimeler kuramimi da ¢itkmaza
soktu. “Biitin kiimelerin kiimesi bir kiime midir”
gibi yeni paradokslari ortaya ¢ikardi [MD-2003-
IV, sayfa 27-32]. Bu da matematikgileri kiimeler
teorisinden vazgegilip vazgecilmemesi konusunda,
ikinci bir kez boldu.

Uciincii bir sorun da, bir matematiksel kanitin
ne oldugu, gecerliligi ve mesrulugu sorunuydu.
Matematikte deney ya da gozlem olmadig: igin,
tartisgma konusu olan bir kanit, kuram veya teorem
hakkinda son s6zii deneye ya da gozleme birakma
olanag: yoktur. Bu, onuinde sonunda, “gergek, ha-
kikat, dogru” gibi kavramlari da iceren felsefi, hat-
ta metafiziksel bir sorudur.

Bir matematikgi “oyle bir x vardir ki...” dedigi
zaman var oldugunu iddia ettigi x’i somut olarak
ortaya koymak, en azindan nasil inga edilebilecegi-
ni gostermek zorunda mudir? Yoksa, bir din ada-
minin dini ilkelere dayanarak seytanin varhigini ka-
nitlamasi gibi, bir matematikginin de, aradigi seyin
nasil elde edilecegini gostermeksizin, o seyin var ol-
dugunu birtakim ilkelere dayanarak kanitlamasi
yeterli midir? Bir bagka deyisle, bir seyin varligina
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nasil ikna oluruz? Bir seyi somut olarak bulami-
yorsak ve higbir zaman da bulamayacagimizi bili-
yorsak, o seyin varligindan ikna olabilir miyiz?

Bu ug¢ sorunla ilgili farkli gorus ve anlayiglar
matematikgileri derin tartigmalara, cesitli ekollere,
bolunmelere ve matematigi de bir krize itti. Bu,
“Matematigin Temelleri Krizi” denen krizdir. Ma-
tematigin artik eskisi gibi kendi gelenek ve gore-
neklerine gore yapilamayacagini anlayan matema-
tik¢iler, bu krizden ¢ikmak i¢in matematigin “ana-
yasal” bir temele oturtulmasi gerektigini anlaya-
rak, kiime kavramini aksiyomatik olarak tanimla-
y1p, matematigi aksiyomatik bir kiimeler kurami
lizerine insa etmeye calistilar. Zamanla kiimeler
kuraminin aksiyomlarina “secim aksiyomu” gibi
aksiyomlar da ilave edilecek ve boylelikle “modern
matematik” dogacak.

Kisa bir tanim vermek gerekirse, “modern ma-
tematik” klasik matematigin anayasal bir tabana
oturtulmus seklidir, diye tanimlayabiliriz. Artik bu
yasal ¢ergevede neyin megru neyin megru olmadigi
saglikli bir bi¢cimde tartigilabilecektir.

Bundan sonra matematigin aritmetik, geomet-
ri, analiz gibi ¢esitli dallarinin aksiyomatik bir te-
mele oturtulma girigimleri basladi.

David Hilbert’in (1862-1943) riiyasi, matema-
tigin butinini, hi¢ olmazsa, aritmetik ve geomet-
ri gibi dallarini 6yle aksiyo-
matik bir temele oturtmak-
t1 ki, o dalin her onermesi,
kendine o6zgii aksiyomla-
rindan hareketle, olumlu
ya da olumsuz bir yonde
karara baglanabilsin.

20nci yuzyll matemati-
ginin derinlik ve onem agi-

sindan en 6nemli teoremi,

David Hilbert pulu

Einstein’nin gorecelik ku-
rami ve Heisenberg’in be-
lirsizlik ilkeleriyle ayni diizeyde oldugu kabul edi-
len, Kurt Godel’in (1906-1978) “eksiklik teore-
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mi” (Godel’s Incompleteness Theorem; burada
yorumlandigi anlamda, “kararsizlik” teoremi de-
mek daha dogru olur kanisindayim) Hilbert’in bu
ruyasinin bir riiya olarak kalmaya mahkam oldu-
gunu gosterdi.

Bu teoremi somut bir 6rnek tizerinde acikla-
maya calisgayim. Matematigin butiinuni dinya l-
keleri, aritmetik gibi gesitli dallarini da Turkiye gi-
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bi ilkeler olarak diigiinelim. Gayemiz Turkiye’ye
bir anayasa yapmaktir. Bu anayasanin su dort te-
mel ilkeye uymasini istiyoruz:

a) Tutarhlik Ilkesi: Anayasanin hicbir maddesi
geri kalan maddelerle ¢eligmemeli.

b) Bagimsizlik ilkesi: Anayasanin her maddesi
geri kalan maddelerden bagimsiz olmali, onlarin
sonucu olarak elde edilememeli.

c) Tamlik Ilkesi: Meclisten gecen her yasa ana-
yasanin hitkmii altina girecek kadar kapsaml ol-
mali, yani anayasa tam olmali; dolayisiyla anayasa
mahkemesine gotiriilen herhangi bir yasa hakkin-
da anayasa mahkemesi “gorevsizlik karari” vere-
memelil.

d) Anlagilirlik Tlkesi: Meclisin cikaracagi yasa
sayisinda herhangi bir sinirlama konulamaz elbet,
meclis her turli 6nermeyi yasa olarak cikarabilir.
Dolayisiyla yukardaki tamlik ilkesine uymasi gere-
ken anayasada sonsuz sayida madde olabilir. Mad-
de sayis1 sonlu da olsa sonsuz da olsa, hangi oner-
menin anayasaya dahil oldugunu, hangisinin dahil
olmadigini anlayabilmemiz gerekir elbette, yoksa
anayasa iglevsiz olur. Bir bagka deyisle anayasa ¢ok
cok karmagik olmamali, hangi maddenin anayasa-
ya dahil oldugunu, hangisinin dahil olmadigini
sonlu bir zamanda (gerekirse bir bilgisayar

dan, oniine getirilen yasa maddesini salt mantik
acisindan yargiladigini kabul ediyoruz.
Matematige donecek olursak... Godel’in teore-
mi, aritmetigin, nasil bir aksiyom sistemi tizerine
oturtulursa oturtulsun, tutarli ve anlagilir olmasi
kosuluyla, tamlik ilkesini saglayacak sekilde aksi-
yomlagtirmanin miimkiin olmadigini séyler. Bagka
bir ifadeyle, aksiyomlarin disina ¢ikmadan, dogru-
lugunu da, yanlighgini da kanitlayamayacagimiz
bir 6nerme tiretmek her zaman mimkiindiir.
Buradaki temel sorun “dogru” ile “kanitlana-
bilir” kavramlarinin esdeger kavramlar olmamasi-
dir. Klasik mantigin temel ilkelerinden biri, bir
onerme ya dogrudur ya da yanlig; aym1 zamanda
dogru ve yanl, ya da bagka bir sey olamaz, der.
Ama Godel’in de gosterdigi gibi ayni ilke kanitla-
nabilirlik i¢in gegerli degildir. Godel’den once, her
onermenin, bugiin olmasa bile, 6niinde sonunda
dogrulugunun ya da yanlighiginin kanitlanacagi yo-
niinde derin bir inang vardi. Godel bu inanci yikt.
Godel’in teoremi cesitli bicimlerde yorumlana-
bilir. Matematigin sinirlarini agip felsefeye dayanan
bu yorumlarin herbiri tartisgmaya agiktir, ancak Go-
del’in teoreminin matematigin her seyi anlamamiza
olanak vermedigini, dolayisiyla her gercegi kavra-
yamayacagimizi gosterdigi sanirim tartigil-

kullanarak) anlayabilmeliyiz.

Bu ilkeler, biz olumliilerce makul ve her
anayasanin saglamasi gereken ilkeler olarak
goriilebilir.

Godel, bu ilkeleri saglayan bir anayasa

yapmanin mumkin olmadiginmi kanitladi.
Yapilan anayasa dort ilkeden en az birine

mazdir.

20inci yuzyilda da, 19uncu yiizyilda ol-
dugu gibi, ¢cok sayida yeni kuramlar ortaya
¢ikti. Bunlardan birkagi: Metrik uzaylar
(1902), topolojik uzaylar (1914), fonksiyo-
nel analiz (1924), Banach cebirleri (1940),
dagilim (distribtisyon) kurami (1950), ope-

uymayacaktir. Bagka bir ifadeyle, ilk iki ve  Kurt Godel,  ratorler kurami (1930), felaket (Catastrop-
dordiincii ilkeye uyan hangi anayasa kabul zehirlenecegim  he) kurami (1950)... Bunlarin ayrintilarina
kuskusuyla

edilirse edilsin, meclise oyle bir yasa tasari-
s1 verilebilir ki, bu tasar1 yasalagtigi ve mu-

yemek yemeyi
reddettigi son

girmem mumkiin degil.
Bu ylizyilin matematiginin en temel

halefet de tasay1 anayasa mahkemesine go- yillarinda ozelligi higbir ytizyilda olmadig: kadar so-
turdiigli zaman, anayasa mahkemesi bu ya- yut, kavramsal ve yapisal olmasidir. Ayri-
sanin anayasaya ne uygun oldugunu ne de uygun  ca, matematikte calisan sayisi ve matematiksel

olmadigini soyleyebilir. Bu da yaptigimiz anayasa-

nin tam olmadigini manasina gelmektedir.
Burada anayasa mahkemesinin “ilke ¢ikari”

ya da bagka siyasi miilahazalar1 goz ontune alma-

1 Benzetmemizin matematige daha da benzemesi icin bu ilkeyi
aslinda soyle degistirmek gerekiyor: Herhangi bir yasa tasa-
risinin ya kendisi ya da tam tersinin ifadesi anayasaya aykiri
olmali. Ornegin, 18 yasina kadar zorunlu egitim yasast ya ana-
yasa tarafindan onaylanmali ya da 18 yasgina kadar zorunlu
egitim anayasaya aykiri olmali.
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uretim hicbir yuizyilda 20inci yiizyildaki kadar
yitksek olmamustir. Uretimin ¢oklugu, cesitliligi,
kullanilan dilin konuya 6zgii olusu, matematigin
biitinii hakkinda bir bilgi sahip olmay1 olanaksiz
kilmaktadir. Baglarken soyledigim bir sozle, bu-
giinkii matematik hakkinda bilgimiz, korin do-
kundugu fil hakkindaki bilgisinden daha fazla de-
gildir. Benimki hi¢ degildir. v



