
T
amsay›lar kümesi Z üzerine ilk bak›flta tuhaf

gelebilecek, ama oldukça ö¤retici oldu¤unu

sand›¤›m›z bir topoloji tan›mlayaca¤›z. Böylece ya-

z›m›z bu say›n›n kapak konusunu tamamlay›c› ni-

telikte olacak.

Yaz› boyunca okurun, biraz olsun topolojinin

temellerini, en az›ndan aç›k ve kapal› kümelerin ve

bir altkümenin kapan›fl›n›n tan›m›n› bildi¤ini var-

sayaca¤›z. Yaz›n›n sonlar›na do¤ru bilinmesi gere-

ken topolojinin dozu artacak.

Z üzerine kuraca¤›m›z topolojimizin aç›k kü-

meleri, n ≠ 0 ve r tamsay›lar› için, nZ + r biçimin-

de yaz›lan kümelerin herhangi bir bileflimi olacak.

Bir de boflkümeyi aç›k küme olarak kabul edece¤iz

elbet. Bu, gerçekten bir topolojidir:

T1) Boflküme, tan›mdan dolay› aç›k bir küme-

dir. Z’nin aç›k oldu¤unu görmek için de nZ + r’de

n = 1 ve r = 0 almak yeterli.

T2) Aç›k kümenin tan›m›ndan dolay›, aç›k kü-

melerin bileflimi de aç›kt›r.

T3) Aç›k kümelerin sonlu kesifliminin aç›k ol-

du¤unu kan›tlamak için, nZ + r biçiminde yaz›lan

sonlu say›da kümenin kesifliminin de bu türden bir

küme oldu¤unu kan›tlamak yeterlidir, bu da sayfa

14’teki Teorem 2’den ç›kar.

1) n ≠ 0 ve r tamsay›lar› için nZ + r biçiminde

yaz›lan her küme ayn› zamanda kapal›d›r, yani nZ

+ r aç›k kümesinin tümleyeni de aç›kt›r.

Kan›t: nZ + r kümesinin tümleyeni, nZ + s bi-

çiminde yaz›lm›fl sonlu say›da kümenin bileflimidir

(bknz. sayfa 14.) ■■

Ama, (3)’te de görece¤imiz üzere, bu topoloji-

de her aç›k/kapal› küme kapal›/aç›k de¤ildir.

2) Boflküme d›fl›nda her aç›k küme sonsuzdur.

Kan›t: Çok bariz. ■■

3) E¤er r ∈ Z ise, {r} aç›k olmayan kapal› bir

kümedir.

Kan›t: {r} kapal› bir kümedir, çünkü 

{r} = ∩n>0 (nZ + r)

ve nZ + r kümeleri (1)’den dolay› kapal› kümelerdir.

{r} kümesinin aç›k olmad›¤› (2)’den anlafl›l›yor. ■■

4) E¤er C ⊆ Z kapal› bir kümeyse ve x ∉ C ise

o zaman öyle U ve V aç›k kümeleri vard›r ki,

x ∈ U, C ⊆ V ve U ∩ V = ∅.

Kan›t: C kapal› oldu¤undan, tümleyeni Cc

aç›kt›r. Ayr›ca Cc, x’i içerir. Aç›k bir küme oldu-

¤undan, Cc kümesi nZ + r biçiminde (n ≠ 0) yaz›-

lan kümelerin bileflimidir. Demek ki x ∈ nZ + r ⊆
Cc iliflkilerini sa¤layan n ≠ 0 ve r tamsay›lar› var-

d›r. fiimdi U = nZ + r ve V = (nZ + r)c olsun. V el-

bette C’yi altküme olarak içerir ve (1)’den dolay›

aç›k bir kümedir. ■■

5) ƒ(x) = ax + b biçiminde yaz›lan fonksiyon-

lar sürekli fonksiyonlard›r.

Kan›t: Önce g(x) = x + b fonksiyonunun sürek-

li oldu¤unu gösterelim. Süreklili¤in tan›m›ndan

dolay›, her aç›k altkümenin önimgesinin aç›k oldu-

¤unu göstermeliyiz. Aç›k kümelerin tan›m›ndan

dolay›, nZ + r türünden yaz›lan aç›k kümelerin

önimgelerinin aç›k oldu¤unu göstermek yeterlidir.

g−1(nZ + r) = nZ + r − b

oldu¤undan, bu konuda bir sorun yaflamay›z.

fiimdi h(x) = ax türünden yaz›lan fonksiyonla-

r›n sürekli oldu¤unu gösterelim. a = 0, 1, −1 ise çok

kolay olan kan›t› okura b›rak›yoruz. Bundan böy-

le a ≠ 0, 1, −1 olsun. Süreklili¤i asal a’lar için gös-

termek yeterli (çünkü sürekli fonksiyonlar›n bilefl-

kesi süreklidir.) Bundan böyle a’n›n asal oldu¤unu
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varsayal›m. Bir önceki paragrafta oldu¤u gibi, her

n ≠ 0 ve r tamsay›lar› için h−1(nZ + r) kümesinin

aç›k oldu¤unu göstermeliyiz. E¤er h−1(nZ + r) = ∅
ise, h−1(nZ + r) aç›kt›r elbette. Böylece h−1(nZ + r)

kümesinin bofl olmad›¤›n› varsayabiliriz. Demek

ki, belli bir u ∈ Z için, au = h(u) ∈ nZ + r. Dolay›-

s›yla r yerine au alabiliriz, çünkü nZ + r = nZ + au

(sayfa 14, Önsav 1.)

E¤er a, n’yi bölüyorsa, n = ak yazarak, 

h−1(nZ + r) = h−1(akZ + au) = kZ + u

eflitli¤ini görürüz ve iflimiz biter.

Bundan böyle a ve n’nin birbirine asal oldu¤u-

nu varsayal›m (a’n›n asal oldu¤unu unutmay›n.)

fiimdi afla¤›daki önermeler eflde¤erdir:

• x ∈ h−1(nZ + r),

• ax = h(x) ∈ nZ + r = nZ + au,

• Belli bir z ∈ Z için ax = nz + au,

• Belli bir y ∈ Z için ax = nay + au,

• Belli bir y ∈ Z için x = ny + u,

• x ∈ nZ + u.

(Üçüncüden dördüncü ad›ma geçmek için a’yla

n’nin birbirine asal oldu¤unu kulland›k.) Dolay›-

s›yla, h−1(nZ + r) = nZ + u. Demek ki h sürekli.

ƒ = g � h oldu¤undan, ƒ de süreklidir. ■■

6) Z, bu topolojiyle t›k›z1 de¤ildir.

Kan›t: Sayfa 17’deki p-sel Say›lar› Hissetmek

yaz›s› aynen bu konudayd›. O yaz›da sonlu tanesi-

nin kesiflimi boflküme olmayan, ama hepsinin bir-

den kesifliminin boflküme oldu¤u kapal› kümeler

bulmufltuk. ■■

7) N’nin kapan›fl› Z’dir.

Kan›t: N’yi içeren kapal› bir F kümesi alal›m. O

zaman F’nin tümleyeni Fc, N’yle kesiflmeyen aç›k

bir kümedir. n ≠ 0 ve r tamsay›lar› için nZ + r ⊆ Fc

ise (nZ + r ) ∩N = Ø. Ama bu imkâns›z. Bundan Fc

= Ø ç›kar, yani F = Z. Dolay›s›yla N’yi içeren tek

kapal› küme Z’dir ve N’nin kapan›fl› Z’dir. ■■

8) P, pozitif asal say›lar kümesi olsun. P’nin

kapan›fl›P, P ∪ {1, −1} kümesidir.

Kan›t: Bileflik n say›lar› için, nZ aç›k kümeleri-

nin hiçbiri P ∪ −P ∪ {1, −1} kümesiyle kesiflmez ve

bileflik her n say›s› nZ kümesindedir. Demek ki,

P ∪ −P ∪ {1, −1} = [∪n bileflik say› nZ]c.

Bundan da P ∪ −P ∪ {1, −1} kümesinin kapal› ol-

du¤u ç›kar. Dolay›s›ylaP ⊆ P ∪ −P ∪ {1, −1}. 

E¤er p > 0 bir asalsa, kolayca görülece¤i üzere,

p(3Z + 2) = 3pZ + 2p aç›k kümesi, −p asal›n› içerir

ama 1 ve −1’i de içermez. Dolay›s›yla,

(P ∪ −P ∪ {1, −1}) ∩ [∪p > 0 asal (3pZ + 2p)]c

kapal› kümesi P ∪ {1, −1} kümesine eflittir. Bundan

daP ⊆ P ∪ {1, −1} ç›kar.

P = P ∪ {1, −1} eflitli¤ini kan›tlamam›z için,

P’yi içeren her kapal› kümenin 1 ve −1’i de içerdi-

¤ini kan›tlamal›y›z, yani pozitif asal say› bar›nd›r-

mayan hiçbir U aç›k kümesinin 1 ya da −1’i içer-

medi¤ini kan›tlamal›y›z. U yerine, n ≠ 0 ve r tam-

say›lar› için nZ + r biçiminde yaz›lan bir küme ala-

biliriz. n ≠ 0 ve r tamsay›lar› nZ + r hiç pozitif asal

say› bar›nd›rmas›n. Ne 1’in ne de −1’in nZ + r kü-

mesinde oldu¤unu kan›tlayaca¤›z. Bu noktada

önemli bir teoremin yard›m›na ihtiyac›m›z var:

Teorem [Dirichlet]. n ve r birbirine asal iki sa-

y› olsun. O zaman nx + r bi-

çiminde yaz›lan sonsuz say›-

da asal vard›r.

Dirichlet’nin teoremine

göre, e¤er n ve r birbirine

asalsa, o zaman nZ + r kü-

mesinde sonsuz say›da (tek

bir tanesi bile bize yeter!)

asal vard›r; bu olamaya-

ca¤›ndan, n ve r say›lar›n›n

her ikisi birden 1’den büyük

bir d say›s›na bölünür ve nZ + r ⊆ dZ olur, dolay›-

s›yla nZ + r ne 1’i ne de −1’i içerir. ■■

fiimdi oldukça flafl›rt›c› bir sonuç:

9) Bu topolojiyle Z metrik bir uzayd›r.

Kan›t: Urysohn’un afla¤›da verdi¤imiz bilinen

teoremini kullanaca¤›z.

Teorem [Urysohn]. X, afla¤›daki özellikleri sa¤-

layan bir topolojik uzay olsun:

i) Her x ≠ y için, x’i içeren ama y’yi içermeyen

ve y’yi içeren ama x’i içermeyen aç›k kümeler vard›r.

ii) Her C kapal› kümesi ve her x ∉ C için,

x ∈ U, C ⊆ V ve U ∩ V = ∅
koflullar›n› sa¤layan U ve V aç›k kümeleri vard›r.
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iii) Öyle say›labilir sonsuzlukta aç›k küme var-

d›r ki, her aç›k küme bu say›labilir sonsuzluktaki

aç›k kümelerin bir bileflimidir.

O zaman, X’in topolojisini veren bir metrik

vard›r.

fiimdi (9)’un kan›t›n› verebiliriz. Urysohn Te-

oremi’nin ikinci koflulunun Z için sa¤land›¤› (4)’te

kan›tlanm›flt›. (3)’te tek elemanl› her kümenin ka-

pal› oldu¤unu görmüfltük. Bundan ve (4)’ten Ury-

sohn Teoremi’nin birinci koflulunun Z için sa¤lan-

d›¤› anlafl›l›r. Urysohn Teoremi’nin sonuncu koflu-

lu tan›mdan dolay› sa¤lan›yor: Her aç›k küme nZ

+ r kümelerinin bileflimidir (n ≠ 0) ve bunlardan sa-

y›labilir sonsuzlukta vard›r. ■■

Z’nin topolojisinin bir metrik taraf›ndan verildi-

¤ini biliyoruz. S›ra geldi böyle bir metrik bulmaya...

x, y ∈ Z olsun. E¤er x = y ise, d(x, y) = 0 olsun.

E¤er x ≠ y ise, x è y mod n denkli¤ini sa¤layan en

küçük n ≥ 1 tamsay›s› vard›r. O zaman d(x, y) =

1/2n olsun. 

Örne¤in, d(19, 7) = 1/25, çünkü 19 ≡ 7 mod 2,

3, 4 ama 19 è 7 mod 5.

Afla¤›daki önermelerin eflde¤erli¤i, d fonksiyo-

nunu daha iyi alg›layabilmek için önemlidir: 

• d(x, y) ≤ 1/2n,

• her i = 1, 2, ..., n−1 için, x ≡ y mod i,

• ekok(1, 2, ..., n−1), x − y’yi böler.

10) d, Z üzerine bir metriktir, hatta ultramet-

riktir, yani d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) üçgen eflitsiz-

li¤inden daha keskin bir eflitsizlik olan

d(x, y) ≤ max(d(x, z), d(z, y))

eflitsizli¤ini sa¤lar.

Kan›t: d(x, y) ≥ 0, d(x, y) = d(y, x) ve “d(x, y)

= 0 ancak ve ancak x = y ise” önermelerinin do¤-

rulu¤u d’nin tan›m›ndan do¤rudan ç›kar. d(x, y) ≤
max(d(x, z), d(z, y)) eflitsizli¤ini kan›tlayal›m. d(x,

z) ≤ d(z, y) ≤ 1/2n eflitsizliklerini varsay›p, d(x, y) ≤
1/2n eflitsizli¤ini kan›tlamak yeterlidir. Demek ki, i

= 1, 2, ..., n−1 için, z ≡ y mod i ve x ≡ z mod i, do-

lay›s›yla x ≡ y mod i. Yani d(x, y) ≤ 1/2n. ■■

11) d’nin Z üzerine verdi¤i topoloji Z’nin yaz›-

n›n bafl›nda tan›mlanan  topolojisidir.

Kan›t: Önce d metri¤i taraf›ndan tan›mlanan

her aç›k kümenin yaz›n›n bafl›nda tan›mlad›¤›m›z

topolojide aç›k oldu¤unu kan›tlayal›m. Her x ∈ Z

ve r ∈ R için, x merkezli ve r yar›çapl›,

B(x, r) := {y ∈ Z : d(x, y) < r}

toplar›n›n yaz›n›n bafl›nda tan›mlad›¤›m›z topolo-

jide aç›k oldu¤unu kan›tlamak yeterlidir. r’nin po-

zitif oldu¤unu varsayabiliriz. n, 1/2n < r eflitsizli¤i-

ni sa¤layan en küçük tamsay› olsun. O zaman,

B(x, r) : = {y ∈ Z : d(x, y) < r}

= {y ∈ Z : d(x, y) ≤ 1/2n}

= {y ∈ Z : ekok(1, 2, ..., n−1), x − y’yi böler}

= ekok(1, 2, ..., n−1)Z + x.

fiimdi de yaz›n›n bafl›nda tan›mlad›¤›m›z topo-

lojinin aç›k kümelerinin d metri¤iyle verilmifl topo-

lojide aç›k oldu¤unu kan›tlayal›m. Bunu nZ + r kü-

meleri için yapmak yeterli. Ama,

nZ + r = ∪s ≡ r mod n B(s, 1/2n)

eflitli¤inden dolay› bu kolay. (Kan›t için önemli de-

¤il ama ilginç gelebilir: Yukardaki bileflimde sonlu

say›da aç›k top vard›r.) ■■

Bu metrik asl›nda çok bilinen bir baflka met-

rikten kaynaklan›yor. Z/nZ kümelerinin çarp›m›

olan X = Πn ≥ 2 Z/nZ kümesine bakal›m. X kü-

mesi, n-inci terimi Z/(n+1)Z kümesinde olan dizi-

lerden oluflur. Z/nZ’yi her altkümenin aç›k oldu-

¤u ayr›k (discrete) topolojiyle, X’i de çarp›m to-

polojisiyle (product topology) görelim. Tycho-

noff Teoremi’ne göre X t›k›zd›r.

Bilindi¤i ve kan›tlamas› kolay oldu¤u üzere,

X’in topolojisi flu metrik taraf›ndan verilir: E¤er

(xn)n ≠ (yn)n, X’in iki eleman›ysa ve n, xn ≠ yn eflit-

sizli¤ini sa¤layan en küçük endisse, d((xn)n, (yn)n) =

1/2n olarak tan›mlans›n. d((xn)n, (xn)n) = 0 olsun.

X’in konumuzla ilgisine gelelim: Z’yi X’e gö-

mebiliriz. Nitekim, ƒ(x) = (x mod n)n ≥ 2 formülüy-

le tan›mlanan fonksiyon Z’yi X’in içine gömer. Do-

lay›s›yla Z’yi X’in bir altkümesi olarak görebiliriz.

Böylece Z, X’ten ald›¤› topoloji ve metri¤e sahip

olur. Yukarda Z üzerine tan›mlanan metrik (dola-

y›s›yla topoloji de) bundan baflka

bir fley de¤il.

Z’nin X’teki kapan›fl› Ẑ, t›-

k›z bir halkad›r. ‹ngilizcesiyle

Z’nin “profinite closure”udur.

‹lerde bir gün Ẑ

halkas›ndan daha

fazla sözederiz. ♥
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