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Tamsayilarda ilging Bir Topoloji

amsayilar kiimesi Z tzerine ilk bakigta tuhaf
Tgelebilecek, ama oldukca 6gretici oldugunu
sandigimiz bir topoloji tanimlayacagiz. Boylece ya-
zimiz bu sayinin kapak konusunu tamamlayici ni-
telikte olacak.

Yaz1 boyunca okurun, biraz olsun topolojinin
temellerini, en azindan agik ve kapali kiimelerin ve
bir altkiimenin kapaniginin tanimin bildigini var-
sayacagiz. Yazinin sonlarina dogru bilinmesi gere-
ken topolojinin dozu artacak.

Z luzerine kuracagimiz topolojimizin agik kii-
meleri, 7 # 0 ve r tamsayilar1 i¢in, #Z + r bigimin-
de yazilan kiimelerin herhangi bir bilegimi olacak.
Bir de bogkiimeyi agik kiime olarak kabul edecegiz
elbet. Bu, gergekten bir topolojidir:

T1) Bosgkiime, tanimdan dolay: acik bir kiime-
dir. Z’nin acik oldugunu gérmek i¢in de #Z + r’de
n =1 ve r = 0 almak yeterli.

T2) Agik kiimenin tanimindan dolayi, agik ki-
melerin bilesimi de agiktir.

T3) Agik kiimelerin sonlu kesigiminin agik ol-
dugunu kanitlamak i¢in, #nZ + r bigiminde yazilan
sonlu sayida kiimenin kesigiminin de bu ttrden bir
kiime oldugunu kanitlamak yeterlidir, bu da sayfa
14’teki Teorem 2’den ¢ikar.

1) n = 0 ve r tamsayilari icin nZ + r biciminde
yazilan ber kiime ayni zamanda kapalidir, yani nZ
+ 1 agik kiimesinin tiimleyeni de agiktir.

Kanit: #Z + r kimesinin tumleyeni, nZ + s bi-
¢iminde yazilmig sonlu sayida kiimenin bilegimidir
(bknz. sayfa 14.) O

Ama, (3)’te de gorecegimiz lizere, bu topoloji-
de her acik/kapali kiime kapali/agik degildir.

* Istanbul Bilgi Universitesi Matematik Boliimii asistan1 ve
Ogretim liyesi.
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2) Boskiime disinda her acik kiime sonsuzdur.
Kanit: Cok bariz. O

3) Eger r € Z ise, {r} acik olmayan kapali bir
kiimedir.

Kanut: {r} kapali bir kiimedir, ¢tinki

{rt=M,00 (HZ + 1)
ve nZ + r kiimeleri (1)’den dolay1 kapali kiimelerdir.
{r} kiimesinin agik olmadigi (2)’den anlagihyor. O

4) Eger C < Z kapali bir kiimeyse ve x ¢ C ise
o zaman oyle U ve V acik kiimeleri vardir ki,

xelU CcVwveUNnV=0.

Kamit: C kapali oldugundan, tumleyeni C¢
aciktir. Ayrica C¢, x’i igerir. Acik bir kiime oldu-
gundan, C¢ kuiimesi #Z + r biciminde (n # 0) yazi-
lan kiimelerin bilegimidir. Demek ki x € nZ +r <
Ce iligkilerini saglayan 7 # 0 ve r tamsayilar1 var-
dir. Simdi U = nZ + r ve V= (nZ + r)¢ olsun. V el-
bette C’yi altkime olarak igerir ve (1)’den dolay1
acik bir kiimedir. 0

5) f(x) = ax + b biciminde yazilan fonksiyon-
lar siirekli fonksiyonlardir.

Kanit: Once g(x) = x + b fonksiyonunun siirek-
li oldugunu gosterelim. Sirekliligin tanimindan
dolayi, her agik altkiimenin 6nimgesinin agik oldu-
gunu gostermeliyiz. Agik kimelerin tanimindan
dolayy, nZ + r turinden yazilan a¢ik kiimelerin
onimgelerinin acik oldugunu gostermek yeterlidir.

glmnZ+ry=nZ+r-b
oldugundan, bu konuda bir sorun yasamayiz.

Simdi h(x) = ax tiriinden yazilan fonksiyonla-
rin surekli oldugunu gosterelim. a = 0, 1, —1 ise cok
kolay olan kanit1 okura birakiyoruz. Bundan boy-
le a #0, 1, -1 olsun. Surekliligi asal a’lar i¢in gos-
termek yeterli (¢ctinki stirekli fonksiyonlarin biles-
kesi siireklidir.) Bundan boyle a’nin asal oldugunu
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varsayalim. Bir onceki paragrafta oldugu gibi, her
n # 0 ve r tamsayilar i¢in h~1(nZ + r) kiimesinin
agik oldugunu gostermeliyiz. Eger h=Y{(nZ + r) = &
ise, h~1(nZ + r) aciktir elbette. Boylece h=1(nZ + r)
kiimesinin bos olmadigini varsayabiliriz. Demek
ki, belli bir # € Z icin, au = h(u) € nZ + r. Dolay1-
styla 7 yerine au alabiliriz, ¢inkti nZ + 7 = nZ + au
(sayfa 14, Onsav 1.)

Eger a, n’yi boluiyorsa, # = ak yazarak,

b\ (nZ + 1) = bW akZ + au) = kZ + u
esitligini goruriuz ve igimiz biter.

Bundan boyle a ve #’nin birbirine asal oldugu-
nu varsayalim (a’nin asal oldugunu unutmayin.)
Simdi asagidaki onermeler esdegerdir:

ex e b inZ+rv),

eax =h(x) e nZ +r=nZ + au,

® Belli bir z € Z i¢in ax = nz + au,

¢ Belli bir y € Z i¢in ax = nay + au,

e Belli bir y € Z i¢in x = ny + u,

*x enl+u.

(Ugiinciiden dordiincii adima gecmek icin a’yla
n’nin birbirine asal oldugunu kullandik.) Dolayi-
styla, b~Y(nZ + r) = nZ + u. Demek ki b siirekli.

f = g o b oldugundan, f de siireklidir. O

6) Z, bu topolojiyle tikiz! degildir.

Kanit: Sayfa 17°deki p-sel Sayilar1 Hissetmek
yazisi aynen bu konudaydi. O yazida sonlu tanesi-
nin kesigimi bogkiime olmayan, ama hepsinin bir-
den kesisiminin bogkiime oldugu kapali kiimeler
bulmustuk. O

7) N'nin kapams: Z’dir.

Kamit: N’yi iceren kapali bir F kiimesi alalim. O
zaman Fnin timleyeni F¢, N’yle kesismeyen agik
bir kiimedir. 7 # 0 ve r tamsayilar1 igin nZ + r < F¢
ise (nZ + ) "N = J. Ama bu imkansiz. Bundan F¢
= O cikar, yani F = Z. Dolayisiyla N’yi iceren tek
kapali kiime Z’dir ve N’nin kapanigi Z’dir. O

8) P, pozitif asal sayilar kiimesi olsun. P’nin
kapanisi P, P LU {1, =1} kiimesidir.

Kanit: Bilesik 7 sayilari igin, #Z agik kiimeleri-
nin hi¢biri P U —P U {1, -1} kiimesiyle kesismez ve
bilesik her 7 sayis1 #Z kiimesindedir. Demek ki,

1 Tikiz: tikisik, kompakt, Ingilizcesiyle “compact”. Cok bilinen
bir sonuca gore, bir uzaym tikiz olmas icin gerek ve yeter
kosul, hicbir sonlu kesisimi bog olmayan her kapali kiimeler
familyasinin tiim kesisiminin de boskiime olmamasidir.
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Pu-PU{l,-1}=[U, bilesik say1 nZ|C.
Bundan da P U —P v {1, -1} kiimesinin kapali ol-
dugu cikar. Dolayisiyla P < P U —P U {1, -1}.

Eger p > 0 bir asalsa, kolayca goriilecegi tizere,
p(3Z + 2) = 3pZ + 2p acik kiimesi, —p asalini igerir
ama 1 ve —1’i de icermez. Dolayisiyla,

(PU-P U (1, -1)) A [y 5 o gsal (3PZ + 20)]C
kapali kiimesi P U {1, —1} kiimesine esittir. Bundan
da Pc P uU ({1, -1} cikar.

P = P U {1, -1} esitligini kamitlamamz icin,
P’yi igeren her kapali kiimenin 1 ve —1’i de igerdi-
gini kanitlamalhyiz, yani pozitif asal say1 barindir-
mayan hi¢bir U agik kiimesinin 1 ya da -1’1 iger-
medigini kanitlamaliyiz. U yerine, n # 0 ve 7 tam-
sayilari i¢in #Z + r bigiminde yazilan bir kiime ala-
biliriz. 7 # 0 ve  tamsayilar1 nZ + r hig pozitif asal
say1 barindirmasin. Ne 1’in ne de —1’in #nZ + r kii-
mesinde oldugunu kanitlayacagiz. Bu noktada
onemli bir teoremin yardimina ihtiyacimiz var:

Teorem [Dirichlet]. 7 ve r birbirine asal iki sa-
yi olsun. O zaman nx + r bi-
ciminde yazilan sonsuz sayi-
da asal vardir.

Dirichlet’nin teoremine
gore, eger n ve r birbirine

asalsa, o zaman nZ + r ki-
mesinde sonsuz sayida (tek §
bir tanesi bile bize yeter!) |

asal vardir; bu olamaya-

Lejeune Dirichlet
(1805 - 1859)

cagindan, n ve r sayilarinin
her ikisi birden 1’den buyiik
bir d sayisina boluntir ve nZ + r ¢ dZ olur, dolayi-
siyla nZ + r ne 1’i ne de —1’i igerir. O
Simdi oldukea sagirtici bir sonug:

9) Bu topolojiyle Z metrik bir uzaydir.
Kamit: Urysohn’un agagida verdigimiz bilinen
teoremini kullanacagz.

Teorem [Urysohn|. X, asagidaki ozellikleri sag-
layan bir topolojik uzay olsun:

1) Her x # vy i¢in, X’i iceren ama y’yi icermeyen
ve y'yi iceren ama x’i icermeyen agik kiimeler vardir.
i) Her C kapal: kiimesi ve her x ¢ C icin,
xeU CcVwveUnV=0
kosullarint saglayan U ve V agik kiimeleri vardir.
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iii) Oyle sayilabilir sonsuzlukta acik kiime var-
dir ki, ber acik kiime bu sayilabilir sonsuzluktaki
acik kiimelerin bir bilesimidir.

O zaman, X’in topolojisini veren bir metrik
vardr.

Simdi (9)’un kanitini verebiliriz. Urysohn Te-
oremi’nin ikinci kogulunun Z icin saglandigi (4)’te
kanitlanmusti. (3)’te tek elemanli her kiimenin ka-
pali oldugunu gormiistiik. Bundan ve (4)’ten Ury-
sohn Teoremi’nin birinci kogulunun Z igin saglan-
dig1 anlagilir. Urysohn Teoremi’nin sonuncu kogu-
lu tanimdan dolayi saglaniyor: Her agik kiime #Z
+ r kiimelerinin bilegsimidir (7 # 0) ve bunlardan sa-
yilabilir sonsuzlukta vardir. ml

Z’nin topolojisinin bir metrik tarafindan verildi-
gini biliyoruz. Sira geldi boyle bir metrik bulmaya...

x,y € Zolsun. Eger x = y ise, d(x, y) = 0 olsun.
Eger x # y ise, x € y mod # denkligini saglayan en
kiigitk # > 1 tamsayist vardir. O zaman d(x, y) =
1/27 olsun.

Ornegin, d(19, 7) = 1/25, ¢iinkii 19 = 7 mod 2,
3,4ama 19 & 7 mod 5.

Asagidaki onermelerin esdegerligi, d fonksiyo-
nunu daha iyi algilayabilmek icin onemlidir:

* d(x,y) <1/27,

eheri=1,2,.. n1icin, x =y mod i,

* ckok(1, 2, ..., n—1), x — y’yi boler.

10) d, Z iizerine bir metriktir, hatta ultramet-
riktir, yani d(x, y) < d(x, z2) + d(z, y) di¢gen esitsiz-
liginden daba keskin bir esitsizlik olan

d(x, y) < max(d(x, z), d(z, y))
esitsizligini saglar.

Kanit: d(x, y) > 0, d(x, y) = d(y, x) ve “d(x, y)
= 0 ancak ve ancak x = y ise” Onermelerinin dog-
rulugu d’nin tanimindan dogrudan cikar. d(x, y) <
max(d(x, 2), d(z, y)) esitsizligini kanitlayalim. d(x,
2) <d(z, y) < 1/27 esitsizliklerini varsayip, d(x, y) <
1/27 esitsizligini kanitlamak yeterlidir. Demek ki, i
=1,2,...,n-1igin, z=y mod i ve x = z mod i, do-
layisiyla x = y mod i. Yani d(x, y) < 1/27. O

11) d’nin Z iizerine verdigi topoloji Z’nin yazi-
nmn basmda tammlanan topolojisidir.

Kamit: Once d metrigi tarafindan tanimlanan
her acik kiimenin yazinin baginda tanimladigimiz
topolojide agik oldugunu kanitlayalim. Her x € Z
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ve r € R i¢in, x merkezli ve 7 yarigapl,
B(x,7):={yeZ:d(x,y) <7}
toplarinin yazinin baginda tanimladigimiz topolo-
jide acik oldugunu kanitlamak yeterlidir. #’nin po-
zitif oldugunu varsayabiliriz. n, 1/27 < r esitsizligi-
ni saglayan en kuguk tamsay1 olsun. O zaman,
Bx,r):={yeZ:d(x,y) <r}
={y e Z:d(x,y) <127}
={y e Z: ekok(1, 2, ..., n—1), x — y’yi boler}
= ekok(1, 2, ..., n-1)Z + x.

Simdi de yazinin baginda tanimladigimiz topo-
lojinin agik kiimelerinin d metrigiyle verilmis topo-
lojide acik oldugunu kanitlayalim. Bunu #Z + r kii-
meleri icin yapmak yeterli. Ama,

nZ +1r=\Js_, mod n Bls, 1/27)
esitliginden dolay1 bu kolay. (Kanit igin 6nemli de-
gil ama ilging gelebilir: Yukardaki bilesimde sonlu
sayida agik top vardir.) O

Bu metrik aslinda ¢ok bilinen bir bagka met-
rikten kaynaklaniyor. Z/nZ kiimelerinin ¢arpimi
olan X = I, 5 , Z/nZ kiimesine bakalim. X kii-
mesi, n-inci terimi Z/(n+1)Z kiimesinde olan dizi-
lerden olusur. Z/nZ’yi her altkiimenin agik oldu-
gu ayrik (discrete) topolojiyle, X’i de carpim to-
polojisiyle (product topology) gorelim. Tycho-
noff Teoremi’ne gore X tikizdir.

Bilindigi ve kanitlamasi kolay oldugu uzere,
Xin topolojisi su metrik tarafindan verilir: Eger
(%,) # (V) » X'in iki elemaniysa ve n, x,, # y,, esit-
sizligini saglayan en kii¢uk endisse, d((x,,),,, (¥,,),,) =
1/27 olarak tamimlansin. d((x,,),,, (x,,),) = 0 olsun.

Xin konumuzla ilgisine gelelim: Z’yi X’e go-
mebiliriz. Nitekim, f(x) = (x mod n),, > , formiiliy-
le tanimlanan fonksiyon Z’yi X’in igine gomer. Do-
layisiyla Z’yi X’in bir altkimesi olarak gorebiliriz.
Boylece Z, Xten aldigi topoloji ve metrige sahip
olur. Yukarda Z tizerine tanimlanan metrik (dola-
yisiyla topoloji de) bundan bagka

bir sey degil.

Z’nin X’teki kapanigt Z, u-
kiz bir halkadir. Ingilizcesiyle
Z’nin “profinite closure”udur.
llerde bir giin Z
halkasindan daha

fazla sozederiz. v



