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I. Bu Bir. ‹lk olarak, son

derece basit bir denklem çözece¤iz, X

+ 1 = 0 denklemini.

Tamsay›larda çözüm çok kolay oldu¤undan,

denklemi do¤al say›larda, yani N = {0, 1, 2, ... } kü-

mesinde çözmeye çal›flal›m. Nitekim, bu denklemi

negatif say›lar›n da bulundu¤u tamsay›lar kümesi

Z’de herkes çözer (x = −1 tek çözümdür); zor olan,

bu denklemi Z’de de¤il, negatif say›lar›n bulunma-

d›¤› N’de çözmektir! fieytan azapta gerek!

Bu yaz›y› bir masal gibi okumal›s›n›z. Hayal

aleminde bir yolculuk yapaca¤›z. Görmedi¤iniz,

duymad›¤›n›z, iflitmedi¤iniz bambaflka bir dünyaya

do¤ru yola ç›kaca¤›z. ‹lerde, baflka yaz›larda bu

dünyay› infla edece¤iz.

X + 1 = 0 denkleminin do¤al say›larda çözü-

mü yoktur diyenlerin bir defa daha yaz›n›n bafll›¤›-

n› dikkatlice okumalar›n› öneririm. Çözümü bul-

mayaca¤›z, bulmaya çal›flaca¤›z!

Denklemin olas› çözümüne x diyelim, bakal›m

bafl›m›za neler gelecek. x, bir do¤al say›, bunu

unutmayal›m.

Madem ki x bir çözüm, o zaman,

x + 1 = 0. (1)

Bu eflitlikten x’in tek say› olmak zorunda oldu¤u

ç›kar, çünkü e¤er x çift say› olsayd›, o zaman x + 1

tek say› olurdu ve elbette bir tek say› 0’a eflit ola-

maz; demek ki x bir tek say›. 

x tek say› oldu¤undan, bir x1 ∈ N için,

x = 1 + 2x1 (2)

eflitli¤i geçerlidir. Bu denklemi (1)’e yerlefltirelim:

0 = x + 1 = (1 + 2x1) + 1 = 2x1 + 2 = 2(x1 + 1).

Ard›ndan 2’yi sadelefltirelim:

x1 + 1 = 0 (3)

buluruz; aynen (1)’deki denklem, sadece x yerine x1

var. (1) denklemini çözmek için gene (1) denklemini

çözmek gerekti¤i gibi yolumuza tafl koyacak her tür-

lü düflünceye kulaklar›m›z› t›kay›p devam edelim. x

için yapt›¤›m›z› x1 için yapal›m.

(3) denkleminden x1’in tek say› olmak zorun-

da oldu¤u ç›kar, çünkü e¤er x1 bir çift say› olsay-

d›, o zaman x1 + 1 tek say› olurdu ve elbette bir tek

say› 0’a eflit olamaz.

x1’in tek say› olmas› gerekti¤ini bulduk. De-

mek ki, bir x2 ∈ N için,

x1 = 1 + 2x2 (4)

eflitli¤i geçerli. Bu denklemi (3)’e koyal›m:

0 = x1 + 1 = (1 + 2x2) + 1 = 2x2 + 2.

Ard›ndan 2’yi sadelefltirelim.

x2 + 1 = 0. (5)

buluruz. Hiç durmadan devam edelim. Ayn› dön-

güyü tekrar tekrar yaflayaca¤›z, x2’nin belli bir x3

için 1 + 2x3’e eflit oldu¤unu, x3’ün de belli bir x4

için 1 + 2x4’e eflit oldu¤unu, ... buluruz. Buldukla-

r›m›z› yazal›m:

x = 1 + 2x1

x1 = 1 + 2x2

x2 = 1 + 2x3

x3 = 1 + 2x4

x4 = 1 + 2x5

...

ve bunlar› teker teker yerlerine koyal›m:

x = 1 + 2x1

= 1 + 2(1 + 2x2)

= 1 + 2(1 + 2(1 + 2x3))

= 1 + 2(1 + 2(1 + 2(1 + 2x4)))

= 1 + 2(1 + 2(1 + 2(1 + 2(1 + 2x5))))

...

Açal›m bunlar›:

x = 1 + 2x1

= 1 + 2 + 4x2

= 1 + 2 + 4 + 8x3

= 1 + 2 + 4 + 8 + 16x4

= 1 + 2 + 4 + 8 + 16 + 32x5

...

= 1 + 2 + 4 + 8 + ... + 2n−1 + 2nxn

...

X + 1 = 0 denkleminin bir çözümünü bulduk

gibi. Yukardaki hesaplar› “sonsuza” kadar götü-

rürsek (masal bu ya!)

x = 1 + 2 + 4 + 8 + 16 + 32 + ....

buluruz. (En sondaki xn’yi koyacak yer kalmad›!)

Sa¤lamas›n› yapal›m, bakal›m gerçekten 1 + x

= 0 eflitli¤i do¤ru mu? Yukardaki eflitliklerin sa¤›-
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na ve soluna 1 ekleyip biraz aritmetik yapmak ye-

terli:

1 + x = 2 + 2x1

= 4 + 4x2

= 8 + 8x3

= 16 + 16x4

= 32 + 32x5

...

= 2n + 2nxn

...

Görüldü¤ü gibi 1 + x “say›”s›, 2’ye 4’e, 8’e,

16’ya ve genel olarak her 2n say›s›na bölünüyor,

yani 0’a eflit. Demek ki 1 + x = 0. 

1 + x = 0 eflitli¤ini bir de flöyle görebiliriz:

1 + x = 1 + (1 + 2 + 4 + 8 + 16 + 32 + ...)

= 2 + 2 + 4 + 8 + 16 + 32 + ...

= 4 + 4 + 8 + 16 + 32 + ...

= 8 + 8 + 16 + 32 + ...

= 16 + 16 + 32 + ...

‹kinin güçleri gittikçe sa¤a kay›yorlar ve sonsuzda

kayboluyorlar!

Bundan da flu ç›kar: 1 + X denkleminin do¤al

say›larda bir çözümü olsayd›, bu çözüm 1 + 2 + 4

+ 8 + 16 + ... “say›s›”na eflit olurdu.

Buldu¤umuz çözümü 

x = 1 + 2 + 22 + 23 + ...

olarak yaz›p, 1 + x = 0 eflitli¤inin bir defa daha sa¤-

lamas›n› yapal›m. x’i 2’yle çarp›p 1 ekleyelim:

x = 1 + 2 + 22 + 23 + 24 + ...

2x = 2 + 22 + 23 + 24 + 25 +...

1 + 2x = 1 + 2 + 22 + 23 + 24 + ...

Görüldü¤ü gibi 1 + 2x = x, yani 1 + x = 0.

Bu çözümün ne kadar do¤ru oldu¤u, zaten,

üniversiteye haz›rlanan her gencin bildi¤i

eflitli¤inden de bellidir. Bu eflitlikte (hakk›m›z olma-

yarak, ama hak istenmez al›n›r!) t = 2 al›rsak, aynen,

buluruz!

II. Bu ‹ki. ‹stim üzerinde oldu¤umuzdan za-

man kaybetmeden daha büyük baflar›lara imza

atal›m. Bu kez, yukardakinden çok daha zor bir

denklem olan X2 + 1 = 0 denklemini çözmeye çal›-

flal›m. ‹fli karmafl›klaflt›rman›n alemi yok, çözümü

do¤al say›larda arayal›m.

Çözüme x diyelim. x2 + 1 = 0 oldu¤undan, x

tek say› olmal›d›r. (E¤er x çift olsayd›, x2 de çift

olurdu, o zaman da x2 + 1 tek olurdu ve 0’a eflit

olamazd›!) Madem ki x bir tek say›, o zaman, bir

x1 için, x’i 1 + 2x1 fleklinde yazabiliriz:

x = 1 + 2x1.

fiimdi x’in sa¤lamas› gereken x2 + 1 = 0 denklemi-

ne x’in bu de¤erini yerlefltirelim:

0 = x2 + 1 = (1 + 2x1)2 + 1

= (1 + 4x1 + 4x1
2) + 1 

= 2 + 4x1 + 4x1
2.

Sa¤ taraftan 2’yi sadelefltirelim:

1 + 2x1 + 2x1
2 = 0

buluruz. Bu kez çetin bir cevize çatt›k: x1 ne olur-

sa olsun sol taraftaki bir tek say›d›r ve s›f›ra eflit

olamaz. Dolay›s›yla 1 + 2x1 + 2x1
2 = 0 denklemi-

ni sa¤layan bir x1 bulunamaz.

X2 + 1 = 0 denklemi do¤al say›larda çözülemez

deyip pes edece¤imizi sananlar yan›l›yorlar. De-

mek ki yanl›fl yöntem seçmifliz! Araflt›rmam›za bafl-

ka bir yön çizelim.

III. Olmad› Bafltan. Yukarda X2 + 1 = 0 denk-

lemine modülo 2 bakt›k (x’in tekli¤i ya da çiftli¤i

üzerine düflündük) ve baflaramad›k. Bu sefer mo-

dülo 3 bakal›m.

x gene X2 + 1 = 0 denkleminin bir çözümü ol-

sun. x’i 3’e böldü¤ümüzde kalan say› 0, 1 ya da

2’dir. Yani x, ya 3x1 ya 3x1 + 1 ya da 3x1 + 2 bi-

çiminde yaz›l›r. i = 0, 1 ya da 2 için,

x = 3x1 + i

yazal›m. Demek ki,

0 = x2 + 1 = (3x1 + i)2 + 1 

= 9x1
2 + 6x1i + i2 + 1.

Bundan 3’ün i2 + 1’i bölmesi gerekti¤i ç›kar. i = 0,

1, 2 oldu¤undan, teker teker deneyelim:

i i2 i2+1

0 0 1

1 1 2

2 4 5

Bir kez daha hüsrana u¤rad›k! i2 + 1, i ne olursa ol-

sun 3’e bölünmüyor. Baflar›s›zl›ktan y›lmayal›m.

Zaten daha bafl›ndan beri baflaramayaca¤›m›z› bil-

miyor muyduk! Yenilen pehlivan gürefle doymaz-

m›fl! Çözüm aramaya devam edelim.

IV. Rövanfl. fiimdi modülo 5 deneyelim. Gene

X2 + 1 = 0 denklemini çözmeye çal›flaca¤›z ve çözü-

mü gene do¤al say›larda arayaca¤›z! Olas› çözüme

x diyelim. Demek ki,
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x2 + 1 = 0, (6)

dolay›s›yla,

x2 = −1 ≡ 4 mod 5.

Modülo 5, sadece 2 ve 3’ün karesi 4’tür. Yani x,

5’e bölündü¤ünde kalan 2 ya da 3 olmal›d›r. Dola-

y›s›yla,

ya x ≡ 2 mod 5 ya da x ≡ 3 mod 5

olmal›d›r. Yani bir x1 için,

ya x = 2 + 5x1 ya da x = 3 + 5x1.

Önce,

x = 2 + 5x1 (7)

ile deneyelim, olmazsa di¤erini deneriz. x’in bu de-

¤erini x2 + 1 = 0 denklemine yerlefltirip x1 için el-

de edece¤imiz koflula bakal›m:

0 = 1 + x2 = 1 + (2 + 5x1)2

= 1 + (4 + 20x1 + 25x1
2)

= 5 + 20x1 + 25x1
2.

5’e bölerek,

0 = 1 + 4x1 + 5x1
2 (8)

elde ederiz. Modülo 5 al›rsak

0 ≡ 1 + 4x1 (mod 5),

ve her iki tarafa da x1 ekleyerek x1 ≡ 1 (mod 5) bu-

luruz. Demek ki, bir x2 için,

x1 = 1 + 5x2. (9)

x1’in bu de¤erini (8)’e koyup x2 için elde edece¤i-

miz koflulu görelim:

0 = 1 + 4x1 + 5x1
2

= 1 + 4(1 + 5x2) + 5(1 + 5x2)2

= 5 + 20x2 + 5(1 + 5x2)2.

5’i sadelefltirirsek,

0 = 1 + 4x2 + (1 + 5x2)2,

yani

2 + 14x2 + 52x2
2 = 0 (10)

elde ederiz. Bu denklemi modülo 5 görelim:

2 + 4x2 ≡ 0 (mod 5).

Her iki tarafa da x2 eklersek, x2 ≡ 2 (mod 5) bulu-

nur. Demek ki bir x3 için,

x2 = 2 + 5x3. (11)

Bu de¤eri (10)’a koyup,

0 = 2 + 14x2 + 52x2
2

= 2 + 14(2 + 5x3) + 52(2 + 5x3)2

= 30 + 70x3 + 52(2 + 5x3)2.

5’le sadelefltirerek,

0 = 6 + 14x3 + 5(2 + 5x3)2.

ve biraz hesapla,

26 + 114x3 + 53x3
2 = 0 (12)

buluruz. Modülo 5 alal›m:

1 + 4x3 ≡ 0 (mod 5).

Her iki tarafa da x3 eklersek, x3 ≡ 1 (mod 5) bulu-

nur. Demek ki bir x4 için,

x3 = 1 + 5x4. (13)

Bu de¤eri (12)’ye koyup,

0 = 26 + 114x3 + 53x3
2

= 26 + 114(1 + 5x4) + 53(1 + 5x4)2

= 140 + 114 × 5x4 + 53(1 + 5x4)2

eflitli¤ini elde ederiz. 5’i sadelefltirelim:

28 + 114x4 + 52(1 + 5x4)2 = 0. (13)

Modülo 5 alal›m:

3 + 4x4 ≡ 0 (mod 5).

Her iki tarafa da x4 ekleyelim: x4 ≡ 3 (mod 5). De-

mek ki bir x5 için,

x4 = 3 + 5x5. (14)

Belli ki hiç durmadan hep devam edebilece¤im,

hissettim bunu, içime do¤du! Buraya dek bulduk-

lar›m›z› toparlayal›m.

x = 2 + 5x1,

x1 = 1 + 5x2,

x2 = 2 + 5x3,

x3 = 1 + 5x4,

x4 = 3 + 5x5.

Daha devam etmemiz laz›m ama her fleyin bir

s›n›r› oldu¤u gibi bu derginin sayfa say›s› da s›n›r-

l›. Bulduklar›m›z› yerine koyal›m:

x = 2 + 5x1

= 2 + 5(1 + 5x2)

= 2 + 5(1 + 5(2 + 5x3))

= 2 + 5(1 + 5(2 + 5(1 + 5x4)))

= 2 + 5(1 + 5(2 + 5(1 + 5(3 + 5x5)))),

ya da

x = 2 + 1·5 + 2·52 + 1·53 + 3·54 + 55x5.

Hesaplara devam etmedik ama bir baflka yaz›-

da kan›tlayaca¤›m›z üzere devam edebilirdik ve

önümüze ç›kan denklemleri sonsuza dek çözebilir-

dik. Devam etseydik, “sonunda”, x2 + 1 = 0 denk-

leminin

x = a0 + a15 + a252 + a353 + a454 + a554 + ...

biçiminde sonsuza dek uzanan bir “çözümünü”

bulacakt›k. Biz sadece a0, a1, a2, a3, a4’ü bulup da-

ha fazla sabredemeyerek geri kalan katsay›lar› bul-

may› okura b›rakt›k. En az›ndan x’in

x = 2 + 1·5 + 2·52 + 1·53 + 3·54 + ...

diye bafllay›p sonsuza kadar devam etti¤ini biliyo-

ruz (daha do¤rusu devam etti¤i içimize do¤du!

54’ün katsay›s› 3 yerine 2 olsayd› tümevar›mla ma-

lum fleyi kan›tlamaya çal›flabilirdik, ama ne yaz›k

ki umdu¤umuz sonuç ç›kmad›.)
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Bildi¤imiz Toplama ve Çarpmayla

Daha Neler Neler Toplay›p Çarp›l›r!

V. Bafl›m›za Tafl Ya¤acak! Çok tuhaf say›lar

bulduk yukarda. Biraz önce bulunan say›, 0, 1, 2, 3

ya da 4’e eflit olabilen a0, a1, a2, a3, ... say›lar› için,

a0 + a15 + a252 + a353 + a454 + a555 + ...

biçiminde yaz›l›yordu. Toplam sonsuza kadar gi-

debilir de. Toplam sonsuza kadar gitmeyip durur-

sa (yani ai katsay›lar› bir zaman sonra hep 0 olur-

sa) say› bildi¤imiz do¤al say› olur (o do¤al say›n›n

befl taban›nda aç›l›m›n› yazm›fl oluyoruz.)

Madem fantezi dünyas›nda yol al›yoruz, bu tu-

haf say›lardan birini alal›m. Diyelim,

1 + 5 + 52 + 53 + 54 + 55 + ...

say›s›n› ald›k. Bu say›ya x diyelim:

x = 1 + 5 + 52 + 53 + 54 + 55 + ...

fiimdi x’le 5’i çarp›p sonuca 1 ekleyelim:

x = 1 + 5 + 52 + 53 + 54 + 55 + ...

5x = 5 + 52 + 53 + 54 + 55 + ...

1 + 5x = 1 + 5 + 52 + 53 + 54 + 55 + ...

buluruz, yani 1 + 5x = x, yani 1 + 4x = 0, yani x =

−1/4, bu da baflka bir numara!

Bir baflka “say›” alal›m:

y = 1 + 2·5 + 1·52 + 2·53 + 1·54 + 2·55 + ...

y’yi 5’le çarpal›m:

5y = 5 + 2·52 + 1·53 + 2·54 + 1·55 + 2·56 + ...

Sonra y’yle 5y’yi altalta yaz›p toplayal›m:

y = 1 + 2·5 + 1·52 + 2·53 + 1·54 + 2·55 + ...

5y = 5 + 2·52 + 1·53 + 2·54 + 1·55 + ...

6y = 1 + 3·5 +3·52 + 3·53 + 3·54 + 3·55 + ...

= 1 + 3·5·(1 + 5 + 52 + 53 + 54 + ...)

= 1 + 3·5·(−1/4) = 1 − 15/4 = −11/15.

(Son sat›rda bir üst paragrafta buldu¤umuzu kul-

land›k.) Demek ki y = −11/90.

Bu say›lara p-sel say› denir (burada p = 5). Da-

ha söz edece¤iz bunlardan. ♦
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Herhangi iki do¤al say›y› toplayal›m: Diye-

lim, 17625345 ile 67392067 say›lar›n› toplayaca-

¤›z. Ne yapmam›z gerekti¤ini biliyoruz: Bu iki sa-

y›y› altalta yaz›p toplamaya sa¤ basamaktan bafl-

lay›p sola do¤ru gideriz:

Elde 1 vard›r. Toplamaya sa¤dan ikinci basamak-

tan devam ederiz:

Bu böyle devam eder.

Dikkat ettiyseniz toplad›¤›m›z iki say›n›n en

sol basamaklar›n›n olmas›na gerek yok... Topla-

yaca¤›m›z say›lar› sol tarafa do¤ru sonsuza dek

uzatabiliriz. Biz sa¤ basamaktan bafllad›¤›m›zdan

toplam› gene hesaplayabilirdik. 

Örnek olarak, 

...123123123123

say›s›yla,

...678967896789

say›s›n› toplayal›m. Bunlar, bizim bildi¤imiz an-

lamda say›lar de¤il, sol taraflar› hiç durmadan

sonsuza dek gidiyor, ama olsun, gene de biraz sa-

y›ya benziyorlar.

‹flte bu iki say›n›n toplam› flöyle bafllar:

Toplama ifllemini bildi¤imiz yöntemle yapt›k,

en sa¤ basamaktan bafllayarak sola do¤ru gittik.

Hiç durmayaca¤›z belki, belki toplamay› hiç bitire-

meyece¤iz, ama ne önemi var? Önemli olan bitir-

mek de¤il, bafllayabilmek! En soldaki basamaklar

olmasa da olur, yeter ki en sa¤daki basamaklar ol-

sun, ki iflleme nereden bafllayaca¤›m›z› bilelim.

Bu iflleme devam edelim, bakal›m biraz daha

gidince tekrar edecek mi?

Evet, 802091019912 say›s› sola do¤ru tekrar

ediyor ve bu sonsuza dek öyle gidecek.

Yukarda,

3 + 2·10 + 1·102 + 3·103 + 2·104 + 1·105 + ...

say›s›yla,

9 + 8·10 + 7·102 + 6·103 + 9·104 + 8·105 + ...

say›s›n› toplad›k. Bu say›lara p-sel say› ad›n› vere-

ce¤iz ilerde. (Burada p = 10). Tahmin etti¤iniz

üzere p-sel say›lar› çarpabilece¤iz de. ♦

17625345
67392067

2

17625345
67392067
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