Matematik Diinyasi, 2004 Giiz

~ Kapak Konusu: Modiiler ve p-sel Sayilar

Imkansizi Basarmaya Calismak

I. Bu Bir. Ilk olarak, son
derece basit bir denklem ¢ozecegiz, X

3
A

+ 1 = 0 denklemini.

Tamsayilarda ¢oziim ¢ok kolay oldugundan,
denklemi dogal sayilarda, yani N = {0, 1, 2, ... } kii-
mesinde ¢ozmeye ¢alisalim. Nitekim, bu denklemi
negatif sayilarin da bulundugu tamsayilar kiimesi
Z’de herkes c¢ozer (x = —1 tek ¢oziimdiir); zor olan,
bu denklemi Z’de degil, negatif sayilarin bulunma-
dig1 N°de ¢ozmektir! Seytan azapta gerek!

Bu yaziy1 bir masal gibi okumalisiniz. Hayal
aleminde bir yolculuk yapacagiz. Gormediginiz,
duymadiginiz, isitmediginiz bambagka bir diinyaya
dogru yola cikacagiz. Ilerde, baska yazilarda bu
diinyayi insa edecegiz.

X + 1 = 0 denkleminin dogal sayilarda ¢ozii-
mu yoktur diyenlerin bir defa daha yazinin baghgi-
m dikkatlice okumalarini oneririm. Coéziimi bul-
mayacagiz, bulmaya calisacagiz!

Denklemin olasi ¢oziimiine x diyelim, bakalim
bagimiza neler gelecek. x, bir dogal sayi, bunu
unutmayalim.

Madem ki x bir ¢oziim, o zaman,

x+1=0. (1)
Bu esitlikten x’in tek say1r olmak zorunda oldugu
cikar, cuinkii eger x cift say1 olsaydi, 0 zaman x + 1
tek say1 olurdu ve elbette bir tek say1 0’a esit ola-
maz; demek ki x bir tek sayu.

x tek say1 oldugundan, bir x; € N igin,

x=1+2x (2)
esitligi gegerlidir. Bu denklemi (1)’e yerlestirelim:

O=x+1=(142x))+1=2x;+2=20x;+1).

Ardindan 2’yi sadelestirelim:

x1+1=0 (3)
buluruz; aynen (1)’deki denklem, sadece x yerine x4
var. (1) denklemini ¢6zmek igin gene (1) denklemini
cozmek gerektigi gibi yolumuza tag koyacak her tiir-
lu diistinceye kulaklarimizi tikayip devam edelim. x
i¢in yaptigimizi x4 igin yapalim.

(3) denkleminden x{’in tek say1 olmak zorun-
da oldugu cikar, ciinkii eger x bir cift say:1 olsay-
di, 0 zaman x¢ + 1 tek say1 olurdu ve elbette bir tek

say1 0’a egit olamaz.
x1’in tek say1 olmasi gerektigini bulduk. De-

mek ki, bir x, € N i¢in,

xp =1+ 2%, (4)
esitligi gegerli. Bu denklemi (3)’e koyalim:

O=x1+1=(1+2x)+1=2x,+2.

Ardindan 2’yi sadelestirelim.

x+1=0. (5)
buluruz. Hi¢ durmadan devam edelim. Ayni don-
glyl tekrar tekrar yasayacagiz, x,’nin belli bir x3
icin 1 + 2x3’e esit oldugunu, x3’tn de belli bir x4
icin 1 + 2x4’e esit oldugunu, ... buluruz. Buldukla-
rimizi yazalim:

x =1+2x
x1=1+2x,
xy =1+ 2x;
x3=1+2xy
x4 =1+ 2x;

ve bunlari teker teker yerlerine koyalim:
x =1+2x
=1+ 2(1 + 2x))
=1+ 2(1 +2(1 + 2x3))
=14 2(1+2(1 +2(1 + 2xy)))
=1 +2(1+2(1+2(1 +2(1 + 2x5))))

Acalim bunlar:
x =1+2x
=1+2+4x,
=1+2+4+8x3
=1+2+4+8+16x4
=1+2+4+8+16+32x;

=1+2+4+8+ ... +2n71 4 2nx,

X + 1 = 0 denkleminin bir ¢oziimiinii bulduk
gibi. Yukardaki hesaplari “sonsuza” kadar gotu-
rirsek (masal bu ya!)

x=1+2+4+8+16+32+ ...
buluruz. (En sondaki x,,’yi koyacak yer kalmadi!)

Saglamasini yapalim, bakalim gercekten 1 + x
= 0 esitligi dogru mu? Yukardaki egitliklerin sagi-
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na ve soluna 1 ekleyip biraz aritmetik yapmak ye-
terli:
1+x =2+2x
=4+ 4x,
=8 + 8x3
=16 + 16x4
=32+ 32x5

= 2"+ 2nx,

Goruldigu gibi 1 + x “say1”s1, 2’ye 4%, 8,
16’ya ve genel olarak her 27 sayisina boliuniiyor,
yani 0’a egit. Demek ki 1 + x = 0.

1 + x = 0 esitligini bir de soyle gorebiliriz:
1+(1+2 +4+ 8+16+32+...)

2+2 +4+ 8+16+32+ ...

4 +4+ 8+16+32+...
8+ 8+16+32+ ...
16 + 16 + 32 + ...
Ikinin giicleri gittikce saga kayiyorlar ve sonsuzda

1+x

kayboluyorlar!

Bundan da su c¢ikar: 1 + X denkleminin dogal
sayilarda bir ¢6ziimii olsaydi, bu ¢6zim 1 + 2 + 4
+ 8 + 16 + ... “sayis1”’na esit olurdu.

Buldugumuz ¢6ztimii

x=1+2+22+23+ ...
olarak yazip, 1 + x = 0 esitliginin bir defa daha sag-
lamasini yapalim. x’i 2’yle carpip 1 ekleyelim:
x =142 +22423 4244 .,
26 =2 422423424425 4.
1+2x =1+2 +2242342%4 .
Goruldugt gibi 1 + 2x = x, yani 1 + x = 0.
Bu ¢oztimiin ne kadar dogru oldugu, zaten,
universiteye hazirlanan her gencin bildigi
1+t+t2+t3+t4+...:L
1-¢
esitliginden de bellidir. Bu esitlikte (hakkimiz olma-
yarak, ama hak istenmez alinir!) # = 2 alirsak, aynen,
1

2 43, 44
142427427 +2 +...=
+242°4+27+27 + 12

=-1

buluruz!

II. Bu iki. Istim iizerinde oldugumuzdan za-
man kaybetmeden daha biyiik bagarilara imza
atalim. Bu kez, yukardakinden ¢ok daha zor bir
denklem olan X2 + 1 = 0 denklemini ¢6zmeye cali-
salim. Isi karmagiklastirmanin alemi yok, ¢oziimii
dogal sayilarda arayalim.

Coziime x diyelim. x2 + 1 = 0 oldugundan, x
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tek say1 olmalidir. (Eger x cift olsaydi, x2 de cift
olurdu, o zaman da x2 + 1 tek olurdu ve 0’a esit
olamazdi!) Madem ki x bir tek sayi, o zaman, bir
xq i¢in, 2’1 1 + 2x¢ seklinde yazabiliriz:
x=1+2x.
Simdi x’in saglamasi gereken x2 + 1 = 0 denklemi-
ne x’in bu degerini yerlestirelim:
O=x2+1=(1+2x)%2+1
= (1 +4x; +4x42) + 1
=2 + 4xq + 4x42.
Sag taraftan 2’yi sadelestirelim:
1+2x +2x¢2=0
buluruz. Bu kez ¢etin bir cevize ¢attik: x ne olur-
sa olsun sol taraftaki bir tek sayidir ve sifira esit
olamaz. Dolayisiyla 1 + 2x; + 2x¢2 = 0 denklemi-
ni saglayan bir x{ bulunamaz.

X2 + 1 = 0 denklemi dogal sayilarda ¢oziilemez
deyip pes edecegimizi sananlar yaniliyorlar. De-
mek ki yanlig yontem se¢misiz! Arastirmamiza bas-
ka bir yon ¢izelim.

III. Olmad: Bastan. Yukarda X2 + 1 = 0 denk-
lemine modulo 2 baktik (x’in tekligi ya da ¢iftligi
tizerine diistindiik) ve basaramadik. Bu sefer mo-
diilo 3 bakalim.

x gene X2 + 1 = 0 denkleminin bir ¢oziimii ol-
sun. x’i 3’e boldigumuzde kalan say1 0, 1 ya da
2°dir. Yani x, ya 3x ya 3x¢ + 1 ya da 3x¢ + 2 bi-
¢iminde yazilir. i = 0, 1 ya da 2 igin,

x=3x)+1
yazalim. Demek ki,
O=x2+1=03x;+1)2+1
= 9x12 + 6x91 + i2 + 1.
Bundan 3’iin i2 + 1’i bolmesi gerektigi ¢ikar. i = 0,
1, 2 oldugundan, teker teker deneyelim:

i 2 241
0 0 1
1 1 2
2 4 5

Bir kez daha hiisrana ugradik! i2 + 1, i ne olursa ol-
sun 3’e bolunmiyor. Basarisizliktan yilmayalim.
Zaten daha bagindan beri bagaramayacagimizi bil-
miyor muyduk! Yenilen pehlivan gurese doymaz-
mig! Coziim aramaya devam edelim.

IV. Révang. Simdi modiilo 5 deneyelim. Gene
X2 + 1 = 0 denklemini ¢c6zmeye calisacagiz ve ¢ozii-
mii gene dogal sayilarda arayacagiz! Olasi ¢oziime
x diyelim. Demek ki,
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x2+1=0, (6)
dolayisiyla,
x2=-1=4mod 5.

Modiilo 5, sadece 2 ve 3’un karesi 4’tiir. Yani x,
5’e boliindiigunde kalan 2 ya da 3 olmalidir. Dola-
yistyla,

yax=2mod 5 yadax=3mod35
olmalidir. Yani bir x i¢in,

yax =2+ S5xyyadax =3+ 5xq.
Once,
(7)
ile deneyelim, olmazsa digerini deneriz. x’in bu de-

x =2+ 5x;

gerini x2 + 1 = 0 denklemine yerlestirip x; icin el-
de edecegimiz kogula bakalim:
0=1+x2=14+(2+5x)?
=1+ (4 +20x; +25x¢2)
=5+ 20x; + 25x42.
5’e bolerek,
0=1+4x; + 5x;2
elde ederiz. Modiilo 5 alirsak
0=1+4x (mod 5),
ve her iki tarafa da x4 ekleyerek x; = 1 (mod 5) bu-

(8)

luruz. Demek ki, bir x, i¢in,
9)
x1’in bu degerini (8)’e koyup x, i¢in elde edecegi-

X1 = 1 +5.X'2.

miz kosulu gorelim:
0 =1+4x; + 5x42
=1 +4(1 + Sxy) + 5(1 + 5x,)2
=5+ 20xy + 5(1 + Sx,)2.
5’i sadelestirirsek,
0 =1+4x, +(1+35x)2,
yani
2+ 14x) + 52x,2 = 0
elde ederiz. Bu denklemi modiilo 5 gorelim:
2 +4x, =0 (mod 5).
Her iki tarafa da x, eklersek, x, =2 (mod 5) bulu-
nur. Demek ki bir x5 i¢in,

(10)

Xy =2+ 5x3. (11)
Bu degeri (10)’a koyup,
0 =2 + 14x, + 52x,2
=2 + 14(2 + Sx3) + 52(2 + Sx3)?
=30 + 70x3 + 52(2 + Sx3)2.
5’le sadelegtirerek,
0 =6+ 14x3 + 5(2 + 5x3)%.
ve biraz hesapla,
26 + 114x3 + 53x32 =0
buluruz. Modiilo § alalim:
1+ 4x3=0 (mod $).

(12)
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Her iki tarafa da x3 eklersek, x3 =1 (mod 5) bulu-
nur. Demek ki bir x4 icin,
x3=1+ Sx4. (13)
Bu degeri (12)’ye koyup,
0 =26 + 114x; + 53x32
=26 + 114(1 + 5x4) + 53(1 + 5x4)?
=140 + 114 x Sx4 + 53(1 + S5x4)?
esitligini elde ederiz. 5’1 sadelestirelim:
28 + 114x4 + SX(1 + Sx)2 = 0.
Modiilo 5 alalim:
3 +4x4=0 (mod 5).
Her iki tarafa da x4 ekleyelim: x4 = 3 (mod 5). De-

(13)

mek ki bir x5 i¢in,
(14)
Belli ki hi¢ durmadan hep devam edebilecegim,

x4 =3+ 5x5.

hissettim bunu, i¢cime dogdu! Buraya dek bulduk-
larimiz1 toparlayalim.

x =2+ 5xq,

x1 =1+ 5x,,

xy =2+ 5x3,

x3 =1+ 5x4,

x4 =3+ 5x5.

Daha devam etmemiz lazim ama her seyin bir
sinir1 oldugu gibi bu derginin sayfa sayis1 da sinir-
li. Bulduklarimizi yerine koyalim:

x =2+ 5x¢
=2+ 5(1 + 5x,)
=2+ 5(1 +5(2 + 5x3))
=2+ 5(1+5(2+5(1 + Sxy)))
=2+ 5(1+52+5(1+53 + 5x5)))),
ya da
x=2+15+252+ 15+ 3:5% + 55x;.

Hesaplara devam etmedik ama bir bagka yazi-
da kanitlayacagimiz iizere devam edebilirdik ve
onumiize ¢ikan denklemleri sonsuza dek ¢ozebilir-
dik. Devam etseydik, “sonunda”, x2 + 1 = 0 denk-
leminin

X =ay+aS +ar5% +a353 + ayS5t + as5t + ..
biciminde sonsuza dek uzanan bir “¢oziimiini”
bulacaktik. Biz sadece ay, a1, a,, a3, a4’ti bulup da-
ha fazla sabredemeyerek geri kalan katsayilar1 bul-
mayi okura biraktik. En azindan x’in

x=2+15+252 4+ 153 +35%+ ...
diye baglayip sonsuza kadar devam ettigini biliyo-
ruz (daha dogrusu devam ettigi icimize dogdu!
5%iin katsayis1 3 yerine 2 olsaydi tiimevarimla ma-
lum geyi kanitlamaya caligabilirdik, ama ne yazik
ki umdugumuz sonug ¢ikmadi.)
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V. Bagimiza Tas Yagacak! Cok tuhaf sayidar
bulduk yukarda. Biraz once bulunan say, 0, 1, 2, 3
ya da 4’¢ esit olabilen ay, a4, a, a3, ... sayilari igin,

ag + a5 + a5% + a353 + a5 + agSd + ...
biciminde yaziliyordu. Toplam sonsuza kadar gi-
debilir de. Toplam sonsuza kadar gitmeyip durur-
sa (yani g; katsayilar1 bir zaman sonra hep 0 olur-
sa) say: bildigimiz dogal say1 olur (o dogal saymnin
beg tabaninda agilimini yazmis oluyoruz.)

Madem fantezi diinyasinda yol aliyoruz, bu tu-
haf sayilardan birini alalim. Diyelim,

1+5+52+53 454455+ ...
saysint aldik. Bu sayrya x diyelim:
Xx=1+5+52+534+54455+ ...
Simdi x’le 5’1 ¢arpip sonuca 1 ekleyelim:
Xx=1+5+52+534+544554+ ...
Sx =5+52+534+544+55+ ..

1+5x=1+5+524+53+54+55+ ..
buluruz, yani 1 + 5x = x, yani 1 + 4x = 0, yani x =
—1/4, bu da bagka bir numara!
Bir bagka “say1” alalim:
y=1+25+1-5242:53+1-54 4255+ ..
y’yi 5’le carpalim:
5y =35 +2524+1-53 4254+ 1-55 + 2:56 &+ ...
Sonra y’yle 5y’yi altalta yazip toplayalim:
y=1+2-5+1-52 42:53 +1-54 + 2:55 + ...
Sy 5+2:52+1:53+2:54+1:55 + ...
6y =1+ 3-5+3:52 +3-53+3:54+ 355 + ...
=1+35(1+5+52+53+54+..)
=1+35(-1/4) =1-15/4 = -11/15.
(Son satirda bir tist paragrafta buldugumuzu kul-
landik.) Demek ki y = —11/90.
Bu sayilara p-sel say1 denir (burada p = 5). Da-

ha s6z edecegiz bunlardan. ¢

Bildigimiz Toplama ve Carpmayla

Daha Neler Neler Toplayip Carpilir!

Herhangi iki dogal sayiyi toplayalim: Diye-
lim, 17625345 ile 67392067 sayilarini toplayaca-
g1z. Ne yapmamiz gerektigini biliyoruz: Bu iki sa-
yiy1 altalta yazip toplamaya sag basamaktan bas-
layip sola dogru gideriz:

17625345
+ 67392067
2

Elde 1 vardir. Toplamaya sagdan ikinci basamak-
tan devam ederiz:

17625345
+ 67392067
12

Bu boyle devam eder.

Dikkat ettiyseniz topladigimiz iki sayinin en
sol basamaklarinin olmasina gerek yok... Topla-
yacagimiz sayilari sol tarafa dogru sonsuza dek
uzatabiliriz. Biz sag basamaktan bagladigimizdan
toplami gene hesaplayabilirdik.

Ornek olarak,

...123123123123
saysiyla,

...678967896789
sayisini toplayalim. Bunlar, bizim bildigimiz an-
lamda sayilar degil, sol taraflari hi¢ durmadan
sonsuza dek gidiyor, ama olsun, gene de biraz sa-
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yiya benziyorlar.
Iste bu iki saymin toplami sdyle baslar:
...123123123123

+...678967896789
...802091019912

Toplama islemini bildigimiz yontemle yaptik,
en sag basamaktan baslayarak sola dogru gittik.
Hi¢ durmayacagiz belki, belki toplamay hig bitire-
meyecegiz, ama ne 6nemi var? Onemli olan bitir-
mek degil, baglayabilmek! En soldaki basamaklar
olmasa da olur, yeter ki en sagdaki basamaklar ol-
sun, ki igleme nereden baslayacagimizi bilelim.

Bu isleme devam edelim, bakalim biraz daha
gidince tekrar edecek mi?

...123123123123123123
+...896789678967896789

...019912802091019912
Evet, 802091019912 sayist sola dogru tekrar
ediyor ve bu sonsuza dek oyle gidecek.
Yukarda,
34210+ 1:102 + 3-103 + 2:10% + 1-105 + ...
sayisiyla,
9+ 810 + 7102 + 6:103 + 9-10% + 8-105 + ...
sayisini topladik. Bu sayilara p-sel say1 adini vere-
cegiz ilerde. (Burada p = 10). Tahmin ettiginiz

Uzere p-sel sayilari carpabilecegiz de. ¢



