
Tamsay›lar›n dört sütun ha-

linde yaz›ld›¤› yandaki çizelgeye bir

göz at›n. ‹lk sütunda 4’e tam olarak bölünen say›-

lar var. Onun sa¤›ndaki sütun-

da 4’e bölündü¤ünde 1 kalan

say›lar var. Onun da sa¤›ndaki

sütunda 4’e bölündü¤ünde 2

kalan say›lar ve en sa¤daki sü-

tunda 4’e bölündü¤ünde 3 ka-

lan say›lar var.

Sütunlara soldan sa¤a do¤-

ru s›f›r›nc›, birinci, ikinci, üçün-

cü diye adland›ral›m. 0, 1, 2, 3

say›lar›n›n kendi adlar›yla an›-

lan sütunlarda oldu¤una dikka-

tinizi çekerim: 0, s›f›r›nc› sütun-

da, 1, birinci sütunda vs.

Birinci ve ikinci sütunlar-

dan birer say› alal›m, diyelim

13 ve 22. Bu iki say›n›n toplam› (örnekte 35) hep

üçüncü sütunda olacakt›r. Birinci sütundan hangi

say›y› al›rsak alal›m, bu say›n›n ikinci sütundan

herhangi bir say›yla toplam› − flafl›las› fley − hep

üçüncü sütunda ç›kacakt›r. E¤er say›lar› çarparsak

bu kez çarp›m hep ikinci sütunda ç›kacakt›r. Bafl-

ka iki sütundan birer say› alal›m. Bu iki say›n›n da

toplam› ve çarp›m› hep ayn› sütunlarda olacakt›r.

Say›lar›n toplam›n›n ya da  çarp›m›n›n bulundu¤u

sütun, toplan›lan ya da çarp›lan say›lardan ziyade,

bu say›lar›n bulunduklar› sütunlara göre de¤ifliyor.

Böylece, say›lar›n toplam› ve çarp›m› sayesin-

de, sütunlar›n toplam›n› ve çarp›m›n› tan›mlayabi-

liriz. Birinci ve ikinci sütunlar›n toplam› üçüncü

sütun, çarp›m› da ikinci sütun olsun, çünkü say›la-

r›n toplam› ve çarp›m› bize bu kural› f›s›ld›yor. Ay-

n› ak›l yürütmeyle iki sütunun fark›n› da tan›mla-

yabiliriz.

E¤er a bir tamsay›ysa,a, a’n›n sütununu sim-

gelesin. 33, 45 ve 1 ayn› (birinci) sütunda oldukla-

r›ndan, sütunlar› ayn›d›r, yani

1 =33 =45
eflitlikleri geçerlidir. Daha genel olarak, aralar›nda-

ki fark 4 olan say›lar ayn› sütundad›rlar:

... =−7 =−3 =1 =5 =9 = ...
Sütunlar› soldan sa¤a do¤ru

0,1,2,3
olarak adland›rd›k. Tabii bu sütunlar ayn› zaman-

da (s›ras›yla)

8,5,6,7
olarak da ya da bin (ne bini!) de¤iflik flekilde yaz›-

labilirler, ama malum nedenlerden olabildi¤ince

bir önceki yaz›l›m› kullanaca¤›z.

Tan›ma göre,a ileb’nin toplam› (yani a’n›n

bulundu¤u sütunla b’nin bulundu¤u sütunun top-

lam›) a + b’nin bulundu¤u sütundur:

a +b = a + b (1)

Çarp›m da ayn› flekilde tan›mlanm›flt›r:

a ×b = a × b (2)

Bunun gibi,a −b de,

a −b = a − b (3)

olarak tan›mlan›r.

Bu toplama, ç›karma ve çarpma a ve b’den zi-

yade,a veb’ye göre de¤iflir. Yani,a1 =a2 veb1

=b2 ise, o zaman,

a1 ±b1 =a2 ±b2

ve

a1 ×b1 =a2 ×b2.

Zaten sütunlar› toplamay›, ç›karmay› ve çarpmay›

bu sayede tan›mlayabildik, bu eflitlikler geçerli ol-

masayd› böyle bir tan›m yapmaya hakk›m›z ol-

mazd›.

Yukardaki tan›mlara göre,

1 +2 =3
3 +2 =1
3 +1 =0
3 −1 =2
1 −3 =2
3 ×2 =2
1 ×0 =0
2 ×2 =0
33 +23 =1 +3 =0
33 ×23 =1 ×3 =3.

Asl›nda burada yapt›¤›m›z flu: Diyelim33

ile23’ü çarpmak istiyoruz. O zaman 33’le 23’ü çar-
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Kapak Konusu: Modüler ve p-sel Say›lar
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p›p bu çarp›m›n bulundu¤u sütunu yazar›z. Ama

33’le 23’ün çarp›m›n› bulmak kolay olmad›¤›ndan,

33’ün ve 23’ün sütunlar›ndan çarpmas› çok daha

kolay olan say›lar› seçeriz, yukarda 1’i ve 3’ü seçtik.

Negatif say›lar›n sütunlar›n› da toplay›p çarpa-

bilece¤imizi unutmayal›m. Örne¤in,

−7 ×−6 = 1 ×2 =2,

ya da

−7 ×−6 =42 =2.

Sütunlar kümesi Z/4Z olarak tan›mlan›r:

Z/4Z = {0,1,2,3}.

Bu küme üzerine tan›mlad›¤›m›z toplama ve çarp-

ma ifllemlerini afla¤›daki tabloda gösterdik:

Z/4Z kümesinin elemanlar›n›n ne olduklar›n›

da unutmayal›m:

0 = { ..., −8, −4, 0, 4, 8, 12, ...},

1 = { ..., −7, −3, 1, 5, 9, 13, ...},

2 = { ..., −6, −2, 2, 6, 10, 14, ...}, 

3 = { ..., −5, −1, 3, 7, 11, 15, ...}.

Görüldü¤ü gibi, Z/4Z’nin elemanlar›n›n herbiri

Z’nin bir altkümesi; genel kabul gören yerleflik kan›-

n›n tersine Z/4Z’nin elemanlar› 0, 1, 2, 3, say›lar› de-

¤il, Z’nin0,1,2,3 ile simgelenen altkümeleridir.

Bu altkümeler (sütunlar yani) flöyle de gösterilebilir:

0 = 4Z,

1 = 4Z + 1,

2 = 4Z + 2,

3 = 4Z + 3.

Burada, 4Z, yaz›l›m›n da belirtmek istedi¤i gibi,

4’ün katlar› olan, yani 4’e bölünen say›lar kümesi

demek. 4Z + 1 ise, 4’ün katlar›na 1 eklendi¤inde el-

de edilen, yani 4’e bölündü¤ünde 1 kalan say›lar

kümesi demek.

Kolayca görülece¤i üzere,

0 = 4Z = 4Z + 4 = 4Z + 8 = 4Z − 4 =4,
1 = 4Z + 1 = 4Z + 5 = 4Z − 3 =5,

2 = 4Z + 2 = 4Z + 6 = 4Z − 2 =6,

3 = 4Z + 3 = 4Z + 7 = 4Z − 1 =7,

Yukarda 4 için yapt›klar›m›z› herhangi bir po-

zitif n do¤al say›s› için de yapabiliriz. O zaman

Z/nZ kümesini elde ederiz:

Z/nZ = {0,1, ..., n − 1}.

Bu kez0, nZ ile simgelenen n’nin katlar›, ya-

ni n’ye bölünen say›lar kümesidir. ‹flte Z/nZ küme-

sinin elemanlar›:

nZ =0 = {0, ±n, ±2n, ±3n, ...}

nZ + 1 =1 = {1, ±n + 1, ±2n + 1, ±3n + 1, ...}

nZ + 2 =2 = {2, ±n + 2, ±2n + 2, ±3n + 2, ...}

...

nZ + n − 1 = n − 1 = −1

= {n − 1, ±n + n − 1, ±2n + n − 1, ...}

Bu nZ + a ya daa kümelerine modülo n ya da

modüler say›lar denir. Bunlar bildi¤imiz anlamda

say› de¤iller elbet. Ama afla¤›da görece¤imiz üzere,

aynen say›lar gibi toplan›p ç›kar›l›p çarp›l›rlar.

Modülo n say›lar› da aynen n = 4 örne¤inde

oldu¤u gibi,

a ±b = a + b (1)

a ×b = a × b (2)

kurallar›yla toplay›p ç›kar›p çarpar›z.

Genelliklea ×b yerineab yaz›l›r. 

(1) ve (2) tan›mlar› sayesinde Z’deki toplama

ve çarpman›n birçok özelli¤i Z/nZ’ye yans›r. Örne-

¤in, Z/nZ’de de, aynen Z’deki gibi,

x(y + z) = xy + xz

eflitli¤i geçerlidir. Bunu kan›tlayal›m. x, y, z ∈ Z/nZ

olsun. O zaman, a, b, c ∈ Z için,

x =a, y =b, z =c
dir. (1) ve (2)’den dolay›:

x(y + z) =a(b +c) =a(b + c) = a(b + c)

= ab + ac =ab +ac =ab +ac
= xy + xz.

Okur, bu kan›ttan hareketle, her x, y, z ∈ Z/nZ

ve her a ∈ Z için,

x + (y + z) = (x + y) + z

x + y = y + x

x +0 =0 + x = x

a + (−a) =0
x(yz) = (xy)z

xy = yx

1x = x1 = x

0x = x0 =0
x(y + z) = xy + xz

eflitliklerini kolayl›kla kan›tlayabilir.

Üçüncü ve yedinci eflitliklerden dolay›,0’a

Z/nZ’nin toplama için,1’e de çarpma için etkisiz

elemanlar› denir. Bunlara s›ras›yla Z/nZ’nin s›f›r ve

birim eleman› adlar› da verilir. Dördüncü özellik-

ten dolay›,−a eleman›n› ço¤u zaman −a olarak ya-

zar›z.

Yukardaki dokuz özelli¤i sa¤layan bir “ya-

p›”ya de¤iflmeli halka denir. Demek ki 

(Z/nZ, +, ×,0,1)
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bir de¤iflmeli halkad›r. Matemati¤in bu önemli yap›-

lar›ndan son üç say›d›r söz ediyoruz. Ama gözünüz

korkmas›n, bu yaz›da soyut halka kavram›n› kul-

lanmayaca¤›z. Üstelik, de¤iflmeli bir halka, elinden

geldi¤ince tamsay›lara benzemek isteyen son derece

do¤al bir yap›d›r. Kolayl›k olsun diye, de¤iflmeli hal-

ka yerine k›saca halka deyimini kullan›yoruz.

Her ne kadar a ∈ Z say›s› modülo 4 ve 5 ayn›

flekilde,a ile gösterilmiflse de, bu elemanlar eflit de-

¤ildirler. Örne¤in a = 0 ise, Z/4Z’de0 = 4Z, ama

Z/5Z’de0 = 5Z. Dolay›s›ylaa yaz›l›m›n› kullan›r-

ken dikkatli olunmal›d›r, e¤er herhangi bir kar›fl›k-

l›¤a neden olma olas›l›¤› varsa,a yerine nZ + a ya

da (a mod n) yaz›l›m› ye¤lenmelidir.

Yukardaki tart›flmadan da anlafl›laca¤› üzere,

e¤er n ≠ m ise, Z/nZ ∩ Z/mZ = ∅’dir. Ama daha

sonra görece¤iz ki, e¤er m, n’yi bölüyorsa, o zaman

Z/mZ’yi Z/nZ’nin bir altkümesi (üstelik güzel bir alt-

kümesi) olarak görmenin bir yolu vard›r.

Bir somut örnek daha verelim:

Z/5Z = {5Z, 5Z +1, 5Z + 2, 5Z + 3, 5Z + 4}

= {0,1,2,3,4},

ve

5Z = { ..., −15,−10, −5, 0, 5, 10, 15, ...}

5Z + 1 = { ..., −14, −9, −4, 1, 6, 11, 16, ...}

5Z + 2 = { ..., −13, −8, −3, 2, 7, 12, 17, ...}

5Z + 3 = { ..., −12, −7, −2, 3, 8, 13, 18, ...}

5Z + 4 = { ..., −11, −6, −1, 4, 9, 14, 19, ...}.

‹flte Z/5Z’nin toplama ve çarp›m tablolar›:

Z/4Z’nin toplama tablosuyla Z/5Z’nin toplama

tablolar› aras›nda büyük bir ayr›m yok, ama çar-

p›m tablolar› aras›nda çok önemli bir ayr›m var.

Z/4Z’de2 ×2 =0 ama Z/5Z’de0 olmayan ele-

manlar›n çarp›m› s›f›r olam›yor. Bu çok önemli bir

ayr›md›r. S›f›r olmayan elemanlar›n çarp›m›n›n s›-

f›r olmad›¤› halkalara taml›k bölgesi denir. Örne-

¤in, Z/6Z bir taml›k bölgesi de¤ildir, çünkü s›f›r ol-

mayan2 ve3 elemanlar›n›n çarp›m› bu halkada

s›f›rd›r. Kolayca kan›tlanaca¤› üzere, Z/nZ’nin bir

taml›k bölgesi olmas› için gerek ve yeter koflul

n’nin bir asal olmas›d›r.

Geçen say›larda da kan›tlad›¤›m›z üzere, e¤er p

bir asalsa, Z/pZ halkas›nda, 0’a eflit olmayan her b

eleman› için by = 1 eflitli¤ini sa¤layan bir y vard›r.

[MD-2004-II, sayfa 11, Önsav 7’de a = p al›n.)

En son tan›m olarak, Z’nin bir eleman›yla

Z/nZ’nin bir eleman›n› çarpabilece¤imize dikkati-

nizi çekerim. Nitekim, e¤er m ∈ Z vea ∈ Z/nZ

ise, ma çarp›m›n› Z/nZ’nin ma eleman› olarak ta-

n›mlayal›m:

ma = ma.

Elbette 2a =a +a, 3a =a +a +a vs. Do¤all›k, her

yerde oldu¤u gibi burada da kendini gösteriyor.

Her m, m1, m2 ∈ Z ve her x, y∈ Z/nZ için, afla-

¤›daki eflitliklerin geçerli oldu¤unu kan›tlamak çok

kolay:

m(x + y) = mx + my

(m1 + m2)x = m1x + m2x

m(xy) = (mx)y = x(my)

m1(m2x) = (m1m2)x

m1 =m
nx =0
(−1)x = −x.

Bir sonraki yaz›da birkaç n için Z/nZ halkas›n›

inceleyece¤iz. Önce n = 4 ile bafllayaca¤›z inceleme-

mize. Yaz›l›mda kolayl›k olmas› için, al›flageldi¤i

üzere Z/4Z halkas›n›n0,1,2,3 elemanlar› yeri-

ne 0, 1, 2, 3 yazaca¤›z ama lütfen bunlar›n tamsa-

y› olduklar›n› sanmay›n. Tamsay›larda, 2 + 2 = 0

eflitli¤i herkesin bildi¤i üzere yanl›flt›r. Z/4Z halka-

s›nda, yanl›fl olan 2 + 2 = 0 eflitli¤i yerine, durumu

kurtarmak için,

2 + 2 ≡ 0 mod 4

yaz›l›r ço¤u zaman. Bunun gibi, gene Z/4Z halka-

s›nda

5 ≡ 1 ≡ 9 ≡ −3 mod 4

gibi “denklik”ler yaz›l›r. Bu denkliklerin anlam›

bellidir: 5, 1, 9 ve −3 say›lar›n›n ayn› sütunda (bi-

rincisinde) olduklar›n› söyler. Genel tan›m ve olgu-

lar flöyle:

a ≡ b mod n

ancak ve ancak 

n, a − b’yi bölüyorsa,

ancak ve ancak

nZ + a = nZ + b ise

ancak ve ancak

Z/nZ’dea =b ise.

Sonraki yaz›larda Z/nZ’ye çok daha ayr›nt›l›

bir biçimde e¤ilece¤iz.  ♦
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