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Matematik Diinyasi, 2004 Giiz

~ Kapak Konusu: Modiiler ve p-sel Sayilar

Z/nZ Halkasini Parcalamak

I. Ornekler. Z/nZ halkasinda
x2 = x gibi son derece basit bir denk-

lemi ¢ozmeye calisin. Ya da Z/nZ halkasindaki

karelerin sayisini bulmaya ¢alisin. Eger bu yazida

Esgiicliiler
Eger x2 = x ise, her k >
0 dogal sayisi igin, xk =
x’dir elbette. Bu yiizden
bu denklemi saglayan
elemanlara esgiiclii ele-
manlar denir. Z/180Z
yapisinda 8
vardir: Sirasiyla, 0, 36,
100, 136, 45, 81, 145,
1. Coziimlerin hangi si-
rayla yazildiklarini an-
cak bu yaziy1 okuyan

anlayabilecektir!

esgiicli

basit halkalara indirgeyecegiz.
Orneklerle yola gikalim.

recegiz.

yapacaklarimizi 6nceden bil-
miyorsaniz, bu sorularin hig
de kolay olmadigimi gore-
ceksiniz, ki bunlar oldukg¢a
basit sorulardir, Z/nZ halka-
lartyla ilgili cok daha zor so-
rular vardir. Bu yazida Z/nZ
halkasinda x? = x denklemi-
ni ¢ozmeye yarayacak ve bu
tir cebirsel sorularin yanit-
lanmasinda son derece ya-
rarli bir sonug ve yontem go-

Z/nZ halkasini “pargala-
yarak”, Z/nZ halkasi tizerine
sordugumuz sorulari daha

Ornek 1. Tamsayilari asagidaki gibi bir cizelge

halinde modiilo 4 ve modiilo 3 yazalim. Birinci si-

tuna Z’nin elemanlarini yazdik; ikinci ve Ggiincii sii-

tunlara da tamsayilarin modiilo 4 ve 3 degerlerini.

Z |z/4z| z/32| 2142 x 7/3Z
0] 0] o (0, 0)
1] 1 1 (1,1)
21 2| 2 (2,2)
31 3] 0 (3,0)
4 10| 1 (0, 1)
s 11| 2 (1,2)
61 21 o0 (2,0)
71 3| 1 (3,1)
8 | 0| 2 (0, 2)
91 1] o (1,0)
0] 2 | 1 (2,1)
11| 3 | 2 (3,2)
12 0 | 0 (0, 0)
13| 1 1 (1,1)
4] 2 | 2 (2,2)

Son stitunda bu iki
degeri bir parantez
icinde belirttik.
Boylece en sol-
daki stitun olan
Z’den en sagdaki
stitun olan Z/4Z x
Z/3Z’¢ giden bir
elde

ederiz. Ornegin bu

fonksiyon

fonksiyonun 5’te-
ki degeri (1, 2)°dir,

daha dogrusu

(1, 2)°dir, yazihmda kolaylik olsun diye sayilarin

ustiine koymamiz gereken cizgileri koymadik. Bu-
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radaki (1, 2)’nin ilk koordinati olan 1, Z/4Z ki-
mesindedir ve 4Z + 1 anlamina gelmektedir; ikinci
koordinat olan 2 ise Z/3Z kiimesindedir ve 3Z + 2
anlamina gelmektedir. Belki de fonksiyonun 5’te
aldigi degeri, (1, 2) yerine
(5 mod 4, 5 mod 3)
olarak, yani
(1 mod 4, 2 mod 3)
olarak gostermek daha dogru olurdu.
Bu fonksiyona ¢ adini verelim.
¢ :Z—> Z/AZ x Z/3Z fonksi-
yonunun aldigi degerlerin birka-

L ¢(0) = (0, 0)
cini yandaki cizelgede yazdik. Bu (1) = (1, 1)
cizelgeden de gorulecegi tizere =
) AR . 0(2)=1(2,2)
12°den sonra bir dongi elde edi-
i . 9(3) =(3,0)
yoruz, her 12 sayida bir fonksiyo- (4) = (0, 1)
nun aldigi degerler yineleniyor. (P( 5) : (1’ 2)
bbb
' n+12=n (mod 3) WS leol,
ve B ¢(8) = (0, 2)
3 ¢(9) =(1,0)
dir Ya:i+h5; : (Zrnioicil4) WSS
R (m‘iz)’ o(11) = (3,2)
N ' 9(12) = (0, 0)

Bu sayede, Z’den Z/4Z x Z/3Z’¢

giden ¢ fonksiyonu Z/12Z’den

Z/4Z x Z/32Z’e giden bir fonksiyon dogurur. Nite-

kim, yukarda tanimlanmig olan

¢0:Z—>2/4Z x 2/3Z

fonksiyonunun yardimyla, her a € 2/12Z igin,
0(a) = ¢(a),

yani

(@ mod 12) = (2 mod 4, 2 mod 3)
kurali sayesinde,

9(0) = ¢(0) = (0, 0) 9(6) = ¢(6) = (2, 0)
o(1) = (1) = (1, 1) 0(7) = ¢(7) = (3,1)
92) = 9(2) = (2,2) 9(8) = ¢(8) = (0, 2)
9(3)=9(3) = (3,0) 9(9) = ¢(9) = (1, 0)
9(4) = 9(4) = (0, 1) 9(10) = 9(10) = (2, 1)
o(5) = (5) = (1,2) o(11) = (11) = (3, 2)
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¢ :2/12Z — Z/4Z x 2/3Z
fonksiyonunu tanimlayabiliriz:

Yazilim yogunlagmasin diye en sagdaki ¢ de-
gerlerinin koordinatlarinin ustiine ¢izgi ¢ekmedik.
Bunlarin birinci koordinatlarinin Z/42’de, ikincisi-
nin Z/3Z’de oldugunu unutmayalim.

¢ fonksiyonunu asagidaki sekildeki gibi res-
medebiliriz. Gri alan iginde
Z/12Z’nin elemanlarini goru-

yorsunuz, 0’dan 11’e¢ kadar

(0’dan 11’ kadar olmali as-

linda.) Iki eksenden dikey ola-

ni Z/42Z’yi, yatay olan digeri

z/i3z  Z/3Z%i simgeliyor. Gri alan

o/<>on.~

1 2
icindeki bir elemanin bu iki

eksen tizerindeki izdiisiimleri, elemanin ¢’de aldi-
g1 degerin iki koordinatini veriyor.

Bu sekilden ya da yukardaki yaptiklarimiz-
dan, ¢’nin bir esleme oldugu anlagiliyor. Zaten
hem Z/12Z’nin hem de Z/4Z x Z/3Z’nin 12’ser ta-
ne elemani var, dolayisiyla bu iki kiime arasindaki
birebir her fonksiyon orten, orten her fonksiyon
birebir olmak zorunda, ve ¢’nin de birebir oldugu-
nu kanitlamak ¢ok kolay.

Ornek 2. Yukarida yaptigimizi sadece 3 ve 4’le
degil, iki ya da daha fazla dogal sayiyla da yapabi-
liriz, en azindan bir yere kadar yapmaya ¢alisabili-
riz. Ornegin, Z’den Z/4Z x Z/9Z x Z/30Z’ye giden
“dogal” (yani tahmin edilecegi gibi sayilar sirasiy-
la modiilo 4, 9 ve 30 alinarak tanimlanan) ¢ fonk-
siyonunu ele alalim:

9(35) =(3,8,9),
0(325) = (1, 1, 25),
©(835) = (3, 7, 25).

Her 180 sayida bir bu fonksiyon ayni degeri
alir, yani fonksiyonun periyodu 180’dir (yukarda-
kinin 12’ydi.) Aslinda ¢, her 360 ya da 540 sayida
bir de ayni degeri alir, ama en kiiciik periyodu bul-
mak daha ekonomik.

Boylece,

¢:Z—ZI4Z x Z/19Z x Z/30Z
fonksiyonu bize, her a € Z/180Z igin,
¢la) = ola),
yani,
¢(a mod 180) = (2 mod 4, a mod 5, 2 mod 30)
kuraliyla tanimlanmig
¢ : Z/180Z — Z/AZ x Z/9Z x Z/30Z
fonksiyonunu verir.

¢ degil ama ¢ birebirdir, ciinkii eger ¢(a)
= @(b) ise, a — b sayis1 4’¢, 9°a ve 30’a boliniir, do-
layisiyla bu sayilarin en kigik ortak kati olan
180’e bolunir.

¢ birebirdir ama 6rten olamaz, ¢iinkii fonksi-
yonun imgesi olan Z/4Z x Z/9Z x Z/30Z kiimesin-
de 4 x 9 x 30 = 1080 tane eleman var, kalkis kii-

mesinin tam 6 misli kadar.

Ornek 3. Bu kez, gene dogal bir bigimde ta-
nimlanmis olan,
¢0:Z—>Z/AZ x Z/9Z x Z/5Z

fonksiyonuna bakalim. Ornegin,

9(325) = (1, 1, 0),

0(834) = (2, 6, 4).
Gene 180 sayida bir fonksiyon kendini yineler,
¢@’nin periyodu 180’dir. Dolayisiyla ¢ fonksiyonu
sayesinde,

¢ : Z/180Z — Z/AZ x 2/9Z x ZISZ
fonksiyonunu
9(a) = ¢la)
kuraliyla tanimlayabiliriz:
¢la mod 180) = (a mod 4, a mod 9, a mod $).

Tanimlanan bu ¢ fonksiyonunun bu kez bir esle-
me oldugu aynen yukarda birinci 6rnekte yaptigi-
miz gibi kanitlanabilir.

II. Ana Teorem. Ilk ii¢ 6rnekte tammlanan o
fonksiyonlarinin 6nemli bir ozelligi vardir: Mate-
matiksel deyisle, ¢ fonksiyonu toplamaya, cikar-
maya ve carpmaya saygi duyar. Burada tam ne de-
mek istedigimizi anlatmak i¢in biraz tanima ihtiya-
cimiz var.

Yukardaki Z/4Z x Z/3Z ornegine geri donelim.
Z/4Z ve Z/3Z kuimeleri tizerinde toplama, ¢ikarma
ve carpma adini verdigimiz ti¢ islem tanimlamistik
gecen yazida. Benzer bir yapiy1 Z/4Z x Z/3Z kime-
sinde de tanimlayacagiz. Ve bunu son derece “do-
gal” bir bigimde yapacagiz.

ZInZ x Z/mZ kiimesinden iki (a, b), (a', b') ele-
mant alalim. Bunlari toplamak, birbirinden ¢ikar-
mak ve birbirleriyle carpmak istiyoruz. Cok kolay!
Koordinatlari ayr1 ayri toplayip ¢ikarip ¢arpalim:

(a, byt (a',b)=(axta,btd)
(a, b)(a', b') = (aa', bY').

Boylece Z/nZ x Z/mZ kiimesi tizerine toplama,
¢ikarma ve ¢arpma adini verdigimiz ti¢ iglem ta-
mimlamig oluruz ve bu islemler sayesinde Z/nZ x
Z/mZ kumesi cebirsel bir yapiya burinmus olur,
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Dikkat! Ikinci ve iigiincii 6rneklerde ¢ fonk-
siyonunu tanimlamak i¢in @’nin periyodu olan
180’i se¢memiz rastlanti degildi. 180 yerine
180’in herhangi bir katini da alabilirdik ve bire-
bir olmasa da gene bir fonksiyon bulabilirdik,
ama 180’in katlar1 disinda bir say1 alamazdik,
ciinkii 0 zaman bir fonksiyon bile elde etmezdik.

Benzer sorunu modiilo 7 yazilmis sayilar
modiilo 7 almak istedigimizde yasariz. Ornegin
n="7,m=5 olsun ve ¢ : Z/7Z — Z/5Z fonksi-
yonunu,

¢(a mod 7) = (a mod 5)
kuraliyla “dogal olarak” tanimlamaya ¢alisalim.
O zaman,
(7mod 5) = @(7 mod 7) = ¢(0 mod 7) = (0 mod 5),
yani 7 = 0 mod 5 gibi sagmasapan bir sonug ¢1-
kar. Demek ki tanimlamaya ¢alistigimiz fonksi-
yon yoktur, olamaz.

Genel olarak,

¢(a mod 7) = (a mod m)

kuralinin Z/nZ’den Z/mZ’ye giden bir fonksiyon
tanimlayabilmesi icin, her a ve b tamsayisi igin,

a=bmodn
kosulunun,

a=bmodm
sonucunu dogurmasi gerekmektedir, ki bu da an-
cak m, n’yi boltiyorsa miimkiindiir (okura aligtir-
ma.) Ornegin, Z/24Z’den Z/8Z’ye giden “dogal”
bir fonksiyon vardir (¢tinkii 8, 24°i boler) ama
Z/24Z°den Z/7Z’ye giden “dogal” bir fonksiyon
yoktur.

ustelik Z/nZ ve Z/mZ’nin cebirsel yapilarini yansi-
tan cebirsel bir yapiya, sayfa 14’teki “halka 6zel-
liklerini” saglayan bir yapiya... Nasil Z’nin,
Z/nZ’nin ve Z/mZ’nin ¢arpma igin etkisiz eleman-
lar1 varsa, ki boyle bir elemana birim eleman ad:
verilir, Z/nZ x Z/mZ’nin de ¢arpma igin bir etkisiz
elemani vardir: (1, 1). Z/nZ x Z/mZ bu cebirsel ya-
pist da, Z, Z/nZ ve Z/mZ’ninkiler gibi halka 6zel-
liklerini saglar, yani bir halkadir.

Simdi sunu kanitlamak istiyoruz: Eger # ve m
birbirine asal iki dogal sayiysa, Z/nmZ cebirsel ya-
pistyla yukarda tamimlanan Z/nZ x Z/mZ cebirsel
yapist arasinda hemen hemen hig fark yoktur. Or-
negin, birinci yapida x2 = x denkleminin kag tane
¢Ozimu varsa, ikinci yapida da o kadar vardir. Ya
da, birinci yapidaki karelerin sayisi ikinci yapidaki
karelerin sayisine esittir. Boylece, Z/nmZ halkasi
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iizerine sorulan cebirsel bir

soruyu Z/nZ x Z/mZ yapisi- ZN4Z'de Kareler

e . 02=0 72=1
na indirgemis olacagiz. 2o 92 -3
Ote yandan, Z/nZ x 52 - ) 92 - .
ZImZ yapist, ZInZ ve Z/mZ - -
. 32=9 102 =2
yapilari tarafindan belirle-
. 42=2 112=9
nir. Sonug¢ olarak, Z/nmZ
yapisi Uzerine sorulan cebir- $2=11 122 = 4
62=8 132 =1

sel bir soruyu, Z/nZ ve )
Demek ki Z/14Z hal-

kasinda sadece 0, 1,
2,4, 8,9 ve 11 bir ka-
re, bagka da yok.

Z/mZ yapilarina indirgemis
olacagz.

[lerde daha fazla ayrinti
ve ornek verecegiz. Once,

“cebirsel yapilar arasinda Toplam yedi tane, Bu

hemen hemen hig fark yok- el ) yelaidan
. .. Z/nZ’deki kare sayist
tur” teoremini yazip kanit- .
bulunabilir.

layalim. Teoremin kendisi
uzun ama kaniti bu agama-

da oldukea kisa.

Ana Teorem. n ve m iki pozitif dogal say: ol-

sun. ¢, Z’den ZInZ x ZImZ’ye giden ve

¢(a) = (@ mod n, a mod m)
kuraliyla “dogal” olarak tammlanms fonksiyon
olsun. ¢ fonksiyonu toplamaya, cikarmaya ve
carpmaya saygi duyar, yani her a, b € Z icin,

@@ £ b) = gla) £ ¢(b)
®(ab) = o(a)o(b)

esitlikleri gecerlidir ve ¢, Z’nin birim elemani olan
1’i ZInZ x ZImZ’nin birim elemani olan (1, 1)’e
gotiiriir.

Ayrica, bu fonksiyonun en kiicitk periyodu
ekok(n, m)’dir. Yani eger ekok(n, m) = k ise ve a,
b € Z sayilart a = b mod k denkligini saglarlarsa, o
zaman, ¢(a) = ¢(b) esitligi gecerlidir. Dabast, k, bu
esitligin her a ve b icin saglandigi en kiiciik pozitif
dogal sayidir. Dolayistyla ¢ fonksiyonu, her a e
Z/RZ icin,

o(a)
kuraliyla tanumlanmas
¢ : ZIkZ — ZInZ x ZImZ
fonksiyonunu dogurur. ¢ fonksiyonu da ¢ gibi

o(a)

toplamaya, ¢ikarmaya ve carpmaya saygt duyar ve
Z/kZ’nin birim eleman: olan 1’i ZInZ x ZImZ’nin
birim elemani olan (1, 1)e gétiiriir. Dahast
fonksiyonu birebirdir.

Son olarak, ¢ fonksiyonunun érten (yani esle-
me) olmasi icin yeter ve gerek kosul n ve m sayilari-
mn birbirine asal olmast, yani k = nm esitligidir.
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Kanit: Kanit ¢cok basit, her gey tanimlardan ¢i-
kiyor. Biz gene de birkag ayrintiy1 yazalim.
¢(a) = (@ mod n, a mod m)
kuraliyla tanimlanmus ¢ : Z — Z/nZ x Z/mZ fonk-
siyonun toplamaya, ¢ikarmaya ve ¢arpmaya saygi
duydugu ve birim elemani birim elemanina gotur-
diigii, ¢’nin ve Z/nZ x Z/mZ iizerine koydugumuz
cebirsel yapinin tanimlarindan hemen ¢ikar.
Simdi ¢(a) = ¢(a) kuralyla
¢ : ZIkZ — ZInZ x ZImZ
fonksiyonunu tanimlayabilecegimizi kanitlayalim.
Bunun icin, her a, b € Z icin, Z/kZ yapisindaki a
o(b)
esitligini dogurdugunu kanitlamaliyiz, yoksa ¢ di-

= b esitliginin, Z/nZ x Z/mZ yapisinda, ¢(a)

ye bir fonksiyon tanimlayamayiz. Yani
a=bmod k
denkliginin,
a=bmod nvea=bmodm
denkliklerini dogurdugunu kanitlamaliyiz. Yani
eger k, a — b’yi boluyorsa, 7 ve m’nin a — b’yi bol-
digint kanitlamaliyiz. Ama k = ekok(n, m) oldu-
gundan, bu bariz. Demek ki yukardaki gibi, ¢(a)
= ¢(a) kuraliyla tanimlanmig
¢ : ZIkZ — ZInZ x ZImZ

fonksiyonu gercekten var.

o(a) p
karma ve ¢arpmaya saygi duydugundan, ¢ foksiyo-

¢(a) esitliginden ve ¢’nin toplama, c¢i-
nu da bu islemlere saygi duyar. Ayni nedenden ¢
foksiyonu birim elemanini birim elemanina gotiirtir.

¢ fonksiyonunun birebir oldugunu kanitlaya-
lm simdi. ¢(a) = @(b) esitligini varsayalim. De-
mek ki, ¢(a) = ¢(b), yani ¢’nin tanimindan dolayi,

(a mod n, a mod m) = (b mod n, b mod m),

yani a = b mod n ve a = b mod m, yani n ve m sa-
yilart @ — b sayisin1 boliyor, demek ki ekok(a, b),
yani k, a — b sayisin1 boluyor, yani Z/kZ halkasin-
da a = b. Boylece ¢ fonksiyonunun birebir oldu-
gu kanitlanmis oldu.

Bir iist paragrafta birebir oldugunu kanitladigi-
miz ¢ fonksiyonunun 6rten olmast icin k = |Z/kZ| =
|Z/nZ x Z/mZ| = nm olmaly, yani ekok(n, m) = nm
olmali, yani # ile 7 birbirine asal olmali. O

Okur dikkat etmigse, yukardaki teoremde ta-
mmlanan ¢ fonksiyonu sadece k = ekok(, m) icin
degil, ekok(n, m)’nin tim tam katlar igin de ta-
mimlanabilir, ama @’nin birebir olmasi i¢in illa ve
illa k& = ekok(n, m) olmalidir.
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III. Egyapisallik. Ana Teorem’de, eger n ve m
birbirine asalsa, Z/mmZ ile Z/nZ x Z/mZ yapilari-
nin birbirine ¢ok benzedigi kanitlandi, yani
ZinmZ’den Z/nZ x Z/ImZ’ye giden, toplama, ¢ikar-
ma ve carpmaya saygl duyan ve birim elemanini
birim elemanina gotiiren bir eglemenin varligi ka-
nitlandi. Bu durumda, Z/nmZ ve Z/nZ x Z/mZ hal-
kalarina egyapisal denir, cebirsel islemlere ve birim
elemana saygi duyan eslemeye de esyap1 doniisii-
mii adi verilir. Iki halkanin esyapisal olmasi de-
mek, iki halka arasinda pek az bir ayrim vardir de-
mektir, hatta elemanlarinin adlar1 disinda, topla-
ma, c¢ikarma ve carpma sozkonusu oldugunda,
aralarinda hicbir ayrim yoktur demektir. Bu du-
rumda, hemen hemen esit anlaminda,

ZlnmZ = ZInZ x ZImZ
yazariz. Ornegin,

Z2/6Z ~Z/2Z x Z/3Z,

Z/12Z ~ 7147 x 2/3Z,

Z/50Z ~ Z/2Z x Z/25Z,

Z/30Z = Z/2Z x Z/3Z x Z/52Z,

Z/60Z ~ Z/4Z x Z/3Z x Z/5Z.

Eger n ve m birbirine asal iki pozitif tamsa-
yiysa, Z/nmZ halkasindan Z/nZ x Z/mZ halkasi-
na giden bir egyap1 doniigiimii (yani toplamaya,
¢ikarmaya ve carpmaya saygi duyan ve birim
elemani birim elemana gotiiren bir esleme) oldu-
gunu gorditk. Buldugumuz bu esyapr doniisi-
mu, Z/nmZ halkasinin (x mod mm) elemanini
Z/nZ x ZImZ halkasinin (x mod 7, x mod m) ele-
manina goturiiyordu. Bu iki halka arasinda,
bundan bagka da esyapt doniigimi olamaz.
Cunkii @ bir esyap1 dontigimiiyse, @(1), Z/nZ x
Z/mZ halkasinin (1, 1) birim elemanina esittir ve
Z/nmZ halkasinin her x elemani 1’in kendisiyle
birkac kez toplamuyla elde edildiginden, ¢(x)’in
ne oldugu bellidir:

ox) =01 +..+1)

o(1) + ... + o(1).

IV. Esyapisallik Ne Ise Yarar? A ve B iki esyapi-
sal halka olsun. Aralarindaki esyapisal doniigiime ¢
diyelim. Demek ki ¢, A’dan B’ye giden bir egleme ve
her a, a’ € A igin,

plata’) = ¢la) £ ola)

plaa’) = gla)p(a’)

o(14)=1p
esitlikleri saglaniyor. (Burada 1,4, A’nin, 15 ise B’nin
birim elemanlaridir.)
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Diyelim B’de x2 = x denklemini ¢6zmek istiyo-
ruz. Ayni denklemi A’da ¢6zup, A’daki ¢oziimlerin
@-imgelerini alarak B’deki tim ¢oziimleri bulabili-
riz. Nitekim, eger a, x2 = x denkleminin A’da bir
¢oziimiiyse, yani a2 = a denklemi A’da saglaniyor-
sa, 0 zaman b = ¢(a) yazip hesaplayalim:

b? = ¢(a)? = 9(a)o(a) = ¢laa) = p(a?) = pla) = b
esitligini elde ederiz. Demek ki b, x2 = x denklemi-
nin B’de bir ¢oziimudur.

Bunun tersi de dogrudur. Eger b, x2 = x denk-
leminin B’de bir ¢oziimiiyse, o zaman, a = ¢~1(b)
ayni denklemin A’daki bir ¢6ziimudir. Bunun ka-
nit1 da oldukga kolaydir ve okura birakilmigtir.

Ozetleyecek olursak, denklemin A’daki ve
B’deki ¢oziim kiimeleri, ¢ esyapt doniigimu saye-
sinde birbirlerine tekabul ederler, yani eger C,4 ve
Cp denklemin A’daki ve B’deki ¢oziim kiimeleriy-
se, 0 zaman ¢(Cy) = Cp ve 0~1(Cp) = C'dhr.

Sonug olarak, denklemi B’de ¢6zebiliyorsak, ¢
sayesinde ayni denklemi A’da da ¢ozebiliriz. Eger
A’da cozebiliyorsak, ¢ sayesinde ayni denklemi
B’de de ¢ozebiliriz.

Bu dedigimiz sadece x2 = x denklemi icin degil,

(3x2 — 5y)z = 4xy
gibi toplama, ¢ikarma, ¢arpma ve tamsayilar kul-
lanilarak yazilan bir ya da daha ¢ok bilinmeyenli
her denklem ya da denklem ailesi i¢in de gegerlidir.

Bir sonraki paragrafta, yukardaki diisiinceyi
Z/nZ’ye uyarlayip, x2 = x denkleminin Z/nZ’deki
¢oziim sayisini bulacagiz. Ama once asagidaki so-
nuca ihtiyacimiz var.

Agagidaki sonucun, yukardaki Ana Teorem’den
hareketle, 7’yi bolen asal sayilarin sayisi tizerine ti-
mevarimla nasil kanitlanacagi bariz olmali.

Sonug. 7 > 1 bir dogal say: olsun. n’yi asallarina
ayiralim: n = pyk ... pkr. Burada pq, ..., p,, W'y bé-
len birbirinden degisik asallardir. O zaman,

ZInZ =~ ZIpyKZ x ... x ZIp keZ.

Ayrica, ZInZ’nin bir (x mod n) elemamm,

ZIpRZ x ... x ZIp kZ'nin

(x mod pyk, ..., x mod pk)
elemanmina gotiiren fonksiyon bir esyap: doniisii-
miidiir.

Bu sonug su anlama gelir: Z/#Z yapilarini anla-
mak igin, asal p’ler ve pozitif k& dogal sayilari igin,
Z/pkZ yapilarini anlamak yeterlidir. Bir baska deyis-
le, Z/nZ yapisinda herhangi bir denklemi ¢ozmek
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icin, bu denklemi, asal p ve pozitif k’ler i¢in Z/pkZ
yapisinda ¢ozebilmek yeterlidir. Daha sonraki yazi-
lardan birinde (Hensel Onsavi yazisi), hepsi olmasa
da birgok denklemi Z/pkZ halkasinda ¢ozebilmek
icin, bu denklemin Z/pZ halkasinda 6zel bir ¢oziimii
oldugunu kanitlamanin yeterli oldugunu gorecegiz.
Ornegin, Z/p*Z halkasinda hangi elemanlarin kare
oldugunu anlamak i¢in, Z/pZ halkasinda hangi ele-
manlarin kare oldugunu anlamak yeterlidir. Ama
bu konuya daha sonra deginecegiz.

Umarim burada yaptiklarimizin zevkine ve gii-
zelligine variyorsunuzdur. Bugiin olmazsa da yarin
varirsiniz, bu yaziyi yarin bir daha okuyun!

Notlar. 1. Bir A halkasindan bir B halkasina
giden bir ¢ eslemesinin sadece toplamaya ve
carpmaya saygl duymasi, eslemenin ¢ikarmaya
saygl duymasi i¢gin yeterlidir. Bunu kanitlayalim.
Her seyden once ¢(04) + Og = ¢(04) = 0(04 +
04) = 9(04) + ®(04) esitliginden, ¢(0,4) = 05 elde
ederiz (MD-2004-11, sayfa 22, Onsav 1.i). Bura-
dan da, her x € A icin, ¢(x) + (—o(x)) = 0p =
9(04) = o(x + (=x)) = @(x) + @(~x) ve dolayisiy-
la o(—x) = —¢(x) elde edilir (MD-2004-I1, sayfa
22, Onsav 1.i). Buradan da, her x, y € A icin,
o(x —y) = olx + (=y)) = 0(x) + o(=y) = ¢(x) +
(—o(y)) = o(x) — @(y) elde edilir. Demek ki ¢ ¢1-
karmaya da saygi duyuyor.

2. Toplamaya saygi duyan ve Z/#Z’nin birim

elemanini ¢(Z/nZ)’nin birim elemanina gotiiren
her ¢ : Z/nZ — B fonksiyonu ¢arpmaya da say-
g1 duyar. Bunun tiimevarimla kaniti oldukga ko-
(Dikkat:

¢@(Z/nZ)’nin birim eleman1 B’nin birim elemani

laydir ve okura birakilmistir.

olmak zorunda degildir.)

V. Devede Kulak Bir Uygulama. x2 = x denkle-
mini Z/nZ halkasinda ¢cézmeye calisalim. Once ’yi
asallarina ayirarak, yukardaki sonugtaki gibi bir

ZInZ =~ ZIpykZ x ... x ZIp ReZ
esyapisallik bulalim (ki boyle bir esyapr dontisimii
biliyoruz: Bu déntsum, Z/nZ’nin modilo 7 ele-
manlarini, her i = 1, ..., 7 igin modiilo p/% yaziyor.
Bir onceki sayfadaki gri karede bundan baska bir
esyap1 doniisumu olmadigini kanitlamistik.) Simdi,
x2 = x denklemini Z/nZ halkasinda ¢6zmek yerine,
ayni denklemi, daha kolay hesap yapabilecegimizi
umdugumuz ve bu halkaya esyapisal olan Z/pk1Z
X ... x ZIp,*Z halkasinda ¢ozelim.



Matematik Diinyasi, 2004 Giiz

Z/pyk1Z x ... x Z/p XZ’nin elemanlari,
(X1y wes X;)
olarak yazlirlar ve bu elemanlarin kareleri,
(%125 ooy x,2)
dir. Demek ki, Z/p{K1Z x ... x Z/p kZ’de,
(%125 ooy X,2) = (X715 woey X,)

denklemini ¢6zmeliyiz. Bu da, her i igin, Z/p,k-Z’de
x2 = x denklemini ¢6zmek demektir. O zaman biz
de Z/p,k2’de x2 = x denklemini ¢ozelim:

Onsav. p bir asal ve k > 0 bir tamsay: olsun. O
zaman ZIpRZ halkasinda x2 = x denkleminin tam
iki ¢6ziimii vardir: 0 ve 1.

Kanit: g € Z, x2 = x mod pk denkliginin bir ¢6-
zimii olsun, yani a € Z/p*Z elemam x2 — x = 0
denkleminin Z/pkZ’de bir ¢oziimii olsun. @’nin mo-
diilo p%, ya 0 ya da 1 oldugunu kamtlayacagz.

Once k’nin 1 oldugu duruma bakalim. a2 = a
mod p denkliginden, p asalinin a2 — 2’y1 boldiigii
ctkar. Ama a? — a = a(a - 1) esitliginden dolayi,
bundan, p’nin g ya da a — 1’i boldugu ¢ikar. De-
mek ki g modiilo p elemani ya 0’a ya da 1’e esit.
Bu durumda 6nsav kanitlanmustir.

Simdi k > 1 olsun. @2 = @ mod pk denkligini
modilo p alirsak, & = 1 sikkindan dolayi,

yvaa=0mod p yadaa=1modp
buluruz. Duruma gore € = 0 ya da 1 olsun. Demek
ki p, a — €’yi boluyor.

Eger a — &, pR’ye boliiniiyorsa, o zaman, modii-
lo pk, a=¢=0yada 1 ve sorun yok. Bundan boy-
le p*°nin a — €’yi bolmedigini varsayalim. Bir ¢elis-
ki elde edecegiz. Bu varsayimdan dolay1 a — ¢, p’ye
boliiniiyor ama pR’ye bolinmiiyor. i = 1, ..., k — 1
igin, pi, p’nin a — €’yi bolen en biiyiik giicii olsun.
Dolayisiyla, p’ye boliinmeyen bir b icin, a — & = pib.
Simdi modiilo p* hesaplayalim:

e+ pb=a=a?=(e+pb)? =€+ 2epib + p2ib2,
Ama ¢ = 0, 1 oldugundan, 2 = ¢, dolayisiyla, sade-
lestirerek,

(1 - 2e)pib = p2ib2 mod pk
buluruz, yani,

(1 -2¢e)b = pib2 mod pk-.
Hem 7 hem k — i > 0 oldugundan, bundan,

(1 -2¢)b =0 mod p

cikar. Ama ¢ = 0 ya da 1 oldugundan, 1 —2¢ = +1.
Demek ki, b6 = 0 mod p, yani b = 0 mod p, bir ¢e-
ligki. O

Sonug. n > 0, tam r tane degisik asal boleni
olan bir tamsayi olsun. O zaman ZInZ halkasimda
x2 = x denkleminin tam 27 tane ¢oziimii vardur.

Kamt: pq, ..., p, asal sayilar1 #»’nin r degisik
asal boleni olsun. 72 = pk1 ... p ks ise, yukardaki so-
nuca gore,

ZInZ =~ ZIpyRiZ x ... x ZIp,keZ
oldugundan, Z/nZ’deki x2? = x denkleminin her ¢6-
ziimii, Z/p*iZ’deki x2 = x denklemini saglayan bir
ve bir tek ¢; elemant igin (ki yukardaki 6nsava go-
re bunlardan 0 ve 1 olmak tizere tam iki tane oldu-
gunu biliyoruz), Z/p;K1Z x ... x Z/p *Z yapisinin

(€15 +ovs &)
elemanina tekabill eder. g; = 0, 1 oldugundan, bu
(€1, .-y €,) elemanlarindan tam 27 tane vardir. O

Biraz daha ilerde Z/nZ halkasinda x2 = x denk-
leminin ¢oziimlerini teker teker nasil bulacagimizi
gorecegiz.

VL. Ana Teoremin Onemli Bir Uygulamast:
Cin Kalanlar Teoremi. Yukardaki uygulama iyi
guzel de, ¢ok ¢ok onemli bir sonug degil. Oysa ka-
nitladigimiz teorem cok genel ve uygulama sahasi
sonsuz. Bu paragrafta, yukardaki teoremin bir bag-
ka sonucunu ele alacagiz: Cin Kalanlar Teoremi.
Bu teoremi gegen sayida da kanitlamistik [MD-
2004-I1, sayfa 13-16].

Sonu¢ 6 (Cin Kalanlar Teoremi). 4, ny, ..., ,.
poxzitif dogal sayilar: ikiser ikiser aralarinda asal ol-
sunlar. sq, sy, ..., s, € Z olsun. O zaman,

x = sy mod 1y

x =s, mod n,
denklik sisteminin bir ¢oziimii vardir. Ayrica bu ¢o-
ziim modiilo ny ... n, bir tanedir.
Kanit: Ana Teorem’i tekrar tekrar uygulayalim:
Ana teorem sayesinde,
Ziny..nZile ZIn\Z x ... x ZIn,Z
cebirsel yapilari arasinda bir ¢ esyapi doniigiimi
buluruz. (¢ yerine ¢ yaziyoruz, okur anlayisla kar-
silar herhalde.) Ana Teorem’den de anlagilacag
uzere, ¢, Z/nq...n,Z’nin bir
(x mod ny...1,)
elemanint Z/nyZ x ... x Z/n,Z’nin
¢(x mod ny...n,) = (x mod ny, ..., x mod #,)
elemanma yollar. $imdi x, Z/n(Z x ... x Z/n,Z’nin
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(s; mod 74, ..., s, mod n,)
elemaninin Z/ny...n,Z’deki 6nimgesi olsun, yani,
¢(x mod #n4...n,) = (s; mod ny, ..., s, mod 7,)
esitligi saglansin. ¢ orten oldugundan boyle bir x
vardir. Demek ki,
(x mod #y, ..., x mod 7,) = (s; mod ny, ..., s, mod 7,),
yani her i = 1, ..., 7 igin,
(x mod #;) = (s; mod #;),
yani
x =s; mod n;.
Teorem kanitlanmistir.

VIL. ¢’nin Tersi. Yukarlarda bir yerde Z/nZ
halkasinda x2 = x denkleminin ¢6ziim sayisin1 bul-
mak icin, 7’yi 72 = pyk1 ... p k- olarak asallarina ayir-
mus, ardindan, x2 = x denklemini Z/#Z halkas: ye-
rine bu halkaya esyapisal olan

ZIpRiZ x ... x ZIp kZ
halkasinda ¢ozmustiik. Toplam 27 ¢6ziim bulmus-
tuk. Ama Z/nZ halkasinda x2? = x denkleminin ¢6-
ziimlerini teker teker bulmamistik, sadece ¢oztim
sayisin1 bulmakla yetinmistik. Bu boliimde x2 = x
denkleminin Z/nZ halkasindaki ¢coziimleri teker te-
ker bulmay1 6grenecegiz.
©: ZInZ — ZIpRhZ x ... x ZIpRZ,

daha 6nce buldugumuz esyap1 dontusiimii olsun.

@(x mod 7) = (x mod pyk, ..., x mod p,kr)
esitligini bir kez daha animsatirim. ¢ eglemesinin

tersi olan
ol Z/pkZ x ... x ZIp RZ — ZInZ
eslemesini bulmaliyiz ki, x2 = x denkleminin

ZIpRZ x ... x ZIp,*Z halkasinda buldugumuz her
(€15 s &) ¢OzUmMuNin (buradaki ¢/lerin 0 ya da 1
olduklar1 bu yazida kanitlandi) Z/#Z halkasinda te-
kabiil ettigi ¢1(gq, ..., &,) ¢oziimiini bulalim.

Eger Z/nZ halkasinda,

(P(al) = (19 05 0) ceey 03 0)
(P((Iz) = (07 1’ Oa (223 09 O)
(P((lr) = (0, O: O’ ey Oa 1)

esitliklerini saglayan o, a,, ..., o, elemanlari bula-
bilirsek, o zaman, her
@1’ 52’ S 57) € lelklz X X Z/Prk'Z
icin (sart degil ama eger istersek y;leri dogal say1
alabiliriz),
QY10 + Y20 + oo + Y0
= 0(y1011) + @(¥202) + ... + Q(¥,00,)

=y10(aq) + y20(0)) + ... +y,0(a,)
= 91(1, 0, vy 0) 4 350, 1y sy 0) + e +3,(0, 0, oy 1)
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= (;13 ;23 eeey yr)

elde ederiz. Boylece,

O L, V25 e Vp) T V104 + V20 + o + D50
olur ve ¢! eslemesi bulunmus olur. Demek ki ¢~1
eslemesini bulmak i¢in Z/nZ’nin yukardaki esitlik-
leri saglayan a4, oy, ..., o, elemanlarini bulmaliyiz.
Birini bulmak demek hepsini bulmak demek oldu-
gundan, biz sadece birincisini bulalim.

o(a) =(1,0,0,...0,0)
esitligini, yani,

a=1mod pyki

a =0 mod pyk

a=0mod pkr
denkliklerini saglayan bir a tamsayisi artyoruz (o
= a olacak.) Demek ki a tamsayisi p,k2, ..., p,kr sa-
yilarina bolunmeli. Bunlar aralarinda asal oldukla-
rindan, a tamsayisi p,k2 ... p, % arpimina béliinme-
li. Dolayisiyla bir # tamsayisi igin,

a = upyka ... poke
esitligi saglanmali. Bu esitlik bize birincisi diginda
son r — 1 denkligi verecek. Birinci denkligi elde et-
mek icin, # bir de ayrica
upyk2 ... pyk2 =1 mod piki

denkligini saglayacak bi¢imde secilmelidir, yani,

upy*e ... poka — 1= vpsha
esitligini, yani,

upyke .. prk2 —vpyki = 1
esitligini saglayan bir v olmalidir. Ama p,k2 ... p,k2
ve p1k1 aralarinda asallar. Demek ki yukardaki

upska ... poko —upifi =1
esitligini saglayan bir u# ve v vardir. Gegen sayimiz-

Z/180Z Halkasinin Esgiicliileri

Z/180Z halkasinda x2 = x denklemini ¢ozelim.
0 : Z/180Z — Z/4Z x Z/9Z x Z/5SZ
esyapt dontisiminin tersini bulmamiz gereki-
yor. Aciklanan yontemi kullanalim. Oldukga
kolay bir sekilde aq = 45, o, = 100, a3 = 36 bu-

lunur. Dolayisiyla,

0 1(y1, 2, ¥3) = 45y1 + 100y, + 36y3,
ve,

(P_l(oa O’ 0) =0 (p_l(la 03 0) =45

(P_1(Os Os 1) =36 (P_l(la 09 1) =81

¢~1(0, 1, 0) = 100 (p_l(l, 1, 0) = 145
)

0 1(0,1,1) =136  @'(1,1,1) =181 =1.
Demek ki, Z/180Z halkasinin esgiigliileri, sira-
siyla (1) 0, 36, 100, 136, 45, 81, 145 ve 1.
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da bu u ve v sayilarin sadece varligini degil, gercek-
ten nasil bulunacagini da gostermistik [MD-2004-
I1, sayfa 14]. O

VIII. Bir Uygulama: Z/nZ’de x2 = 1 Esitligi.
Z/nZ halkasinda x2 = 1 denkleminin ¢oziim sayisi-
ni bulalim. Elbette x = 1 ve x = =1 bu denklemin
iki ¢oziimii. Acaba bagka ¢oztim var mi1? Varsa kag
tane ¢oziim var?

Yukarda yaptigimiz gibi bu denklemi 6nce asal
p sayilar1 i¢in Z/pkZ halkasinda ¢ozecegiz.

a e{0,1, ..., pk -1} sayisi,

a? =1 mod pk
denkligini saglasin. O zaman pk, a2 — 1’i, yani
(@a—1)(a+1)

sayisini boler. Dolayisiyla bir i = 0, 1, ..., k icin, p?,
a—1ive pki a+ 1’iboler. Egeri=0yadai=Fk
ise (Ornegin k = 1 ise bu boyle olmak zorunda), o
zaman ya a = 1 (mod pk) ya da a = —1 (mod pk) ve
bunlar en basindan beri bildigimiz ¢ozumler. Bun-
dan boyle 0 < i < k esitsizligini varsayalim (dolay1-
siyla k > 1 olmali). Eger j, i ve £ — ©’nin en kiigli-
giiyse, o zaman p/ hem a — 1’i hem de a + 1’i bo-
ler. Dolayisiyla, p/ bu iki saymn fark: olan,
@+1)—(a—-1)=2

sayisini da boler. Dolayisiyla p = 2 ve j = 1’dir. De-
mek ki, yai=1yadai=*k— 1. Yani ¢ = £1 igin,
pk=1, a + & sayisim boler (p’nin 2 oldugunu unutma-
yin), yani ya a = € ya da a = pk~! + ¢ (ciinkii p = 2).
Eger k = 2 ise, bu bize, a = pk~1 + £ = 2 + £ = Eg, ya-
ni eski ¢oziimleri verir. Sonug olarak sunu buluruz:

Onsav. p bir asal ve k > 0 bir dogal say: olsun.
x2 = 1 denkleminin ZIp*Z halkasinda,
e Egerp=2yadap=rk=2ise, tam iki ¢coziimii
vardr: +1.
e Eger p =2 ve k > 2 ise, tam dort ¢oziimii vardir:
11, 2k-1 £ 1.
o Eger p =2 ve k = 1 ise, tek ¢oziimii vardur: 1.

Simdi Z/nZ’de x2 = 1 denkleminin ¢oziim sayi-
sin1 bulabiliriz. Once 7’yi daha énce yaptigimiz gi-
bi n = pyk1 ... p,kr olarak asallarina ayiririz, ardin-
dan, x2 = 1 denklemini Z/nZ halkas yerine bu hal-
kaya esyapisal olan Z/p;K1Z x ... x Z/p,&Z halkasin-
da ¢ozeriz. Eger p,lerden biri 2 ise (yani # ciftse),
bunun p; oldugunu varsayalim.

e Eger 2, #’yi bolmiiyorsa, yani her p; # 2 ise,
o zaman x2 = 1 denkleminin Z/#Z’de tam 27 tane
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¢oziimii vardir. Bu goziimler Z/pR1Z x ... x Z/p kZ
halkasinin ¢; = £1 igin (gq, ..
kabul ederler.

e Eger n, 4’e boliinmeyen bir ¢ift sayiysa, yani

., &) elemanlarina te-

p1 =2 ve ky = 1 ise, 0 zaman x2 = 1 denkleminin
Z/nZ’de tam 271 tane ¢oziimii vardir. Her ¢6ziim,
Z12Z x ZIpyRZ x ... x ZIp,kZ halkasinin, g; = +1
icin, (1, &, ..., &,) elemanina tekabiil ederler.

¢ Eger n, 4e bolinen ama 8’e boliinmeyen bir
saytysa, yani p; = 2 ve ky = 2 ise, 0 zaman x2 = 1
denkleminin Z/nZ’de tam 27 tane ¢oziimi vardir.
Her ¢oziim, Z/4Z x Z/p,k2Z x ... x Z/p,kZ halkasi-
nn, g = +1 icin (g, &, ..., &) elemanina tekabiil
eder.

e Eger n, 8’ bolinen bir sayiysa, yani pq = 2,
kq > 2 ise, 0 zaman x? = 1 denkleminin Z/nZ’de tam
2r+1 tane ¢oziimii vardir. Her ¢oziim, Z/2KZ x
Z/pykaZ x ... x ZIp,kZ halkasinin, v = 0, 1 ve g; = 1
igin, (V2ki=1 + g1, &, ..., £,) elemanina tekabiil eder.

Ahstirmalar.

1. Z/6Z halkasindan rastgele a ve b sayilar se-
giliyor. ax + b = 0 denkleminin Z/6Z’de bir ¢ozu-
mi olma olasihig kagtir?

2. Z/5Z halkasindan rastgele a ve b sayilar se-
giliyor. x2 + ax + b = 0 denkleminin Z/5Z’de bir ¢6-
ziimi olma olasiligr kagtir?

3. Eger n tek bir sayiysa, Z/nZ’de x2 + ax + b
= 0 denkleminin ¢oziimii olmasi i¢in yeter ve gerek
kosulun b — a2/4’tiin Z/nZ’de bir karekokiiniin ol-
masi oldugunu kanitlayin. (Burada, a2/4 ne anlama
gelmektedir?)

4. Z/6Z halkasindan rastgele a, b ve ¢ sayilan
seciliyor. ax2 + bx + ¢ = 0 denkleminin Z/6Z’de bir
¢oziimu olma olasiligr kagtir?

5. ZInZ halkasinda, x2 = 1 denkleminin ¢6-
ziimlerinin ¢carpimini bulun.

6. ZInZ halkasinda, x2 = —x denkleminin kag
¢ozuimu vardir?

7*. Hangi p asallari i¢in x2 = —1 denkleminin
Z/pZ halkasinda bir ¢6zimu vardir?

8**, Hangi p asallari igin x2 = 2 denkleminin
Z/pZ halkasinda bir ¢6zimu vardir?

9%* Z/pZ (p asal) halkasinda rastgele bir say1-
nin kare olma olasihg1 kagtir? Z/pkZ halkasinda
rastgele bir saymin kare olma olasiigi kactir?
(Bknz. Hensel Onsavi yazis1). k sonsuza giderken
bu olasiliklarin bir limiti var midir ve varsa bu li-
mit kagtir? ¢



