
I. Örnekler. Z/nZ halkas›nda

x2 = x gibi son derece basit bir denk-

lemi çözmeye çal›fl›n. Ya da Z/nZ halkas›ndaki

karelerin say›s›n› bulmaya çal›fl›n. E¤er bu yaz›da

yapacaklar›m›z› önceden bil-

miyorsan›z, bu sorular›n hiç

de kolay olmad›¤›n› göre-

ceksiniz, ki bunlar oldukça

basit sorulard›r, Z/nZ halka-

lar›yla ilgili çok daha zor so-

rular vard›r. Bu yaz›da Z/nZ

halkas›nda x2 = x denklemi-

ni çözmeye yarayacak ve bu

tür cebirsel sorular›n yan›t-

lanmas›nda son derece ya-

rarl› bir sonuç ve yöntem gö-

rece¤iz.

Z/nZ halkas›n› “parçala-

yarak”, Z/nZ halkas› üzerine

sordu¤umuz sorular› daha

basit halkalara indirgeyece¤iz.

Örneklerle yola ç›kal›m.

Örnek 1. Tamsay›lar› afla¤›daki gibi bir çizelge

halinde modülo 4 ve modülo 3 yazal›m. Birinci sü-

tuna Z’nin elemanlar›n› yazd›k; ikinci ve üçüncü sü-

tunlara da tamsay›lar›n modülo 4 ve 3 de¤erlerini.

Son sütunda bu iki

de¤eri bir parantez

içinde belirttik. 

Böylece en sol-

daki sütun olan

Z’den en sa¤daki

sütun olan Z/4Z ×
Z/3Z’e giden bir

fonksiyon elde

ederiz. Örne¤in bu

fonksiyonun 5’te-

ki de¤eri (1, 2)’dir,

daha do¤rusu

(1,2)’dir, yaz›l›mda kolayl›k olsun diye say›lar›n

üstüne koymam›z gereken çizgileri koymad›k. Bu-

radaki (1,2)’nin ilk koordinat› olan1, Z/4Z kü-

mesindedir ve 4Z + 1 anlam›na gelmektedir; ikinci

koordinat olan2 ise Z/3Z kümesindedir ve 3Z + 2

anlam›na gelmektedir. Belki de fonksiyonun 5’te

ald›¤› de¤eri, (1, 2) yerine

(5 mod 4, 5 mod 3)

olarak, yani

(1 mod 4, 2 mod 3)

olarak göstermek daha do¤ru olurdu. 

Bu fonksiyona ϕ ad›n› verelim.

ϕ : Z → Z/4Z × Z/3Z fonksi-

yonunun ald›¤› de¤erlerin birka-

ç›n› yandaki çizelgede yazd›k. Bu

çizelgeden de görülece¤i üzere

12’den sonra bir döngü elde edi-

yoruz, her 12 say›da bir fonksiyo-

nun ald›¤› de¤erler yineleniyor.

Bunun nedeni basit: n hangi tam-

say› olursa olsun,

n + 12 ≡ n (mod 3)

ve

n + 12 ≡ n (mod 4)

dir. Yani, her n ∈ Z için,

ϕ(n) = ϕ(n + 12).

Bu sayede, Z’den Z/4Z × Z/3Z’e

giden ϕ fonksiyonu Z/12Z’den

Z/4Z × Z/3Z’e giden bir fonksiyon do¤urur. Nite-

kim, yukarda tan›mlanm›fl olan

ϕ : Z→ Z/4Z × Z/3Z

fonksiyonunun yard›m›yla, hera ∈ Z/12Z için,

ϕ(a) = ϕ(a),

yani

ϕ(a mod 12) = (a mod 4, a mod 3)

kural› sayesinde,
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Kapak Konusu: Modüler ve p-sel Say›lar

Z/nZ Halkas›n› Parçalamak

Z Z/4Z Z/3Z Z/4Z × Z/3Z
0 0 0 (0, 0)
1 1 1 (1, 1)
2 2 2 (2, 2)
3 3 0 (3, 0)
4 0 1 (0, 1)
5 1 2 (1, 2)
6 2 0 (2, 0)
7 3 1 (3, 1)
8 0 2 (0, 2)
9 1 0 (1, 0)
10 2 1 (2, 1)
11 3 2 (3, 2)
12 0 0 (0, 0)
13 1 1 (1, 1)
14 2 2 (2, 2)

Eflgüçlüler

E¤er x2 = x ise, her k >

0 do¤al say›s› için, xk =

x’dir elbette. Bu yüzden

bu denklemi sa¤layan

elemanlara eflgüçlü ele-

manlar denir. Z/180Z

yap›s›nda 8 eflgüçlü

vard›r: S›ras›yla, 0, 36,

100, 136, 45, 81, 145,

1. Çözümlerin hangi s›-

rayla yaz›ld›klar›n› an-

cak bu yaz›y› okuyan

anlayabilecektir!

ϕ(0) = (0, 0)

ϕ(1) = (1, 1)

ϕ(2) = (2, 2)

ϕ(3) = (3, 0)

ϕ(4) = (0, 1)

ϕ(5) = (1, 2)

ϕ(6) = (2, 0)

ϕ(7) = (3, 1)

ϕ(8) = (0, 2)

ϕ(9) = (1, 0)

ϕ(10) = (2, 1)

ϕ(11) = (3, 2)

ϕ(12) = (0, 0)

...

ϕ(0) = ϕ(0) = (0, 0)

ϕ(1) = ϕ(1) = (1, 1)

ϕ(2) = ϕ(2) = (2, 2)

ϕ(3) = ϕ(3) = (3, 0)

ϕ(4) = ϕ(4) = (0, 1)

ϕ(5) = ϕ(5) = (1, 2)

ϕ(6) = ϕ(6) = (2, 0)

ϕ(7) = ϕ(7) = (3, 1)

ϕ(8) = ϕ(8) = (0, 2)

ϕ(9) = ϕ(9) = (1, 0)

ϕ(10) = ϕ(10) = (2, 1)

ϕ(11) = ϕ(11) = (3, 2)



ϕ : Z/12Z → Z/4Z × Z/3Z

fonksiyonunu tan›mlayabiliriz:

Yaz›l›m yo¤unlaflmas›n diye en sa¤dakiϕ de-

¤erlerinin koordinatlar›n›n üstüne çizgi çekmedik.

Bunlar›n birinci koordinatlar›n›n Z/4Z’de, ikincisi-

nin Z/3Z’de oldu¤unu unutmayal›m.

ϕ fonksiyonunu afla¤›daki flekildeki gibi res-

medebiliriz. Gri alan içinde

Z/12Z’nin elemanlar›n› görü-

yorsunuz, 0’dan 11’e kadar

(0’dan11’e kadar olmal› as-

l›nda.) ‹ki eksenden dikey ola-

n› Z/4Z’yi, yatay olan di¤eri

Z/3Z’yi simgeliyor. Gri alan

içindeki bir eleman›n bu iki

eksen üzerindeki izdüflümleri, eleman›nϕ’de ald›-

¤› de¤erin iki koordinat›n› veriyor.

Bu flekilden ya da yukardaki yapt›klar›m›z-

dan,ϕ’nin bir eflleme oldu¤u anlafl›l›yor. Zaten

hem Z/12Z’nin hem de Z/4Z × Z/3Z’nin 12’fler ta-

ne eleman› var, dolay›s›yla bu iki küme aras›ndaki

birebir her fonksiyon örten, örten her fonksiyon

birebir olmak zorunda, veϕ’nin de birebir oldu¤u-

nu kan›tlamak çok kolay.

Örnek 2. Yukar›da yapt›¤›m›z› sadece 3 ve 4’le

de¤il, iki ya da daha fazla do¤al say›yla da yapabi-

liriz, en az›ndan bir yere kadar yapmaya çal›flabili-

riz. Örne¤in, Z’den Z/4Z × Z/9Z × Z/30Z’ye giden

“do¤al” (yani tahmin edilece¤i gibi say›lar s›ras›y-

la modülo 4, 9 ve 30 al›narak tan›mlanan) ϕ fonk-

siyonunu ele alal›m:

ϕ(35) = (3, 8, 5),

ϕ(325) = (1, 1, 25),

ϕ(835) = (3, 7, 25).

Her 180 say›da bir bu fonksiyon ayn› de¤eri

al›r, yani fonksiyonun periyodu 180’dir (yukarda-

kinin 12’ydi.) Asl›nda ϕ, her 360 ya da 540 say›da

bir de ayn› de¤eri al›r, ama en küçük periyodu bul-

mak daha ekonomik.

Böylece,

ϕ : Z → Z/4Z × Z/9Z × Z/30Z

fonksiyonu bize, hera ∈ Z/180Z için,

ϕ(a) = ϕ(a),

yani,

ϕ(a mod 180) = (a mod 4, a mod 5, a mod 30) 

kural›yla tan›mlanm›fl

ϕ : Z/180Z → Z/4Z × Z/9Z × Z/30Z

fonksiyonunu verir.

ϕ de¤il amaϕ birebirdir, çünkü e¤erϕ(a)

=ϕ(b) ise, a − b say›s› 4’e, 9’a ve 30’a bölünür, do-

lay›s›yla bu say›lar›n en küçük ortak kat› olan

180’e bölünür.

ϕ birebirdir ama örten olamaz, çünkü fonksi-

yonun imgesi olan  Z/4Z × Z/9Z × Z/30Z kümesin-

de 4 × 9 × 30 = 1080 tane eleman var, kalk›fl kü-

mesinin tam 6 misli kadar.

Örnek 3. Bu kez, gene do¤al bir biçimde ta-

n›mlanm›fl olan,

ϕ : Z → Z/4Z × Z/9Z × Z/5Z

fonksiyonuna bakal›m. Örne¤in,

ϕ(325) = (1, 1, 0),

ϕ(834) = (2, 6, 4).

Gene 180 say›da bir fonksiyon kendini yineler,

ϕ’nin periyodu 180’dir. Dolay›s›yla ϕ fonksiyonu

sayesinde,

ϕ : Z/180Z → Z/4Z × Z/9Z × Z/5Z

fonksiyonunu

ϕ(a) = ϕ(a)

kural›yla tan›mlayabiliriz:

ϕ(a mod 180) = (a mod 4, a mod 9, a mod 5). 

Tan›mlanan buϕ fonksiyonunun bu kez bir eflle-

me oldu¤u aynen yukarda birinci örnekte yapt›¤›-

m›z gibi kan›tlanabilir.

II. Ana Teorem. ‹lk üç örnekte tan›mlananϕ
fonksiyonlar›n›n önemli bir özelli¤i vard›r: Mate-

matiksel deyiflle,ϕ fonksiyonu toplamaya, ç›kar-

maya ve çarpmaya sayg› duyar. Burada tam ne de-

mek istedi¤imizi anlatmak için biraz tan›ma ihtiya-

c›m›z var.

Yukardaki Z/4Z × Z/3Z örne¤ine geri dönelim.

Z/4Z ve Z/3Z kümeleri üzerinde toplama, ç›karma

ve çarpma ad›n› verdi¤imiz üç ifllem tan›mlam›flt›k

geçen yaz›da. Benzer bir yap›y› Z/4Z × Z/3Z küme-

sinde de tan›mlayaca¤›z. Ve bunu son derece “do-

¤al” bir biçimde yapaca¤›z.

Z/nZ × Z/mZ kümesinden iki (a, b), (a′, b′) ele-

man› alal›m. Bunlar› toplamak, birbirinden ç›kar-

mak ve birbirleriyle çarpmak istiyoruz. Çok kolay!

Koordinatlar› ayr› ayr› toplay›p ç›kar›p çarpal›m:

(a, b) ± (a′, b′) = (a ± a′, b ± b′)
(a, b)(a′, b′) = (aa′, bb′).

Böylece Z/nZ × Z/mZ kümesi üzerine toplama,

ç›karma ve çarpma ad›n› verdi¤imiz üç ifllem ta-

n›mlam›fl oluruz ve bu ifllemler sayesinde Z/nZ ×
Z/mZ kümesi cebirsel bir yap›ya bürünmüfl olur,
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üstelik Z/nZ ve Z/mZ’nin cebirsel yap›lar›n› yans›-

tan cebirsel bir yap›ya, sayfa 14’teki “halka özel-

liklerini” sa¤layan bir yap›ya... Nas›l Z’nin,

Z/nZ’nin ve Z/mZ’nin çarpma için etkisiz eleman-

lar› varsa, ki böyle bir elemana birim eleman ad›

verilir, Z/nZ × Z/mZ’nin de çarpma için bir etkisiz

eleman› vard›r: (1,1). Z/nZ × Z/mZ bu cebirsel ya-

p›s› da, Z, Z/nZ ve Z/mZ’ninkiler gibi halka özel-

liklerini sa¤lar, yani bir halkad›r.

fiimdi flunu kan›tlamak istiyoruz: E¤er n ve m

birbirine asal iki do¤al say›ysa, Z/nmZ cebirsel ya-

p›s›yla yukarda tan›mlanan Z/nZ × Z/mZ cebirsel

yap›s› aras›nda hemen hemen hiç fark yoktur. Ör-

ne¤in, birinci yap›da x2 = x denkleminin kaç tane

çözümü varsa, ikinci yap›da da o kadar vard›r. Ya

da, birinci yap›daki karelerin say›s› ikinci yap›daki

karelerin say›s›ne eflittir. Böylece, Z/nmZ halkas›

üzerine sorulan cebirsel bir

soruyu Z/nZ × Z/mZ yap›s›-

na indirgemifl olaca¤›z. 

Öte yandan, Z/nZ ×
Z/mZ yap›s›, Z/nZ ve Z/mZ

yap›lar› taraf›ndan belirle-

nir. Sonuç olarak, Z/nmZ

yap›s› üzerine sorulan cebir-

sel bir soruyu, Z/nZ ve

Z/mZ yap›lar›na indirgemifl

olaca¤›z.

‹lerde daha fazla ayr›nt›

ve örnek verece¤iz. Önce,

“cebirsel yap›lar aras›nda

hemen hemen hiç fark yok-

tur” teoremini yaz›p kan›t-

layal›m. Teoremin kendisi

uzun ama kan›t› bu aflama-

da oldukça k›sa.

Ana Teorem. n ve m iki pozitif do¤al say› ol-

sun. ϕ, Z’den Z/nZ × Z/mZ’ye giden ve 

ϕ(a) = (a mod n, a mod m)

kural›yla “do¤al” olarak tan›mlanm›fl fonksiyon

olsun. ϕ fonksiyonu toplamaya, ç›karmaya ve

çarpmaya sayg› duyar, yani her a, b ∈ Z için,

ϕ(a ± b) = ϕ(a) ± ϕ(b)

ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b)

eflitlikleri geçerlidir ve ϕ, Z’nin birim eleman› olan

1’i Z/nZ × Z/mZ’nin birim eleman› olan (1,1)’e

götürür. 

Ayr›ca, bu fonksiyonun en küçük periyodu

ekok(n, m)’dir. Yani e¤er ekok(n, m) = k ise ve a,

b ∈ Z say›lar› a ≡ b mod k denkli¤ini sa¤larlarsa, o

zaman, ϕ(a) = ϕ(b) eflitli¤i geçerlidir. Dahas›, k, bu

eflitli¤in her a ve b için sa¤land›¤› en küçük pozitif

do¤al say›d›r. Dolay›s›yla ϕ fonksiyonu, hera ∈
Z/kZ için,

ϕ(a) = ϕ(a)

kural›yla tan›mlanm›fl

ϕ : Z/kZ → Z/nZ × Z/mZ

fonksiyonunu do¤urur.ϕ fonksiyonu da ϕ gibi

toplamaya, ç›karmaya ve çarpmaya sayg› duyar ve

Z/kZ’nin birim eleman› olan1’i Z/nZ × Z/mZ’nin

birim eleman› olan (1,1)’e götürür. Dahas›ϕ
fonksiyonu birebirdir.

Son olarak,ϕ fonksiyonunun örten (yani eflle-

me) olmas› için yeter ve gerek koflul n ve m say›lar›-

n›n birbirine asal olmas›, yani k = nm eflitli¤idir.

18

Matematik Dünyas›, 2004 Güz

Z/14Z’de Kareler

02 = 0 72 = 1

12 = 1 82 = 8

22 = 4 92 = 11

32 = 9 102 = 2

42 = 2 112 = 9

52 = 11 122 = 4

62 = 8 132 = 1

Demek ki Z/14Z hal-

kas›nda sadece 0, 1,

2, 4, 8, 9 ve 11 bir ka-

re, baflka da yok.

Toplam yedi tane. Bu

say›daki yaz›lardan

Z/nZ’deki kare say›s›

bulunabilir.

Dikkat! ‹kinci ve üçüncü örneklerdeϕ fonk-

siyonunu tan›mlamak için ϕ’nin periyodu olan

180’i seçmemiz rastlant› de¤ildi. 180 yerine

180’in herhangi bir kat›n› da alabilirdik ve bire-

bir olmasa da gene bir fonksiyon bulabilirdik,

ama 180’in katlar› d›fl›nda bir say› alamazd›k,

çünkü o zaman bir fonksiyon bile elde etmezdik.

Benzer sorunu modülo n yaz›lm›fl say›lar›

modülo m almak istedi¤imizde yaflar›z. Örne¤in

n = 7, m = 5 olsun veϕ : Z/7Z → Z/5Z fonksi-

yonunu,

ϕ(a mod 7) = (a mod 5)

kural›yla “do¤al olarak” tan›mlamaya çal›flal›m.

O zaman,

(7 mod 5) =ϕ(7 mod 7) =ϕ(0 mod 7) = (0 mod 5),

yani 7 ≡ 0 mod 5 gibi saçmasapan bir sonuç ç›-

kar. Demek ki tan›mlamaya çal›flt›¤›m›z fonksi-

yon yoktur, olamaz.

Genel olarak,

ϕ(a mod n) = (a mod m)

kural›n›n Z/nZ’den Z/mZ’ye giden bir fonksiyon

tan›mlayabilmesi için, her a ve b tamsay›s› için,

a ≡ b mod n

koflulunun,

a ≡ b mod m

sonucunu do¤urmas› gerekmektedir, ki bu da an-

cak m, n’yi bölüyorsa mümkündür (okura al›flt›r-

ma.) Örne¤in, Z/24Z’den Z/8Z’ye giden “do¤al”

bir fonksiyon vard›r (çünkü 8, 24’ü böler) ama

Z/24Z’den Z/7Z’ye giden “do¤al” bir fonksiyon

yoktur.



Kan›t: Kan›t çok basit, her fley tan›mlardan ç›-

k›yor. Biz gene de birkaç ayr›nt›y› yazal›m.

ϕ(a) = (a mod n, a mod m)

kural›yla tan›mlanm›fl ϕ : Z→ Z/nZ × Z/mZ fonk-

siyonun toplamaya, ç›karmaya ve çarpmaya sayg›

duydu¤u ve birim eleman› birim eleman›na götür-

dü¤ü, ϕ’nin ve Z/nZ × Z/mZ üzerine koydu¤umuz

cebirsel yap›n›n tan›mlar›ndan hemen ç›kar.

fiimdiϕ(a) = ϕ(a) kural›yla

ϕ : Z/kZ → Z/nZ × Z/mZ

fonksiyonunu tan›mlayabilece¤imizi kan›tlayal›m.

Bunun için, her a, b ∈ Z için, Z/kZ yap›s›ndakia
=b eflitli¤inin, Z/nZ × Z/mZ yap›s›nda, ϕ(a) = ϕ(b)

eflitli¤ini do¤urdu¤unu kan›tlamal›y›z, yoksaϕ di-

ye bir fonksiyon tan›mlayamay›z. Yani

a ≡ b mod k

denkli¤inin,

a ≡ b mod n ve a ≡ b mod m

denkliklerini do¤urdu¤unu kan›tlamal›y›z. Yani

e¤er k, a − b’yi bölüyorsa, n ve m’nin a − b’yi böl-

dü¤ünü kan›tlamal›y›z. Ama k = ekok(n, m) oldu-

¤undan, bu bariz. Demek ki yukardaki gibi, ϕ(a)

= ϕ(a) kural›yla tan›mlanm›fl

ϕ : Z/kZ → Z/nZ × Z/mZ

fonksiyonu gerçekten var.  

ϕ(a) = ϕ(a) eflitli¤inden ve ϕ’nin toplama, ç›-

karma ve çarpmaya sayg› duydu¤undan,ϕ foksiyo-

nu da bu ifllemlere sayg› duyar. Ayn› nedendenϕ
foksiyonu birim eleman›n› birim eleman›na götürür.

ϕ fonksiyonunun birebir oldu¤unu kan›tlaya-

l›m flimdi.ϕ(a) =ϕ(b) eflitli¤ini varsayal›m. De-

mek ki, ϕ(a) = ϕ(b), yani ϕ’nin tan›m›ndan dolay›,

(a mod n, a mod m) = (b mod n, b mod m),

yani a ≡ b mod n ve a ≡ b mod m, yani n ve m sa-

y›lar› a − b say›s›n› bölüyor, demek ki ekok(a, b),

yani k, a − b say›s›n› bölüyor, yani Z/kZ halkas›n-

daa =b. Böyleceϕ fonksiyonunun birebir oldu-

¤u kan›tlanm›fl oldu.

Bir üst paragrafta birebir oldu¤unu kan›tlad›¤›-

m›zϕ fonksiyonunun örten olmas› için k = |Z/kZ| =

|Z/nZ × Z/mZ| = nm olmal›, yani ekok(n, m) = nm

olmal›, yani n ile m birbirine asal olmal›. ■■

Okur dikkat etmiflse, yukardaki teoremde ta-

n›mlananϕ fonksiyonu sadece k = ekok(n, m) için

de¤il, ekok(n, m)’nin tüm tam katlar› için de ta-

n›mlanabilir, amaϕ’nin birebir olmas› için illa ve

illa k = ±ekok(n, m) olmal›d›r.

III. Eflyap›sall›k. Ana Teorem’de, e¤er n ve m

birbirine asalsa, Z/nmZ ile Z/nZ × Z/mZ yap›lar›-

n›n birbirine çok benzedi¤i kan›tland›, yani

Z/nmZ’den Z/nZ × Z/mZ’ye giden, toplama, ç›kar-

ma ve çarpmaya sayg› duyan ve birim eleman›n›

birim eleman›na götüren bir efllemenin varl›¤› ka-

n›tland›. Bu durumda, Z/nmZ ve Z/nZ × Z/mZ hal-

kalar›na eflyap›sal denir, cebirsel ifllemlere ve birim

elemana sayg› duyan efllemeye de eflyap› dönüflü-

mü ad› verilir. ‹ki halkan›n eflyap›sal olmas› de-

mek, iki halka aras›nda pek az bir ayr›m vard›r de-

mektir, hatta elemanlar›n›n adlar› d›fl›nda, topla-

ma, ç›karma ve çarpma sözkonusu oldu¤unda,

aralar›nda hiçbir ayr›m yoktur demektir. Bu du-

rumda, hemen hemen eflit anlam›nda,

Z/nmZ ≈ Z/nZ × Z/mZ

yazar›z. Örne¤in,

Z/6Z ≈ Z/2Z × Z/3Z,

Z/12Z ≈ Z/4Z × Z/3Z,

Z/50Z ≈ Z/2Z × Z/25Z,

Z/30Z ≈ Z/2Z × Z/3Z × Z/5Z,

Z/60Z ≈ Z/4Z × Z/3Z × Z/5Z.

IV. Eflyap›sall›k Ne ‹fle Yarar? A ve B iki eflyap›-

sal halka olsun. Aralar›ndaki eflyap›sal dönüflüme ϕ
diyelim. Demek ki ϕ, A’dan B’ye giden bir eflleme ve

her a, a′ ∈ A için,

ϕ(a ± a′) = ϕ(a) ± ϕ(a′)
ϕ(aa′) = ϕ(a)ϕ(a′)
ϕ(1A) = 1B

eflitlikleri sa¤lan›yor. (Burada 1A, A’n›n, 1B ise B’nin

birim elemanlar›d›r.)
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E¤er n ve m birbirine asal iki pozitif tamsa-

y›ysa, Z/nmZ halkas›ndan Z/nZ × Z/mZ halkas›-

na giden bir eflyap› dönüflümü (yani toplamaya,

ç›karmaya ve çarpmaya sayg› duyan ve birim

eleman› birim elemana götüren bir eflleme) oldu-

¤unu gördük. Buldu¤umuz bu eflyap› dönüflü-

mü, Z/nmZ halkas›n›n (x mod nm) eleman›n›

Z/nZ × Z/mZ halkas›n›n (x mod n, x mod m) ele-

man›na götürüyordu. Bu iki halka aras›nda,

bundan baflka da eflyap› dönüflümü olamaz.

Çünkü ϕ bir eflyap› dönüflümüyse, ϕ(1), Z/nZ ×
Z/mZ halkas›n›n (1, 1) birim eleman›na eflittir ve

Z/nmZ halkas›n›n her x eleman› 1’in kendisiyle

birkaç kez toplam›yla elde edildi¤inden, ϕ(x)’in

ne oldu¤u bellidir:

ϕ(x) = ϕ(1 + ... + 1) = ϕ(1) + ... + ϕ(1).



Diyelim B’de x2 = x denklemini çözmek istiyo-

ruz. Ayn› denklemi A’da çözüp, A’daki çözümlerin

ϕ-imgelerini alarak B’deki tüm çözümleri bulabili-

riz. Nitekim, e¤er a, x2 = x denkleminin A’da bir

çözümüyse, yani a2 = a denklemi A’da sa¤lan›yor-

sa, o zaman b = ϕ(a) yaz›p hesaplayal›m:

b2 = ϕ(a)2 = ϕ(a)ϕ(a) = ϕ(aa) = ϕ(a2) = ϕ(a) = b

eflitli¤ini elde ederiz. Demek ki b, x2 = x denklemi-

nin B’de bir çözümüdür.

Bunun tersi de do¤rudur. E¤er b, x2 = x denk-

leminin B’de bir çözümüyse, o zaman, a = ϕ−1(b)

ayn› denklemin A’daki bir çözümüdür. Bunun ka-

n›t› da oldukça kolayd›r ve okura b›rak›lm›flt›r.

Özetleyecek olursak, denklemin A’daki ve

B’deki çözüm kümeleri, ϕ eflyap› dönüflümü saye-

sinde birbirlerine tekabül ederler, yani e¤er ÇA ve

ÇB denklemin A’daki ve B’deki çözüm kümeleriy-

se, o zaman ϕ(ÇA) = ÇB ve ϕ−1(ÇB) = ÇA’d›r.

Sonuç olarak, denklemi B’de çözebiliyorsak, ϕ
sayesinde ayn› denklemi A’da da çözebiliriz. E¤er

A’da çözebiliyorsak, ϕ sayesinde ayn› denklemi

B’de de çözebiliriz.

Bu dedi¤imiz sadece x2 = x denklemi için de¤il, 

(3x2 − 5y)z = 4xy

gibi toplama, ç›karma, çarpma ve tamsay›lar kul-

lan›larak yaz›lan bir ya da daha çok bilinmeyenli

her denklem ya da denklem ailesi için de geçerlidir.

Bir sonraki paragrafta, yukardaki düflünceyi

Z/nZ’ye uyarlay›p, x2 = x denkleminin Z/nZ’deki

çözüm say›s›n› bulaca¤›z. Ama önce afla¤›daki so-

nuca ihtiyac›m›z var.

Afla¤›daki sonucun, yukardaki Ana Teorem’den

hareketle, n’yi bölen asal say›lar›n say›s› üzerine tü-

mevar›mla nas›l kan›tlanaca¤› bariz olmal›.

Sonuç. n > 1 bir do¤al say› olsun. n’yi asallar›na

ay›ral›m: n = p1
k1 ... pr

kr. Burada p1, ..., pr, n’yi bö-

len birbirinden de¤iflik asallard›r. O zaman,

Z/nZ ≈ Z/p1
k1Z × ... × Z/pr

krZ.

Ayr›ca, Z/nZ’nin bir (x mod n) eleman›n›,

Z/p1
k1Z × ... × Z/pr

krZ’nin

(x mod p1
k1, ..., x mod pr

kr)

eleman›na götüren fonksiyon bir eflyap› dönüflü-

müdür.

Bu sonuç flu anlama gelir: Z/nZ yap›lar›n› anla-

mak için, asal p’ler ve pozitif k do¤al say›lar› için,

Z/pkZ yap›lar›n› anlamak yeterlidir. Bir baflka deyifl-

le, Z/nZ yap›s›nda herhangi bir denklemi çözmek

için, bu denklemi, asal p ve pozitif k’ler için Z/pkZ

yap›s›nda çözebilmek yeterlidir. Daha sonraki yaz›-

lardan birinde (Hensel Önsav› yaz›s›), hepsi olmasa

da birçok denklemi Z/pkZ halkas›nda çözebilmek

için, bu denklemin Z/pZ halkas›nda özel bir çözümü

oldu¤unu kan›tlaman›n yeterli oldu¤unu görece¤iz.

Örne¤in, Z/pkZ halkas›nda hangi elemanlar›n kare

oldu¤unu anlamak için, Z/pZ halkas›nda hangi ele-

manlar›n kare oldu¤unu anlamak yeterlidir. Ama

bu konuya daha sonra de¤inece¤iz.

Umar›m burada yapt›klar›m›z›n zevkine ve gü-

zelli¤ine var›yorsunuzdur. Bugün olmazsa da yar›n

var›rs›n›z, bu yaz›y› yar›n bir daha okuyun!

V. Devede Kulak Bir Uygulama. x2 = x denkle-

mini Z/nZ halkas›nda çözmeye çal›flal›m. Önce n’yi

asallar›na ay›rarak, yukardaki sonuçtaki gibi bir

Z/nZ ≈ Z/p1
k1Z × ... × Z/pr

krZ

eflyap›sall›k bulal›m (ki böyle bir eflyap› dönüflümü

biliyoruz: Bu dönüflüm, Z/nZ’nin modülo n ele-

manlar›n›, her i = 1, ..., r için modülo pi
ki yaz›yor.

Bir önceki sayfadaki gri karede bundan baflka bir

eflyap› dönüflümü olmad›¤›n› kan›tlam›flt›k.) fiimdi,

x2 = x denklemini Z/nZ halkas›nda çözmek yerine,

ayn› denklemi, daha kolay hesap yapabilece¤imizi

umdu¤umuz ve bu halkaya eflyap›sal olan Z/p1
k1Z

× ... × Z/pr
krZ halkas›nda çözelim.
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Notlar. 1. Bir A halkas›ndan bir B halkas›na

giden bir ϕ efllemesinin sadece toplamaya ve

çarpmaya sayg› duymas›, efllemenin ç›karmaya

sayg› duymas› için yeterlidir. Bunu kan›tlayal›m.

Her fleyden önce ϕ(0A) + 0B = ϕ(0A) = ϕ(0A +

0A) = ϕ(0A) + ϕ(0A) eflitli¤inden, ϕ(0A) = 0B elde

ederiz (MD-2004-II, sayfa 22, Önsav 1.i). Bura-

dan da, her x ∈ A için, ϕ(x) + (−ϕ(x)) = 0B =

ϕ(0A) = ϕ(x + (−x)) = ϕ(x) + ϕ(−x) ve dolay›s›y-

la ϕ(−x) = −ϕ(x) elde edilir (MD-2004-II, sayfa

22, Önsav 1.i). Buradan da, her x, y ∈ A için,

ϕ(x − y) = ϕ(x + (−y)) = ϕ(x) + ϕ(−y) = ϕ(x) +

(−ϕ(y)) = ϕ(x) − ϕ(y) elde edilir. Demek ki ϕ ç›-

karmaya da sayg› duyuyor. 

2. Toplamaya sayg› duyan ve Z/nZ’nin birim

eleman›n› ϕ(Z/nZ)’nin birim eleman›na götüren

her ϕ : Z/nZ → B fonksiyonu çarpmaya da say-

g› duyar. Bunun tümevar›mla kan›t› oldukça ko-

layd›r ve okura b›rak›lm›flt›r. (Dikkat:

ϕ(Z/nZ)’nin birim eleman› B’nin birim eleman›

olmak zorunda de¤ildir.)



Z/p1
k1Z × ... × Z/pr

krZ’nin elemanlar›,

(x1, ..., xr)

olarak yaz›l›rlar ve bu elemanlar›n kareleri,

(x1
2, ..., xr

2)

dir. Demek ki, Z/p1
k1Z × ... × Z/pr

krZ’de,

(x1
2, ..., xr

2) = (x1, ..., xr)

denklemini çözmeliyiz. Bu da, her i için, Z/pr
krZ’de

x2 = x denklemini çözmek demektir. O zaman biz

de Z/pr
krZ’de x2 = x denklemini çözelim:

Önsav. p bir asal ve k > 0 bir tamsay› olsun. O

zaman Z/pkZ halkas›nda x2 = x denkleminin tam

iki çözümü vard›r:0 ve1.

Kan›t: a ∈ Z, x2 ≡ x mod pk denkli¤inin bir çö-

zümü olsun, yania ∈ Z/pkZ eleman› x2 − x =0
denkleminin Z/pkZ’de bir çözümü olsun. a’n›n mo-

dülo pk, ya 0 ya da 1 oldu¤unu kan›tlayaca¤›z.

Önce k’nin 1 oldu¤u duruma bakal›m. a2 ≡ a

mod p denkli¤inden, p asal›n›n a2 − a’y› böldü¤ü

ç›kar. Ama a2 − a = a(a − 1) eflitli¤inden dolay›,

bundan, p’nin a ya da a − 1’i böldü¤ü ç›kar. De-

mek ki a modülo p eleman› ya 0’a ya da 1’e eflit.

Bu durumda önsav kan›tlanm›flt›r.

fiimdi k > 1 olsun. a2 ≡ a mod pk denkli¤ini

modülo p al›rsak, k = 1 fl›kk›ndan dolay›,

ya a ≡ 0 mod p ya da a ≡ 1 mod p

buluruz. Duruma göre ε = 0 ya da 1 olsun. Demek

ki p, a − ε’yi bölüyor.

E¤er a − ε, pk’ye bölünüyorsa, o zaman, modü-

lo pk, a ≡ ε = 0 ya da 1 ve sorun yok. Bundan böy-

le pk’nin a − ε’yi bölmedi¤ini varsayal›m. Bir çelifl-

ki elde edece¤iz. Bu varsay›mdan dolay› a − ε, p’ye

bölünüyor ama pk’ye bölünmüyor. i = 1, ..., k − 1

için, pi, p’nin a − ε’yi bölen en büyük gücü olsun.

Dolay›s›yla, p’ye bölünmeyen bir b için, a − ε = pib.

fiimdi modülo pk hesaplayal›m:

ε + pib = a ≡ a2 = (ε + pib)2 = ε2 + 2εpib + p2ib2. 

Ama ε = 0, 1 oldu¤undan, ε2 = ε, dolay›s›yla, sade-

lefltirerek,

(1 − 2ε)pib ≡ p2ib2 mod pk

buluruz, yani,

(1 − 2ε)b ≡ pib2 mod pk−i.

Hem i hem k − i > 0 oldu¤undan, bundan,

(1 − 2ε)b ≡ 0 mod p

ç›kar. Ama ε = 0 ya da 1 oldu¤undan, 1 − 2ε = ±1.

Demek ki, ±b ≡ 0 mod p, yani b ≡ 0 mod p, bir çe-

liflki. ■■

Sonuç. n > 0, tam r tane de¤iflik asal böleni

olan bir tamsay› olsun. O zaman Z/nZ halkas›nda

x2 = x denkleminin tam 2r tane çözümü vard›r.

Kan›t: p1, ..., pr asal say›lar› n’nin r de¤iflik

asal böleni olsun. n = p1
k1 ... pr

kr ise, yukardaki so-

nuca göre,

Z/nZ ≈ Z/p1
k1Z × ... × Z/pr

krZ

oldu¤undan, Z/nZ’deki x2 = x denkleminin her çö-

zümü, Z/pi
kiZ’deki x2 = x denklemini sa¤layan bir

ve bir tek εi eleman› için (ki yukardaki önsava gö-

re bunlardan 0 ve 1 olmak üzere tam iki tane oldu-

¤unu biliyoruz), Z/p1
k1Z × ... × Z/pr

krZ yap›s›n›n

(ε1, ..., εr)

eleman›na tekabül eder. εi = 0, 1 oldu¤undan, bu

(ε1, ..., εr) elemanlar›ndan tam 2r tane vard›r. ■■

Biraz daha ilerde Z/nZ halkas›nda x2 = x denk-

leminin çözümlerini teker teker nas›l bulaca¤›m›z›

görece¤iz.

VI. Ana Teoremin Önemli Bir Uygulamas›:

Çin Kalanlar Teoremi. Yukardaki uygulama iyi

güzel de, çok çok önemli bir sonuç de¤il. Oysa ka-

n›tlad›¤›m›z teorem çok genel ve uygulama sahas›

sonsuz. Bu paragrafta, yukardaki teoremin bir bafl-

ka sonucunu ele alaca¤›z: Çin Kalanlar Teoremi.

Bu teoremi geçen say›da da kan›tlam›flt›k [MD-

2004-II, sayfa 13-16].

Sonuç 6 (Çin Kalanlar Teoremi). n1, n2, ..., nr

pozitif do¤al say›lar› ikifler ikifler aralar›nda asal ol-

sunlar. s1, s2, ..., sr ∈ Z olsun. O zaman,

x ≡ s1 mod n1

...

x ≡ sr mod nr

denklik sisteminin bir çözümü vard›r. Ayr›ca bu çö-

züm modülo n1 ... nr bir tanedir.

Kan›t: Ana Teorem’i tekrar tekrar uygulayal›m:

Ana teorem sayesinde,

Z/n1...nrZ ile Z/n1Z × ... × Z/nrZ

cebirsel yap›lar› aras›nda bir ϕ eflyap› dönüflümü

buluruz. (ϕ yerine ϕ yaz›yoruz, okur anlay›flla kar-

fl›lar herhalde.) Ana Teorem’den de anlafl›laca¤›

üzere, ϕ, Z/n1...nrZ’nin bir

(x mod n1...nr)

eleman›n› Z/n1Z × ... × Z/nrZ’nin

ϕ(x mod n1...nr) = (x mod n1, ..., x mod nr)

eleman›na yollar. fiimdi x, Z/n1Z × ... × Z/nrZ’nin 
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(s1 mod n1, ..., sr mod nr)

eleman›n›n Z/n1...nrZ’deki önimgesi olsun, yani,

ϕ(x mod n1...nr) = (s1 mod n1, ..., sr mod nr)

eflitli¤i sa¤lans›n. ϕ örten oldu¤undan böyle bir x

vard›r. Demek ki,

(x mod n1, ..., x mod nr) = (s1 mod n1, ..., sr mod nr),

yani her i = 1, ..., r için,

(x mod ni) = (si mod ni),

yani

x ≡ si mod ni.

Teorem kan›tlanm›flt›r. ■■

VII. ϕ’nin Tersi. Yukarlarda bir yerde Z/nZ

halkas›nda x2 = x denkleminin çözüm say›s›n› bul-

mak için, n’yi n = p1
k1 ... pr

kr olarak asallar›na ay›r-

m›fl, ard›ndan, x2 = x denklemini Z/nZ halkas› ye-

rine bu halkaya eflyap›sal olan

Z/p1
k1Z × ... × Z/pr

krZ

halkas›nda çözmüfltük. Toplam 2r çözüm bulmufl-

tuk. Ama Z/nZ halkas›nda x2 = x denkleminin çö-

zümlerini teker teker bulmam›flt›k, sadece çözüm

say›s›n› bulmakla yetinmifltik. Bu bölümde x2 = x

denkleminin Z/nZ halkas›ndaki çözümleri teker te-

ker bulmay› ö¤renece¤iz. 

ϕ : Z/nZ → Z/p1
k1Z × ... × Z/pr

krZ,

daha önce buldu¤umuz eflyap› dönüflümü olsun.

ϕ(x mod n) = (x mod p1
k1, ..., x mod pr

kr)

eflitli¤ini bir kez daha an›msat›r›m. ϕ efllemesinin

tersi olan 

ϕ−1 : Z/p1
k1Z × ... × Z/pr

krZ → Z/nZ

efllemesini bulmal›y›z ki, x2 = x denkleminin

Z/p1
k1Z × ... × Z/pr

krZ halkas›nda buldu¤umuz her

(ε1, ..., εr) çözümünün (buradaki εi’lerin 0 ya da 1

olduklar› bu yaz›da kan›tland›) Z/nZ halkas›nda te-

kabül etti¤i ϕ−1(ε1, ..., εr) çözümünü bulal›m.

E¤er Z/nZ halkas›nda,

ϕ(α1) = (1, 0, 0, ..., 0, 0)

ϕ(α2) = (0, 1, 0, ..., 0, 0)

...

ϕ(αr) = (0, 0, 0, ..., 0, 1)

eflitliklerini sa¤layan α1, α2, ..., αr elemanlar› bula-

bilirsek, o zaman, her

(y1,y2, ...,yr) ∈ Z/p1
k1Z × ... × Z/pr

krZ

için (flart de¤il ama e¤er istersek yi’leri do¤al say›

alabiliriz),

ϕ(y1α1 + y2α2 + ... + yrαr)

= ϕ(y1α1) + ϕ(y2α2) + ... + ϕ(yrαr)

= y1ϕ(α1) + y2ϕ(α2) + ... + yrϕ(αr)

= y1(1, 0, ..., 0) + y2(0, 1, ..., 0) + ... + yr(0, 0, ..., 1)

= (y1,y2, ...,yr)

elde ederiz. Böylece,

ϕ−1(y1,y2, ...,yr) = y1α1 + y2α2 + ... + yrαr

olur ve ϕ−1 efllemesi bulunmufl olur. Demek ki ϕ−1

efllemesini bulmak için Z/nZ’nin yukardaki eflitlik-

leri sa¤layan α1, α2, ..., αr elemanlar›n› bulmal›y›z.

Birini bulmak demek hepsini bulmak demek oldu-

¤undan, biz sadece birincisini bulal›m.

ϕ(a) = (1, 0, 0, ... 0, 0)

eflitli¤ini, yani,

a ≡ 1 mod p1
k1

a ≡ 0 mod p2
k2

...

a ≡ 0 mod pr
kr

denkliklerini sa¤layan bir a tamsay›s› ar›yoruz (α1

=a olacak.) Demek ki a tamsay›s› p2
k2, ..., pr

kr sa-

y›lar›na bölünmeli. Bunlar aralar›nda asal oldukla-

r›ndan, a tamsay›s› p2
k2 ... pr

kr çarp›m›na bölünme-

li. Dolay›s›yla bir u tamsay›s› için,

a = up2
k2 ... p2

k2

eflitli¤i sa¤lanmal›. Bu eflitlik bize birincisi d›fl›nda

son r − 1 denkli¤i verecek. Birinci denkli¤i elde et-

mek için, u bir de ayr›ca

up2
k2 ... p2

k2 ≡ 1 mod p1
k1

denkli¤ini sa¤layacak biçimde seçilmelidir, yani,

up2
k2 ... p2

k2 − 1 = vp1
k1

eflitli¤ini, yani,

up2
k2 ... p2

k2 − vp1
k1 = 1

eflitli¤ini sa¤layan bir v olmal›d›r. Ama p2
k2 ... p2

k2

ve p1
k1 aralar›nda asallar. Demek ki yukardaki 

up2
k2 ... p2

k2 − vp1
k1 = 1

eflitli¤ini sa¤layan bir u ve v vard›r. Geçen say›m›z-
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Z/180Z Halkas›n›n Eflgüçlüleri

Z/180Z halkas›nda x2 = x denklemini çözelim.

ϕ : Z/180Z → Z/4Z × Z/9Z × Z/5Z

eflyap› dönüflümünün tersini bulmam›z gereki-

yor. Aç›klanan yöntemi kullanal›m. Oldukça

kolay bir flekilde α1 = 45, α2 = 100, α3 = 36 bu-

lunur. Dolay›s›yla,

ϕ−1(y1, y2, y3) = 45y1 + 100y2 + 36y3,

ve,

ϕ−1(0, 0, 0) = 0 ϕ−1(1, 0, 0) = 45
ϕ−1(0, 0, 1) = 36 ϕ−1(1, 0, 1) = 81
ϕ−1(0, 1, 0) = 100 ϕ−1(1, 1, 0) = 145
ϕ−1(0, 1, 1) = 136 ϕ−1(1, 1, 1) = 181 = 1.

Demek ki, Z/180Z halkas›n›n eflgüçlüleri, s›ra-

s›yla (!) 0, 36, 100, 136, 45, 81, 145 ve 1.



da bu u ve v say›lar›n sadece varl›¤›n› de¤il, gerçek-

ten nas›l bulunaca¤›n› da göstermifltik [MD-2004-

II, sayfa 14]. ■■

VIII. Bir Uygulama: Z/nZ’de x2 = 1 Eflitli¤i.

Z/nZ halkas›nda x2 = 1 denkleminin çözüm say›s›-

n› bulal›m. Elbette x = 1 ve x = −1 bu denklemin

iki çözümü. Acaba baflka çözüm var m›? Varsa kaç

tane çözüm var?

Yukarda yapt›¤›m›z gibi bu denklemi önce asal

p say›lar› için Z/pkZ halkas›nda çözece¤iz.

a ∈ {0, 1, ..., pk − 1} say›s›,

a2 ≡ 1 mod pk

denkli¤ini sa¤las›n. O zaman pk, a2 − 1’i, yani

(a − 1)(a + 1)

say›s›n› böler. Dolay›s›yla bir i = 0, 1, ..., k için, pi,

a − 1’i ve pk−i, a + 1’i böler. E¤er i = 0 ya da i = k

ise (örne¤in k = 1 ise bu böyle olmak zorunda), o

zaman ya a ≡ 1 (mod pk) ya da a ≡ −1 (mod pk) ve

bunlar en bafl›ndan beri bildi¤imiz çözümler. Bun-

dan böyle 0 < i < k eflitsizli¤ini varsayal›m (dolay›-

s›yla k > 1 olmal›). E¤er j, i ve k − i’nin en küçü-

¤üyse, o zaman pj hem a − 1’i hem de a + 1’i bö-

ler. Dolay›s›yla, pj bu iki say›n›n fark› olan,

(a + 1) − (a − 1) = 2

say›s›n› da böler. Dolay›s›yla p = 2 ve j = 1’dir. De-

mek ki, ya i = 1 ya da i = k − 1. Yani ε = ±1 için, 

pk−1, a + ε say›s›n› böler (p’nin 2 oldu¤unu unutma-

y›n), yani ya a = ε ya da a = pk−1 + ε (çünkü p = 2).

E¤er k = 2 ise, bu bize, a = pk−1 + ε = 2 + ε = Eε, ya-

ni eski çözümleri verir. Sonuç olarak flunu buluruz:

Önsav. p bir asal ve k > 0 bir do¤al say› olsun.

x2 = 1 denkleminin Z/pkZ halkas›nda,

• E¤er p ≠ 2 ya da p = k = 2 ise, tam iki çözümü

vard›r: ±1.

• E¤er p = 2 ve k > 2 ise, tam dört çözümü vard›r:

±1, 2k−1 ± 1.

• E¤er p = 2 ve k = 1 ise, tek çözümü vard›r: 1.

fiimdi Z/nZ’de x2 = 1 denkleminin çözüm say›-

s›n› bulabiliriz. Önce n’yi daha önce yapt›¤›m›z gi-

bi n = p1
k1 ... pr

kr olarak asallar›na ay›r›r›z, ard›n-

dan, x2 = 1 denklemini Z/nZ halkas› yerine bu hal-

kaya eflyap›sal olan Z/p1
k1Z × ... × Z/pr

krZ halkas›n-

da çözeriz. E¤er pr’lerden biri 2 ise (yani n çiftse),

bunun p1 oldu¤unu varsayal›m.

• E¤er 2, n’yi bölmüyorsa, yani her pi ≠ 2 ise,

o zaman x2 = 1 denkleminin Z/nZ’de tam 2r tane

çözümü vard›r. Bu çözümler Z/p1
k1Z × ... × Z/pr

krZ

halkas›n›n εi = ±1 için (ε1, ..., εr) elemanlar›na te-

kabül ederler.

• E¤er n, 4’e bölünmeyen bir çift say›ysa, yani

p1 = 2 ve k1 = 1 ise, o zaman x2 = 1 denkleminin

Z/nZ’de tam 2r−1 tane çözümü vard›r. Her çözüm,

Z/2Z × Z/p2
k2Z × ... × Z/pr

krZ halkas›n›n, εi = ±1

için, (1, ε2, ..., εr) eleman›na tekabül ederler.

• E¤er n, 4’e bölünen ama 8’e bölünmeyen bir

say›ysa, yani p1 = 2 ve k1 = 2 ise, o zaman x2 = 1

denkleminin Z/nZ’de tam 2r tane çözümü vard›r.

Her çözüm, Z/4Z × Z/p2
k2Z × ... × Z/pr

krZ halkas›-

n›n, εi = ±1 için (ε1, ε2, ..., εr) eleman›na tekabül

eder.

• E¤er n, 8’e bölünen bir say›ysa, yani p1 = 2,

k1 > 2 ise, o zaman x2 = 1 denkleminin Z/nZ’de tam

2r+1 tane çözümü vard›r. Her çözüm, Z/2k1Z ×
Z/p2

k2Z × ... × Z/pr
krZ halkas›n›n, ν = 0, 1 ve εi = ±1

için, (ν2k1−1 + ε1, ε2, ..., εr) eleman›na tekabül eder.

Al›flt›rmalar.

1. Z/6Z halkas›ndan rastgele a ve b say›lar› se-

çiliyor. ax + b = 0 denkleminin Z/6Z’de bir çözü-

mü olma olas›l›¤› kaçt›r?

2. Z/5Z halkas›ndan rastgele a ve b say›lar› se-

çiliyor. x2 + ax + b = 0 denkleminin Z/5Z’de bir çö-

zümü olma olas›l›¤› kaçt›r?

3. E¤er n tek bir say›ysa, Z/nZ’de x2 + ax + b

= 0 denkleminin çözümü olmas› için yeter ve gerek

koflulun b − a2/4’ün Z/nZ’de bir karekökünün ol-

mas› oldu¤unu kan›tlay›n. (Burada, a2/4 ne anlama

gelmektedir?)

4. Z/6Z halkas›ndan rastgele a, b ve c say›lar›

seçiliyor. ax2 + bx + c = 0 denkleminin Z/6Z’de bir

çözümü olma olas›l›¤› kaçt›r?

5. Z/nZ halkas›nda, x2 = 1 denkleminin çö-

zümlerinin çarp›m›n› bulun.

6. Z/nZ halkas›nda, x2 = −x denkleminin kaç

çözümü vard›r?

7*. Hangi p asallar› için x2 = −1 denkleminin

Z/pZ halkas›nda bir çözümü vard›r?

8**. Hangi p asallar› için x2 = 2 denkleminin

Z/pZ halkas›nda bir çözümü vard›r?

9**. Z/pZ (p asal) halkas›nda rastgele bir say›-

n›n kare olma olas›l›¤› kaçt›r? Z/pkZ halkas›nda

rastgele bir say›n›n kare olma olas›l›¤› kaçt›r?

(Bknz. Hensel Önsav› yaz›s›).  k sonsuza giderken

bu olas›l›klar›n bir limiti var m›d›r ve varsa bu li-

mit kaçt›r? ♦
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