
Geçen yaz›da Z/nZ halka-

lar›n› anlamak için, asal p’ler için

Z/pkZ halkalar›n› anlamam›z gerekti¤ini görmüfl-

tük. Bu yaz›da, k > 1 için, Z/pkZ halkalar›n›n resmi-

ni çizerek bu halkalar›n daha iyi anlafl›lmas›n› sa¤la-

yaca¤›z. ‹lerde, Hensel Önsav› yaz›s›nda, Z/pkZ hal-

kalar›n› anlamak için büyük ölçüde Z/pZ halkalar›-

n› anlamam›z gerekti¤ini görece¤iz.

Örnek 1. Z/pkZ halkalar›n› incelemeye

Z/4Z = {0,1,2,3}

halkas›yla bafllayal›m (p = 2, k = 2). Bu halkan›n

elemanlar›n› yandaki flekildeki gibi gösterelim. Ya-

z›l›mda kolayl›k olsun diyea yerine a

yazd›k ve yazmakta da ›srar edece¤iz.

Okurun bu yaz›l›ma yabanc›l›k çek-

meyece¤ini, tam tersine say›lar›n üs-

tünde beliren çizgilerden kurtuldu¤u-

na sevinece¤ini ve Z/4Z halkas›n›n ele-

manlar›yla Z’nin elemanlar›yla kar›fl-

t›rmayaca¤›n› umuyoruz.

Yukardaki fleklin en üst kat›ndaki 1 ve 3 ele-

manlar›n› ikiyle çarparsak orta kata, tam 2’ye dü-

fleriz: 2 × 1 = 2 ve 2 × 3 = 2. Orta kat› (yani 2’yi)

ikiyle çarparsak zemin kattaki 0’a düfleriz. En üst

kattaki elemanlar Z/4Z halkas›n›n tersinir eleman-

lard›r, yani bu elemanlar› baflka bir elemanla çar-

parak birim eleman olan 1’i elde edebiliriz; nitekim

1 × 1 = 1 ve 3 × 3 = 1.

Örnek 2. fiimdi de Z/9Z halkas›n› benzer bir

flemayla gösterelim.

Bu kez her 3’le çarpmada bir alt kata iniyoruz.

En alt katta Z/9Z’nin 9’a bölü-

nen tek eleman› olan 0 var.

Onun bir üstünde 3’e bölünen

ama 9’a bölünmeyen elemanlar

(3 ve 6) var. En tepede de 1’e bö-

lünen ama 3’e bölünmeyen (yani

3’e asal) 1, 4, 7, 2, 5, 8 eleman-

lar› var. En üste kattaki bu elemanlar tersinirdir:

1 × 1 = 1, 4 × 7 = 1, 2 × 5 = 1, 8 × 8 = 1.

Örnek 3. Z/27Z halkas›n› çizelim flimdi (resmi

afla¤›da). Bir kez daha elemanlar 3’le çarp›ld›kla-

r›nda bir kat afla¤› iniyorlar. En alt katta 27’ye bö-

lünen tek eleman olan 0 var. Onun bir üstünde 9’a

bölünen ama 27’ye bölünmeyen elemanlar var: 9

ve 18. Onun da üstünde 3’e bölünen ama 9’a bö-

lünmeyen say›lar var: 3, 12, 21, 6, 15, 24 (s›ras›y-

la!) En üst katta da 1’e bölünen ama 3’e bölünme-

yen, yani 3’e asal say›lar var; bunlar Z/27Z halka-

s›n›n tersinir elemanlar›d›r; terslerini bulmay› oku-

ra b›rak›yoruz bu kez.

Z/27Z’ye en alt kattan bafllayarak bakal›m:

Zemin kat: 27(Z/27Z) = 27Z/27Z = {0}.

‹lk iki kat: 9(Z/27Z) = 9Z/27Z = {0, 9, 18}.

‹lk üç kat: 3(Z/27Z) = 3Z/27Z = {0, 3, 6, 9,

12, 15, 18, 21, 24}.

Tüm katlar:Z/27Z.

Genel Durum. E¤er p herhangi bir pozitif do-

¤al say›ysa (ama ço¤u zaman p bir asal olarak al›-

n›r), Z/pkZ halkas›n› bir sonraki sayfadaki gibi

resmedebiliriz.  Bu resimde, her kat ve afla¤›s›,

belli bir i = 0, 1, ..., k için, Z/pkZ’nin pi’ye bölü-

nen (ya da pi’nin çarp›m›) olan elemanlar›ndan

oluflan

piZ/pkZ

kümesinden oluflur. Kat ç›kt›kça i küçülür.

Zemin katta Z/pkZ halkas›n›n pk’ye bölünen

tek eleman› olan 0 tek bafl›na yaflar.

Onun bir üst kat›nda (buna birinci kat diyelim)

pk−1’e bölünen ama pk’ye bölünmeyen, yani belli

bir a0 = 1, 2, ..., p−1 için, a0pk−1 fleklinde yaz›lan

pk−1, 2pk−1, 3pk−1, ..., (p − 1)pk−1
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elemanlar› yaflar. Bunlardan tam p−1 tane vard›r ve

her birinin p’yle çarp›m› 0’d›r.

‹kinci katta, pk−2’ye bölünen ama pk−1’e bö-

lünmeyen, yani a0 = 1, 2, ..., p−1 ve a1 = 0, 1, 2,

..., p−1 için,

a0pk−2 + a1pk−1

fleklinde yaz›lan p2 − p tane eleman yaflar. Bunlar›

p’yle çarparsak bir alt kata düfleriz (pk ≡ 0 denkli-

¤ini unutmay›n):

p(a0pk−2 + a1pk−1) ≡ a0pk−1 (mod pk)

Böylece ilk üç katta (zemin, birinci, ve ikinci

katlarda) pk−2’ye bölünen toplam p2 tane eleman

yaflar. Bunlar, a0, a1 = 0, 1, ..., p−1 için

a0pk−2 + a1pk−1

biçiminde yaz›l›rlar ve p2’yle çarp›mlar› 0’d›r.

Bu yöntemle kat kat ç›kar›z. i-inci katta pk−i’ye

bölünen ama pk−i+1’e bölünmeyen elemanlar, yani,

a0, a1, ..., ai−1 = 0, 1, 2, ..., p − 1 ve a0 ≠ 0 için,

a0pk−i + a1pk−i+1 + ... + ai−1pk−1

biçiminde yaz›lan elemanlar› yaflar.

i-inci ve alt›ndaki katlarda pk−i’ye bölünen ele-

manlar›n tümü (toplam pi tane) yer al›r.

En üst kat olan k-inci katta da pk−k’ye bölünen

ama pk−k+1’e bölünmeyen, yani 1’e bölünen ama

p’ye bölünmeyen, yani sadece p’ye bölünmeyen ele-

manlar yaflar. Bütün tersinir elemanlar en üst katta

otururlar, onlar›n böyle bir ayr›cal›¤› vard›r. Örne-

¤in 1 en üst kattad›r. E¤er p asalsa, ki genellikle asal

al›n›r, en üst kattaki her say› tersinirdir, aksi halde

en üst katta tersinir olmayan elemanlar da bulunur.

p eleman› üstten bir altta oturur, p2 ise üstten

iki altta...

p asal oldu¤unda, tersinir elemanlar tam tam›-

na p’ye asal elemanlar olduklar›ndan, tersinir ele-

manlar belli bir 0 < a0 < p için,

a0 + a1p + a2p2 + ... + ak−1pk−1

biçiminde yaz›l›rlar. Tersinir elemanlar kümesinin

(Z/pkZ)* olarak yaz›ld›¤›n› geçen say›lardan an›m-

sayal›m. Demek ki,

(Z/pkZ)* = {a0 + a1p + a2p2 + ... + ak−1pk−1 : 

her i = 0, 1, ..., k−1 için, 0 ≤ ai < p, a0 ≠ 0}

= Z/pkZ \ pZ/pkZ.

Z/pkZ’nin 0 olmayan her eleman›n›n belli bir i

= 1, 2, ..., k−1 ve a0 ≠ 0 için,

a0pk−i + a1pk−i+1 + ... + ai−1pk−1

biçiminde yaz›ld›¤› anlafl›l›yor. Bu eleman›,

pk−i(a0 + a1p1 + ... + ai−1pi−1)

biçiminde de yazabiliriz. a0 ≠ 0 eflitsizli¤inden, pa-

rantezdeki eleman›n tersinir oldu¤u anlafl›l›r. Dola-

y›s›yla 0 olmayan her eleman, belli bir i = 1, 2, ...,

k−1 için

pk−i(Z/pkZ)*

kümesindedir. Bu aflamada art›k afla¤›daki teore-

min kan›t› kolay olmal›:

Teorem. E¤er p asalsa Z/pkZ’nin 0 olmayan

her eleman› bir ve bir tek j = 0, 1, ..., k−1 ve α ∈
(Z/pkZ)* için, pjα olarak yaz›l›r. ♦
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