Matematik Diinyasi, 2004 Giiz

~ Kapak Konusu: Modiiler ve p-sel Sayilar

Z/ptZ Halkalarinin Resmi

3 . Gecgen yazida Z/nZ halka-
larin1 anlamak igin, asal p’ler icin

Z/pkZ halkalarini anlamamiz gerektigini gormiis-
tikk. Bu yazida, k > 1 icin, Z/pkZ halkalarmin resmi-
ni ¢izerek bu halkalarin daha iyi anlagilmasini sagla-
yacagiz. llerde, Hensel Onsavi yazisinda, Z/pkZ hal-
kalarini anlamak i¢in biiytik ol¢tide Z/pZ halkalari-
n1 anlamamiz gerektigini gorecegiz.

Ornek 1. Z/pkZ halkalarini incelemeye
Z/4Z = {0, 1, 2, 3}
halkasiyla baglayalim (p = 2, k = 2). Bu halkanin
elemanlarini yandaki sekildeki gibi gosterelim. Ya-
zilimda kolaylik olsun diye a yerine a 1 3
yazdik ve yazmakta da israr edecegiz. \/

Okurun bu yazilima yabancilik ¢ek- 2
meyecegini, tam tersine sayilarin Us-

tinde beliren ¢izgilerden kurtuldugu- 0
na sevinecegini ve Z/4Z halkasinin ele- 7/47

manlariyla Z’nin elemanlariyla karis-
tirmayacagini umuyoruz.

Yukardaki seklin en tst katindaki 1 ve 3 ele-
manlarini ikiyle ¢carparsak orta kata, tam 2’ye du-
seriz: 2 x 1 =2 ve 2 x 3 = 2. Orta kat1 (yani 2’yi)
ikiyle carparsak zemin kattaki 0’a diiseriz. En st
kattaki elemanlar Z/4Z halkasinin tersinir eleman-
lardir, yani bu elemanlar1 bagka bir elemanla car-
parak birim eleman olan 1’i elde edebiliriz; nitekim
I1x1=1ve3 x3=1.

Ornek 2. Simdi de Z/9Z halkasini benzer bir
semayla gosterelim.

Bu kez her 3’le carpmada bir alt kata iniyoruz.
En alt katta Z/9Z’nin 9’a boli-
nen tek elemani olan 0 wvar. 1\1 \
N /

Z/9Z

Onun bir istiinde 3’e boliinen
ama 9’a bolunmeyen elemanlar
(3 ve 6) var. En tepede de 1’e bo-
liinen ama 3’e bolinmeyen (yani
3easal) 1,4, 7,2, 5, 8 eleman-
lar1 var. En uste kattaki bu elemanlar tersinirdir:
Ix1=1,4x7=1,2x5=1,8x8=1.
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Ornek 3. Z/27Z halkasin ¢izelim simdi (resmi
asagida). Bir kez daha elemanlar 3’le ¢arpildikla-
rinda bir kat asag iniyorlar. En alt katta 27’ye bo-
linen tek eleman olan 0 var. Onun bir tstiinde 9’a
boluinen ama 27’ye boliinmeyen elemanlar var: 9
ve 18. Onun da ustunde 3’e bolinen ama 9’a bo-
luinmeyen sayilar var: 3, 12, 21, 6, 15, 24 (sirasiy-
la!) En iist katta da 1’e boliinen ama 3’e boliinme-
yen, yani 3’e asal sayilar var; bunlar Z/27Z halka-

1,10, 19,4,13,22,7, 16, 25, 2,11, 20, 5, 14, 23, 8, 17, 25
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Z/27Z

sinin tersinir elemanlaridir; terslerini bulmay: oku-
ra birakiyoruz bu kez.
Z/272Z’ye en alt kattan baglayarak bakalim:

Zemin kat: 27(Z/272Z) = 272/27Z = {0).
Ik iki kat: 9(2/27Z) = 92/27Z = {0, 9, 18).
1k 6¢ kat:  3(2/272) = 32/27Z = {0, 3, 6, 9,

12, 15, 18, 21, 24).
Tim katlar: Z2/27Z.

Genel Durum. Eger p herhangi bir pozitif do-
gal sayiysa (ama ¢ogu zaman p bir asal olarak ali-
nir), Z/p*Z halkasini bir sonraki sayfadaki gibi
resmedebiliriz. Bu resimde, her kat ve asagisi,
belli bir i = 0, 1, ..., k igin, Z/pkZ’nin pP’ye bolii-
nen (ya da p¥nin ¢arpimi) olan elemanlarindan
olusan

piZIpkz
kiimesinden olusur. Kat ¢iktikca ¢ kiigiilir.

Zemin katta Z/pkZ halkasinin pR’ye boliinen
tek elemani olan 0 tek bagina yasar.

Onun bir st katinda (buna birinci kat diyelim)
pk=Te boliinen ama pk’ye boliinmeyen, yani belli
bir ay = 1, 2, ..., p—1 igin, agp*~! seklinde yazilan

pkfl’ zpkfl’ 3pk—1, s (P — 1)pk—1
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Z/pkZ Halkas:
k

£ 2z pk — pk! eleman.

B ag+ap + a2p2 +.. 0+ ak_lpk’l < Bunlar tersinir

5 pZiptz . elemanlardir.

S agp +ap* + ... + ak—zpk_l < pk~! = pk2 eleman, p burada. V p’nin garpimlari,

p2ZIpkz hd ; ya da p’ye boliinenler
i p¥’nin carpimlart,
¢ Y ya da p?’ye boliinenler
pkiiZ/ka

g aopk‘i g alpk‘i+1.+ o 45 aHpk‘l ‘_i p* — pk-itl eleman

% pk’i*IZ/ka

’: c

pk—Sz/ka

g agp*=3 + aph? + aph! « p’ - p* eleman

S\ p2zptz S
§~§<> aopk’z + alpk’l < p* - p eleman
3 k=17 0k °
o p*zip*z k2> e
< k-1 5 pk-1 k1 vkl B p**’ye bolunenler,
zg pyt 2 gl (p-1)p, " [ p — 1 eleman pk-1oe bliinenler, | p* tane

g @Z/sz = {0} p tane

= o0 < 1 eleman

S +

Ag, Ay ey a_q € {0, 1,2, 0, p=1}, a5 = 0.

elemanlari yagar. Bunlardan tam p—1 tane vardir ve
her birinin p’yle ¢arpimi 0°dir.

Ikinci katta, pk~2’ye boliinen ama pk—1’e bo-
linmeyen, yani a5 = 1, 2, ..., p—1vea; =0, 1, 2,
...y p—1 i¢in,

agph=2 + agph-1
seklinde yazilan p2 — p tane eleman yasar. Bunlari
p’yle carparsak bir alt kata diiseriz (pk = 0 denkli-
gini unutmayin):
plagh*=2 + aypk-1) = agpk=1 (mod pk)

Boylece ilk ti¢ katta (zemin, birinci, ve ikinci
katlarda) pk-2’ye béliinen toplam p2 tane eleman
yasar. Bunlar, ag, a; = 0, 1, ..., p—1 icin

agph=2 + agpk-1
bigiminde yazilirlar ve p2’yle carpimlar1 0°dir.

Bu yontemle kat kat ¢ikariz. i-inci katta pk—#’ye
boliinen ama pk—i+1’e boliinmeyen elemanlar, yani,
ag, aq, - a;1=0,1,2,..,p—1veay=#0 icin,

appk + aypk=i+l + .+ a;_pkt
biciminde yazilan elemanlari yasar.

i-inci ve altindaki katlarda pk—’ye béliinen ele-
manlarin tiimii (toplam p? tane) yer alir.

En iist kat olan k-inci katta da pk—*’ye boliinen
ama pk—k+1’e boliinmeyen, yani 1’e boliinen ama
p’ye boliinmeyen, yani sadece p’ye boliinmeyen ele-
manlar yasar. Bitin tersinir elemanlar en ust katta
otururlar, onlarm bdyle bir ayricaligi vardir. Orne-
gin 1 en ust kattadir. Eger p asalsa, ki genellikle asal
alinir, en st kattaki her say1 tersinirdir, aksi halde

Toplam p* eleman

en ust katta tersinir olmayan elemanlar da bulunur.

p eleman iistten bir altta oturur, p2 ise iistten
iki altta...

p asal oldugunda, tersinir elemanlar tam tami-
na p’ye asal elemanlar olduklarindan, tersinir ele-
manlar belli bir 0 < a < p icin,

ay + aip + ap? + ... + ap_1pk!
bi¢iminde yazilirlar. Tersinir elemanlar kiimesinin
(Z/pkZ)* olarak yazildigini gegen sayilardan anim-
sayalim. Demek ki,
(ZIpkZ)* = {ay + arp + arp? + ... + ap_1p*1:
heri=0,1, ..., k-1i¢in, 0 < a; < p, ay = 0}
= ZIpkZ \ pZ/pkZ.

Z/pkZ’nin 0 olmayan her elemanmin belli bir i

=1,2, .., k-1 ve ay # 0 i¢in,
agpk= + aypk=itl & .+ a;_pk-1
bi¢iminde yazildig1 anlagiliyor. Bu eleman,
pk-ilay + aypl + ... + a;_p1)
biciminde de yazabiliriz. ay # 0 esitsizliginden, pa-
rantezdeki elemanin tersinir oldugu anlasilir. Dola-
yisiyla O olmayan her eleman, belli bir i = 1, 2, ...,
k-1 igin
pk-i(zIp*Z)*
kiimesindedir. Bu asamada artik asagidaki teore-
min kanit1 kolay olmali:

Teorem. Eger p asalsa Z/pkZ’nin O olmayan
her elemamnt bir ve bir tek j =0, 1, ..., k-1 ve o €
(ZIpkZ)* icin, pio. olarak yazilir. .
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