
I. Resim. Geçen yaz›da

Z/pkZ halkalar›n›n her birinin ayr› bir resmi-

ni yapm›flt›k. Geçen yaz›daki resim Z/pkZ halkas›n›

çal›fl›rken çok kullan›fll›d›r ve çok ifle yarar. Ama de-

¤iflik k’ler için de¤iflik Z/pkZ halkalar› gerekti¤inde,

Z/pZ, Z/p2Z, ..., Z/pkZ, ... halkalar›n›n hepsini bir-

den resmeden çok daha kullan›fll› bir baflka resim

vard›r. Bu yaz›da, sabit bir p için, Z/pkZ halkalar›-

n›n hepsinin birden resmini yapaca¤›z. Resimde p

sabit kalacak ama k de¤iflecek.

Örnek olarak p = 3, k = 3 alal›m,

yani pk = 33 = 27. Bu sayfan›n en al-

t›ndaki flekilden izleyin. En üst katta

modülo 27 tüm say›lar var: Bunlar

0’dan 26’ya kadar olan say›larla gös-

terilen elemanlar. Onun alt›nda mo-

dülo 9 say›lar var: 0’dan 8’e kadar.

Onun alt›nda da modülo 3 say›lar

var: 0, 1 ve 2.

En üst kattaki modülo 27 say›-

lar modülo 9 al›n›rsa, her say› bir

alt kat›ndaki say›y› verir. ‹kinci kat-

taki modülo 9 say›lar modülo 3 al›-

n›rsa her say› gene bir alt kat›ndaki

say›y› verir. En üst kattaki modülo

27 say›lardan biri modülo 3 al›n›rsa, o say›n›n iki

kat alt›ndaki modülo 3 say› bulunur.

Bu çizelgeyi bir kat daha ç›k›p modülo 81 say›-

lar› bulabilirdik. (Sayfan›n ortas›ndaki flekilden izle-

yin flimdi.) Bunun için üçüncü kattaki her say›ya üç

dal daha eklemek gerekirdi. Üçüncü kat›n her say›-

s›na 0, 27 ve 54 ekleyerek dördüncü kat›n say›lar›n›

(modülo 81 say›lar›) bulabiliriz. Örne¤in,

58 = 1·30 + 1·3 + 0·32 + 2·33

oldu¤undan, 58 say›s›

1·30 + 1·3 + 0·32

say›s›n›n, yani üçüncü kattaki 4’ün sa¤ üstüne gele-

cek, en alttan bafllayarak 1-4-4-58

çizgisini izleyecek. 1-4-4 dizisinin üs-

tüne gelecek say›lar soldan sa¤a do¤-

ru,

1·30 + 1·31 + 0·32 + 0·33 =   4

1·30 + 1·31 + 0·32 + 1·33 = 31

1·30 + 1·31 + 0·32 + 2·33 = 58

say›lar› olacak.

Durman›n anlam› yok, modülo

81 say›lar› yazd›ktan sonra bir kat

daha ç›karak modülo 243 say›lar› da

yazabiliriz. Daha sonra modülo 729

say›lar› yazar›z...

Bu yöntemle hiç durmadan de-

vam ederek, her dal› üçe ay›r›p yuka-

r› do¤ru ç›karak, de¤iflik k’ler için

tüm Z/3kZ halkalar›n› resmedebiliriz.

Diyelim 436’n›n sonsuz a¤açtaki yerini bul-

mak istiyoruz. Yani 436’y› modülo 3, modülo 9,
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modülo 27, modülo 81, ve genel olarak her k için

modülo 3k hesaplamak istiyoruz. Bunun için

436’y› 3’lük tabanda yazal›m:

436 = 1·30 + 1·31 + 0·32 + 1·33 +  2·34 + 1·35.

Böylece 436’n›n her i için modülo 3i kaç oldu-

¤u bir ç›rp›da bulunur:

436 ≡ 1·30 = 1 mod 3

436 ≡ 1·30 + 1·31 = 4 mod 32

436 ≡ 1·30 + 1·31 + 0·32 = 4 mod 33

436 ≡ 1·30 + 1·31 + 0·32 + 1·33 = 31 mod 34

436 ≡ 1·30 + 1·31 + 0·32 + 1·33 +  2·34 = 193 mod 35

436 ≡ 436 mod 36

436 ≡ 436 mod 37

...

Demek ki 436, a¤ac›n en alt›ndan bafllayarak,

1-4-4-31-193-436-436-436-...

yolunu sonsuza kadar izleyecek. 

436’n›n güzergâh› 436’n›n 3’lük tabanda yaz›-

l›m›nda bulunun katsay›lardan da bulunur. 3’lük

tabandaki yaz›l›mda buldu¤umuz katsay›lar› sol-

dan sa¤a do¤ru tekrar yazal›m:

1, 1, 0, 1, 2, 1.

Demek ki a¤ac›n kökünden bafllayarak, s›ras›yla,

orta (1), orta (1), sol (0), orta (1), sa¤ (2), orta  (1)

dallar›n› izleyece¤iz. Daha üst dallarda da buluruz

436’y›. ‹lk alt› ad›mdan sonra hep sola gitmek ge-

rekir bunun için, çünkü,

436 = 1·30 + 1·31 + 0·32 + 1·33 +  2·34 + 1·35

yaz›l›m›n›n ard›na diledi¤imiz kadar 0 koyabiliriz:

436 = 1·30 + 1·31 + 0·32 + 1·33 +  2·34 + 1·35

+ 0·35 + 0·35 + 0·35 + ...

ve her 0 bizi sola götürür. Nitekim a¤açta 436, ilk

kez belirdi¤i yerin sol üstünde hep belirir daha son-

ra ve bu sonsuza kadar böyle devam eder.

Bu yöntemle yukardaki a¤ac› sonsuza dek gö-

türebiliriz ve götürece¤iz de. Böylece modülo 3k sa-

y›lar›n›n hepsi birden sonsuz bir a¤açta belirir. Afla-

¤›daki (güzel olsun diye yuvarlak çizdi¤imiz) flekil

bu sonsuz a¤ac› simgeliyor. Merkezden bafllayarak

kat kat ç›kt›kça k art›yor. Tüm modülo 3k say›lar

k-inci aflamada belirmifl oluyor.

Herhangi bir n do¤al say›s›n› 3’lük tabanda

yazal›m:

Burada ai’lerin her biri ya 0 ya 1 ya da 2’dir. k’yi

3k+1 > n eflitsizli¤ini sa¤layacak büyüklükte almak

gerekir elbet, daha az› olmaz. Ama her i > k için ai

= 0 al›rsak, n’yi

olarak yazabiliriz. Bu yaz›l›mdaki ai say›s›n›n 0, 1 ya

da 2 olmas›, afla¤›daki a¤ac›n i-inci ad›m›nda n’nin

sol (0), orta (1) ya da sa¤ (2) yolu izleyece¤ini belir-

tir. A¤ac›n kökünden bafllayarak, her 0 gördü¤ü-

müzde soldaki yoldan, her 1 gördü¤ümüzde ortada-

ki yoldan, her 2 gördü¤ümüzde sa¤daki yoldan gi-

deriz. Her do¤al say›n›n güzergâh› böylece afla¤›da-

ki flekilde izlenebilir.

Do¤al say›lar bir zaman sonra hep sola gider-

ler, çünkü bir zaman sonra, yani büyük i’ler için,

ai hep 0’d›r.

Ya negatif tamsay›lar? Örne¤in −1 bu a¤aç üs-

tünde nas›l bir yol izler? Bunu bulmak için, −1’i mo-

dülo 3, modülo 32, modülo 33, modülo 33 ve genel

olarak modülo 3i yazmal›y›z. O kadar zor de¤il:

−1 ≡ 2 mod 3

−1 ≡ 2 + 2·3 mod 32

−1 ≡ 2 + 2·3 + 2·32 mod 33

−1 ≡ 2 + 2·3 + 2·32 + 2·33 mod 34

...

Görüldü¤ü gibi −1 daha bafl›ndan itibaren hep sa-

¤a do¤ru gidiyor. −1’i sonsuz a¤ac›n en sa¤›ndaki

dal olarak görebiliriz. 0, sonsuz a¤ac›n en solunda-

ki dald›. En ortadaki hep orta yolu seçen dal da
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1 + 1·3 + 1·32 + 1·33 + 1·34 + ...

“say›”s› (art›k 30 yerine 1 yaz›yoruz.) Pek yak›nda

bu “say›”n›n −1/2 oldu¤unu görece¤iz!

Biraz önce −1 için yazd›¤›m›z denklikleri (her

3i için bir tane olmak üzere sonsuz say›da denklik

vard›),

−1 ≡ 2 + 2·3 + 2·32 + 2·33 + 2·34 + ...

olarak tek bir denklikle gösterelim.

fiimdi de −2’nin yolunu bulal›m. −2’nin yolunu

bulmak için −1’e yapt›¤›m›z› yapabiliriz, yani −2’yi

modülo 3, modülo 32, modülo 33, modülo 33 bulup

bu yaz›l›mda katsay›lar›n ald›klar› de¤erlere göre −
2’nin her ad›mda üç yoldan hangisini seçti¤ini bula-

biliriz. Ama daha ilginç, daha kolay ve daha çok bil-

gi veren bir yöntem daha var. −2’nin yolunu −1’in

yolundan ç›karabiliriz. −1’in yolunu biliyoruz:

−1 ≡ 2 + 2·3 + 2·32 + 2·33 + 2·34 + ...,

hep sa¤a gidiyor (yani katsay›lar hep 2). Denkli¤in

her iki taraf›ndan da 1 ç›kar›rsak −2’nin yolunu

buluruz:

−2 ≡ 1 + 2·3 + 2·32 + 2·33 + 2·34 + ...

Demek ki −2 önce orta yolu seçip, sonra hep sa¤a

gidiyor. −2’den 1 ç›kar›p −3’ün yolunu bulal›m:

−3 ≡ 0 + 2·3 + 2·32 + 2·33 + 2·34 + ...

Bir kez daha 1 ç›kar›p −4’ün yolunu bulal›m:

−4 ≡ 2 + 1·3 + 2·32 + 2·33 + 2·34 + ...

‹flte ilk birkaç negatif say›n›n güzergâh›:

−1 ≡ 2 + 2·3 + 2·32 + 2·33 + 2·34 + ...

−2 ≡ 1 + 2·3 + 2·32 + 2·33 + 2·34 + ...

−3 ≡ 0 + 2·3 + 2·32 + 2·33 + 2·34 + ...

−4 ≡ 2 + 1·3 + 2·32 + 2·33 + 2·34 + ...

−5 ≡ 1 + 1·3 + 2·32 + 2·33 + 2·34 + ...

−6 ≡ 0 + 1·3 + 2·32 + 2·33 + 2·34 + ...

−7 ≡ 2 + 0·3 + 2·32 + 2·33 + 2·34 + ...

−8 ≡ 1 + 0·3 + 2·32 + 2·33 + 2·34 + ...

−9 ≡ 0 + 0·3 + 2·32 + 2·33 + 2·34 + ...

−10 ≡ 2 + 2·3 + 1·32 + 2·33 + 2·34 + ...

−11 ≡ 1 + 2·3 + 1·32 + 2·33 + 2·34 + ...

−12 ≡ 0 + 2·3 + 1·32 + 2·33 + 2·34 + ...

Görüldü¤ü gibi pozitif say›lar bir zaman sonra

hep sola gidiyorlar, negatif say›larsa tam tersine bir

zaman sonra hep sa¤a. Ama sonuç olarak her tam-

say› a¤ac›n en tepesinde, daha do¤rusu en dipten

bafllayarak hiç durmadan yükselen sonsuz bir da-

l›n ucunda beliriyor.

A¤ac›n en tepesinde tamsay›lardan baflka “sa-

y›lar” da beliriyor. Örne¤in, biraz önce sözünü et-

ti¤imiz a¤ac›n en “orta”s›ndaki (yani hep orta yo-

lu seçen)

1 + 1·3 + 1·32 + 1·33 + 1·34 + ...

“say›”s›. Bu “say›”ya x diyelim ve x’e modülo 3,

32, 33, 34 vs bakal›m:

x ≡ 1 mod 3

x ≡ 1 + 1·3 = 4 mod 32

x ≡ 1 + 1·3 + 1·32 = 13 mod 33

x ≡ 1 + 1·3 + 1·32 + 1·33 = 40 mod 33

...

elde ederiz. fiimdi x’i 2’yle çarpal›m:

2x ≡ 2 ≡ −1 mod 3

2x ≡ 8 ≡ −1 mod 32

2x ≡ 26 ≡ −1 mod 33

2x ≡ 80 ≡ −1 mod 33

...

Çok tuhaf! 2x ≡ −1, yani x ≡ −1/2 gibi bir fley ç›k›-

yor!

Bir önceki sayfadaki flekildeki her sonsuz dal

gerçekten de bir tür “say›” olarak addedilebilir. Bu

say›lara p-sel tamsay›lar denir. Birazdan p-sel tam-

say›lar› daha matematiksel bir biçimde tan›mlaya-

ca¤›z.

II. Baklay› A¤z›m›zdan Ç›kar›yoruz: p-sel

Tamsay›lar. Yukardaki flekildeki her sonsuz yol

sonsuz tane durak’tan oluflur. Örne¤in, 

1 mod 3

1 + 1·3 mod 32

1 + 1·3 + 1·32 mod 33

1 + 1·3 + 1·32 + 1·33 mod 34

1 + 1·3 + 1·32 + 1·33 + 1·34 mod 35

...

duraklar› hep orta dal› seçen sonsuz bir yolun du-

raklar›d›r. Bu duraklar›,

(1 + 1·3 + 1·32 + ... + 1·3k−1 mod 3k)k
biçiminde bir dizi olarak ya da

1 + 1·3 + 1·32 + ... + 1·3k−1 + ....

gibi (sadece simgesel bir de¤eri olan, yani biçimsel)

bir sonsuz “toplam” olarak gösterebiliriz. Bu yaz›-

l›m sonsuz bir yolu simgeler, hep orta dal› seçen

yolu. K›smi toplamlar da bu yolun duraklar›d›r.

Her dura¤›n sonuna eklenen 3k ad›m› bizi bir son-

raki dura¤a götürür.

Daha genel olarak, 3 asal› yerine herhangi bir

p asal› alal›m ve yukarda 3’le yapt›¤›m›z› p’yle ya-

pal›m. Her ad›mda p dala ayr›lan sonsuz bir a¤aç

elde ederiz. Bu sonsuz a¤ac›n her sonsuz yolu, her-

biri 0, 1, ..., p − 1’e eflit olan

a0, a1, a2, ..., ak, ...

sonsuz say› dizisi için,
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a0 mod p

a0 + a1p mod p2

a0 + a1p + a2p2 mod p3

...

a0 + a1p + a2p2 + ... + ak−1pk−1 mod pk

...

duraklar›ndan oluflur. At›lan her akpk ad›m› bizi

bir önceki duraktan bir sonraki dura¤a götürür ve

bu böylecene durmadan devam eder. Buradaki ak

katsay›s› k-inci ad›mda önümüze ç›kan p yoldan

hangisini seçece¤imizi söyler. Bu sonsuz yolu, yolu

oluflturan duraklardan oluflan

(a0 + a1p + a2p2 + ... + ak−1pk−1 mod pk)k
dizisi olarak k›saca gösterebilece¤imiz gibi, sadece

simgesel bir anlam› olan

a0 + a1p + a2p2 + ... + akpk + ...

gibi “sonsuz bir toplam”la da gösterebiliriz. O za-

man, bu sonsuz toplam›n k›smi (ve sonlu)

a0 + a1p + a2p2 + ... + ak−1pk−1 mod pk

toplamlar› sonsuz yolun duraklar› olur.

E¤er xk do¤al say›s›n›

xk = a0 + a1p + a2p2 + ... + akpk

olarak tan›mlarsak, o zaman, her k için,

xk ≡ xk+1 (mod pk+1)

denklikleri geçerli olur ve sonsuz yolumuzu k›saca

(xk)k
dizisi olarak da gösterebiliriz. Bu son gösterimde

duraklar (xk mod pk+1) modüler say›lar›d›r.

Yukardaki xk, 0’dan büyükeflit, pk+1’den kü-

çük bir say›d›r. Ama asl›nda xk’leri,

xk ≡ xk+1 (mod pk+1)

koflullar›n› sa¤layan tamsay›lar olarak da seçebili-

riz, farketmez. Bir baflka deyiflle, her k için yukar-

daki xk ≡ xk+1 (mod pk+1) denkliklerini sa¤layan

her (xk)k tamsay› dizisi, bize duraklar›

xk mod 3k+1

olan sonsuz bir yol verir. Ayr›ca e¤er (yk)k tamsa-

y› dizisi

yk ≡ xk (mod pk+1)

koflulunu sa¤l›yorsa, o zaman, (yk)k tamsay› dizisi

de sonsuz bir yolu simgeler ve bu sonsuz yol, aynen

(xk)k tamsay› dizisiyle simgelenen yola eflittir.

Bir p-sel tamsay›y› yukardaki de¤iflik biçimler-

den biri olarak tan›mlayabiliriz. Bu biçimlerden bi-

rini seçmeliyiz. Sonuncusunu seçelim.

Tan›m: p bir asal say›ysa1, bir p-sel tamsay›,

xk ≡ xk+1 (mod pk+1) (*)

denkliklerinin geçerli oldu¤u

(xk mod pk+1)k
dizisidir.

x = (xk mod pk+1)k herhangi bir p-sel tamsay›

olsun. x0 yerine x0’› p’ye böldü¤ümüzde ç›kan ka-

lan (yani 0’dan büyükeflit, p’den küçük bir say›)

olarak alabiliriz. x1 yerine de x1’i p2’ye böldü¤ü-

müzde kalan› (yani 0’dan büyükeflit, p2’den küçük

bir say› olarak) alabiliriz. Genel olarak, her k için,

xk yerine xk’yi pk+1 say›s›na böldü¤ümüzde ç›kan

kalan (yani 0’dan büyükeflit ve pk+1’den küçük bir

say›) olarak alabiliriz. Sonuç olarak, yukardaki ta-

n›mdaki her xk tamsay›s›n› (*) denkli¤ini sa¤layan

0’dan büyükeflit, pk+1’den küçük bir say› olarak

alabiliriz, p-sel tamsay›da bir de¤ifliklik olmaz.

(*)’dan dolay›, her k için,

xk+1 = xk + ak+1pk+1

eflitli¤ini sa¤layan bir ak+1 vard›r. E¤er bir önceki

paragraftaki gibi her xk’yi 0’dan büyükeflit ve

pk+1’den küçük bir say› olarak al›rsak, o zaman

ak+1’i 0’dan büyükeflit ve p’den küçük bir say› ola-

rak alabiliriz. Bu taktirde, x0’a a0 dersek, 0 ≤ ai <

p eflitsizliklerini sa¤layan ai tamsay›lar› için,

x0 = a0

x1 = x0 + a1p = a0 + a1p

x2 = x1 + a2p2 = a0 + a1p + a2p2

x3 = x2 + a3p3 = a0 + a1p + a2p2 + a3p3

...

xk = xk−1 + akpk = a0 + a1p + a2p2 + ... + akpk

...

eflitliklerini buluruz, ta en bafltaki duraklar›m›z...

Dolay›s›yla, bir p-sel tamsay›y›, 0 ≤ ai < p eflitsiz-

liklerini sa¤layan ai tamsay›lar› için, simgesel

olarak,

a0 + a1p + a2p2 + ... + akpk + ...

gibi sonsuz bir toplam olarak da tan›mlayabiliriz.

Bu sonsuz toplam,

(a0 + a1p + a2p2 + ... + akpk mod pk+1)k
p-sel tamsay›s› anlam›na gelir. 

Hatta dileseydik, bir p-sel tamsay›y›, 0 ≤ ai < p

eflitsizliklerini sa¤layan ai tamsay›lar› için, (ai)i dizi-

si olarak da tan›mlayabilirdik, ama yapmayaca¤›z.

p-sel tamsay›lar› yukarda verdi¤imiz çeflitli ta-

n›mlar›yla görebilmek çok yararl›d›r, tan›mlardan

biri di¤erinden daha de¤erli de¤ildir, hepsini gerek-

ti¤inde kullanabilmek gerekir.
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1 Tan›mda p’nin asal olmas› için matematiksel bir neden yoktur

asl›nda. Ama p asalken p-sel tamsay›lar›n analizi daha kolay ol-

du¤undan, p hep asal al›n›r.
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Ayr›ca, (*) denkliklerinden, her m ≤ n do¤al

say›lar› için, ilk bak›flta (*)’dan daha genel görünen

ama ona eflde¤er olan,

xn ≡ xm (mod pm+1) (**)

denkli¤i ç›kar.

III. p-sel Say›larda ‹fllemler. fiimdi p-sel tamsa-

y›lar› toplay›p ç›kar›p çarpaca¤›z.

x = (xk mod pk+1)k
ve

y = (yk mod pk+1)k
iki p-sel tamsay› olsun. Demek ki (*) ya da (**)

denklikleri x ve y’nin terimleri için sa¤lan›yor. Bu

iki p-sel tamsay›y›,

x ± y = (xk ± yk mod pk+1)k
ve

xy = (xkyk mod pk+1)k
olarak toplay›p ç›kar›p çarpmay› öneriyoruz. Bu

önerimizin bir anlam› olmas› için afla¤›daki önsa-

v›n birinci k›sm›n›n do¤ru olmas› gerekmektedir,

yoksa bu ifllemleri önerdi¤imiz gibi tan›mlayama-

y›z. Afla¤›daki önsav›n ikinci k›sm›ysa, iki p-sel

tamsay›n›n toplam›n›n, fark›n›n ve çarp›m›n›n ge-

ne birer p-sel tamsay› oldu¤unu söylüyor, ki yuka-

r›da önerilen ifllemin gerçekten bir ifllem olabilme-

si için bunun da do¤ru olmas› gerekir elbette.

Önsav 1.

x = (xk mod pk+1)k
x′ = (xk′ mod pk+1)k
y = (yk mod pk+1)k
y′ = (yk′ mod pk+1)k

dört p-sel tamsay› olsun. E¤er x = x′ ve y = y′ ise,

o zaman,

(xk ± yk mod pk+1)k = (xk′ ± yk′ mod pk+1)k
ve

(xkyk mod pk+1)k = (xk′ y k′ mod pk+1)k
dir. Ayr›ca 

(xk ± yk mod pk+1)k
ve 

(xkyk mod pk+1)k
birer p-sel tamsay›d›rlar, yani tan›mdaki (*) koflu-

lunu sa¤larlar.

Kan›t: Önce birinci k›sm› kan›tlayal›m. Durak-

lar›n eflit olduklar›n›, yani

xk ± yk ≡ xk′ ± yk′ mod pk+1

ve

xkyk ≡ xk′ yk′ mod pk+1

denkliklerini kan›tlamal›y›z. Birincileri okura b›ra-

k›p sonuncusunu kan›tlayal›m. x = x′ ve y = y′ eflit-

liklerinden dolay›,

xk ≡ xk′ mod pk+1 ve yk ≡ yk′ mod pk+1

denkliklerini biliyoruz; yani

xk − xk′ ≡ yk − yk′ ≡ 0 mod pk+1.

fiimdi bu denklikleri kullanarak hesaplayal›m:

xkyk − xk′ y k′ = xk(yk − yk′ ) + (xk − xk′ )yk′ ≡ 0 mod pk+1.

Önsav›m›z›n ikinci k›sm›n› kan›tlayal›m. p-sel

tamsay› tan›m›na göre, (xk ± yk mod pk+1)k ve

(xkyk mod pk+1)k dizilerinin p-sel tamsay› oldukla-

r›n› kan›tlamak için,

xk ± yk ≡ xk+1 ± yk+1 (mod pk+1)

ve 

xkyk ≡ xk+1yk+1 (mod pk+1)

denkliklerini kan›tlamal›y›z. x ve y birer p-sel tam-

say› olduklar›ndan,

xk ≡ xk+1 (mod pk+1)

ve

yk ≡ yk+1 (mod pk+1)

denklikleri geçerlidir, yani

xk − xk+1 ≡ yk − yk+1 ≡ 0 (mod pk+1).

Gene ilk denklikleri okura b›rak›p üçüncüsünü ka-

n›tlayal›m:

xkyk − xk+1yk+1

= xk(yk − yk+1) + (xk − xk+1)yk+1

≡ 0 (mod pk+1)

Diledi¤imizi kan›tlad›k. ■■

Yukardaki önsav sayesinde art›k p-sel tamsay›-

larda toplama, ç›karma ve çarpma ifllemlerini ta-

n›mlayabiliriz:

(xk mod pk+1)k ± (yk mod pk+1)k = (xk ± yk mod pk+1)k
ve

(xk mod pk+1)k(yk mod pk+1)k = (xkyk mod pk+1)k.

p-sel tamsay›lar kümesi Zp olarak gösterilir.

Biraz önce tan›mlad›¤›m›z toplama, ç›karma ve

çarpma ifllemleriyle birlikte Zp bir halkad›r. Bunun

kan›t› çok kolayd›r, yukardaki tan›mlardan ve

Z/pkZ’nin bir halka olmas›ndan do¤rudan ç›kar.

Kolayca görülece¤i üzere, bu halkan›n 0, yani

toplaman›n etkisiz eleman›, 

(0 mod pk+1)k
d›r, yani

0 + 0·p + 0·p2 + ... + 0·pk + ...

eleman›d›r ve birim eleman›, yani halkan›n 1’i,

çarpman›n etkisiz eleman›,

(1 mod pk+1)k
yani,

1 + 0·p + 0·p2 + ... + 0·pk + ...
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dir. (Bu iki eleman›n Zp’de olduklar› çok bariz, ama

gene de bu soruyu sormay› ak›l etmek gerekiyor.)

Zp’ye p-sel tamsay›lar halkas› denir. (Bir de

bunlar›n kesirlileri vard›r, bkz. sayfa xx.)

Bu ifllemlere birkaç örnek verelim.

Örnek 1. E¤er p ≠ 2 ise, yani p > 2 ise, 

Σk pk + Σk pk = Σk 2pk.

Bu, çok bariz olmal›. Ama e¤er p = 2 ise, durum

de¤iflir:

(1 + 2 + 4 + ... ) + (1 + 2 + 4 + ... ) = 2 + 4 + 8 + ...

Nitekim,

1 + 1 = 2 ≡ 0 mod 2

(1 + 2) + (1 + 2) = 6 ≡ 2 mod 4

(1 + 2 + 4) + (1 + 2 + 4) = 14 ≡ 2 + 4 mod 8

(1 + 2 + 4 + 8) + (1 + 2 + 4 + 8) ≡ 2 + 4 + 8 mod 16

...

(1 + 2 + ... + 2k) + (1 + 2 + ... + 2k) 

≡ (2 + ... + 2k) mod 2k+1)

...

Bir baflka aç›klama: 

1 + 2 + 4 + ... 

1 + 2 + 4 + ... 

2 + 4 + 8 + ...

Görüldü¤ü gibi e¤er x = 1 + 2 + 4 + ... ise, x +

x’e 1 ekleyerek gene x elde ederiz, yani 2x + 1 = x,

yani x + 1 = 0, yani x = −1 eflitli¤i do¤rudur. De-

mek ki, Z2 halkas›nda, yani 2-sel tamsay›larda,

−1 = 1 + 2 + 4 + 8 + ... ,

yani,

Σk 2k = −1.

Yanl›fl gelse de, hiç olmazsa ilginç bir eflitlik, üste-

lik do¤ru da! 

Örnek 2. p = 3 olsun ve iki rastgele 3-sel tam-

say› alal›m:

x = 1 + 2·3 + 0·32 + 1·33 + 2·34 + ...

y = 2 + 1·3 + 1·32 + 0·33 + 1·34 + ...

olsun (say›lar›n devam›n› bilmiyoruz, kimbilir han-

gi kurallarla verilmifller.) Bu iki 3-sel tamsay›y›

toplamak için k›smi toplamlar› bulmak laz›m:

1 + 2 = 3 ≡ 0 (mod 3)

(1+2·3) + (2+1·3) = 12 ≡ 3 (mod 32)

(1+2·3+0·32) + (2+1·3+1·32) = 21 (mod 33)

(1+2·3+0·32+1·33) + (2+1·3+1·32+0·33)

= 48 (mod 34)

(1+2·3+0·32+1·33+2·34) + (2+1·3+1·32+0·33+1·34)

= 291 ≡ 48 (mod 35)

...

Demek ki bu iki 3-sel tamsay›n›n toplam›,

0 + 1·3 + 2·32 + 1·33 + 0·34 + ...

diye bafll›yor. Peki ya çarp›mlar›? Aynen toplama-

da yapt›¤›m›z gibi k›smi toplamlar› çarpar›z:

1 × 2 = 2 (mod 3)

(1+2·3) × (2+1·3) = 35 ≡ 8 (mod 32)

(1+2·3+0·32) × (2+1·3+1·32) = 98 ≡ 17 (mod 33)

(1+2·3+0·32+1·33) × (2+1·3+1·32+0·33)

= 376 ≡ 71 (mod 34)

(1+2·3+0·32+1·33+2·34) × (2+1·3+1·32+0·33+1·34)

= 3230 ≡ 71 (mod 35)

...

Demek ki bu iki 3-sel tamsay›n›n çarp›m›,

2 + 2·3 + 1·32 + 2·33 + 0·34 + ...

diye bafll›yor. Devam›n› bilmiyoruz, çünkü 3-sel

tamsay›lar›n sadece bafllang›c› verilmifl.

IV. Zp Halkas›n›n Baflat Özellikleri

Zp halkas› Z halkas›n› bir anlamda içerir, yani

Zp halkas›n›n içinde Z halkas›na çok benzeyen (Z

halkas›yla eflyap›sal olan) bir halka vard›r. 

Önsav 2. Her n ∈ Z için, 

i(n) = (n mod pk+1)k
olarak tan›mlanm›fl dizi Zp’nin bir eleman›d›r. Ay-

r›ca i, Z’den Zp’ye giden toplamaya, ç›karmaya ve

çarpmaya sayg› duyan birebir bir fonksiyondur; ya-

ni, her n, m ∈ Z için, Zp’de,

i(n ± m) = i(n) ± i(m)

i(nm) = i(n)i(m)

eflitli¤i sa¤lan›r. Ayr›ca1, her n ∈ Z ve her x ∈ Zp

için, nx = i(n)x.

Kan›t: Kan›t çok basit. i(n) = i(m) ise, her k

için,  pk, n − m’yi böler, demek ki n = m. Bu da i

birebir demektir. Geri kalan k›sm›n kan›ta nerdey-

se ihtiyac› yok. ■■

Yukar›daki önsav, Z halkas›yla i(Z) halkas›n›

özdefllefltirerek (daha do¤rusu, Z’nin n eleman›yla

Zp’nin i(n) eleman›n› özdefllefltirerek), Zp’yi, Z hal-

kas›n› geniflleten bir halka olarak görebilece¤imizi

söylüyor.

fiimdi Zp halkas›n›n bir taml›k bölgesi oldu¤u-

nu kan›tlayaca¤›z. Ama bunun kan›t› yukar›daki-

ler kadar kolay de¤ildir. ‹lgili okur önce kendi ba-

fl›na kan›tlamaya çal›flmal›d›r.
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Önsav 3. Zp halkas› bir taml›k bölgesidir, yani

x, y ∈ Zp için xy = 0 ise, ya x = 0 ya da y = 0’d›r.

Kan›t: Terimleri 0’la p−1 aras›nda de¤iflen

(ak)k ve (bk)k tamsay› dizileri için,

x = a0 + a1p + a2p2 + ... + akpk + ...

ve

y = b0 + b1p + b2p2 + ... + bkpk + ...,

çarp›m› s›f›r olan iki p-sel tamsay› olsun. Bu kez, p-

sel tamsay›lar›n bir baflka tan›m›n› kullan›yoruz.

Eski tan›ma dönmek için, xk ve yk say›lar›n›

xk = a0 + a1p + a2p2 + ... + akpk

ve

yk = b0 + b1p + b2p2 + ... + bkpk

olarak tan›mlay›p, x = (xk)k ve y = (yk)k almak ge-

rekir. Ya her ak’nin 0 ya da her bk’nin 0 oldu¤unu

kan›tlayaca¤›z. Her k için, xkyk ≡ 0 mod pk+1 denk-

li¤ini biliyoruz ve kullanaca¤›z. ai ve bj, 0 olmayan

ilk katsay›lar olsun. Bir çeliflki elde edece¤iz. 

xi+j ile yi+j’yi modülo pi+j+1 çarpal›m:

0 ≡ xi+jyi+j

= (a0 + a1p + ... + ai+jp
i+j)(b0 + b1p + ... + bi+jp

i+j)

= (aip
i + ... + ai+jp

i+j)(bjp
j + ... + bi+jp

i+j)

≡ pi+jaibj (mod pi+j+1).

Demek ki, 0 ≡ pi+jaibj (mod pi+j+1) ve 0 ≡ aibj

(mod p), yani p asal› aibj çarp›m›n› bölüyor, dola-

y›s›yla ya ai’yi ya da bj’yi bölüyor, dolay›s›yla ai’yle

bj’den biri 0 olmak zorunda, bir çeliflki. ■■

Okur, Zp halkas›n›n Z/pkZ halkalar›n› althalka

olarak içerdi¤ini sanmas›n, Önsav 4’ten anlafl›laca-

¤› üzere içermez, hem de hiç içermez!

Önsav 4. n ∈ N ve x ∈ Zp olsun. E¤er nx = 0

ise, o zaman ya n = 0 ya da x = 0’d›r2.

Kan›t: Önsav 2 ve 3’ten do¤rudan ç›kar. ■■

Teorem 5. Zp’nin tersinir elemanlar›, 0 < a0 <

p için, a0 + a1p + a2p2 + ... + akpk + ... olarak ya-

z›lan elemanlard›r.

Kan›t: Önce, x = a0 + a1p + ... + akpk + ... ele-

man›n›n tersinir oldu¤unu varsayal›m. Her zaman

oldu¤u gibi, 0 ≤ a0 < p eflitsizliklerini varsayabili-

riz. Demek ki belli bir

y = b0 + b1p + b2p2 + ... + bkpk + ...

eleman› için xy = 1. Dolay›s›yla,

a0b0 ≡ 1 mod p

ve a0, 0’a eflit olamaz.

fiimdi 0 < a0 < p için,

x = a0 + a1p + a2p2 + ... + akpk + ...

olsun. xy = 1 eflitli¤ini sa¤layan bir y ∈ Zp bulaca-

¤›z. Bulaca¤›m›z y’yi,

y = b0 + b1p + b2p2 + ... + bkpk + ...

olarak yazal›m ve xy = 1 eflitli¤ini sa¤layacak bk’le-

ri bulal›m. Demek ki, her k için,

(a0 + a1p + ... + akpk)(b0 + b1p + ... + bkpk) ≡ 1 mod pk+1

denkliklerini sa¤layacak bk’ler bulmam›z laz›m. Bu

denklikleri teker teker yazal›m:

a0b0 ≡ 1 mod p

(a0 + a1p)(b0 + b1p) ≡ 1 mod p2

(a0 + a1p + a2p2)(b0 + b1p + b2p2) ≡ 1 mod p3

...

Birinci denkli¤i kullanarak b0’› bulaca¤›z. Sonra

ikinci denkli¤i kullanarak b1’i bulaca¤›z. b0 ve b1’i

bulduktan sonra üçüncü denkli¤i kullanarak b2’yi

bulaca¤›z. Böyle gide gide bütün bk’leri bulaca¤›z.

b0’› bulmak kolay: a0 ≠ 0 ve p bir asal oldu-

¤undan, a0 ve p birbirine asald›r, dolay›s›yla a0

modülo p tersinirdir. Bu sayede a0b0 ≡ 1 mod p

denkli¤inden, b0 ≡ a0
−1 (mod p) elde edilir.

fiimdi k ≥ 0 için b0, b1, ..., bk’yi buldu¤umuzu

varsay›p (tümevar›m varsay›m›), bk+1’i bulal›m.

xk = a0 + a1p + a2p2 + ... + akpk

yk = b0 + b1p + b2p2 + ... + bkpk

olsun. Tümevar›m varsay›m›na göre,

xkyk ≡ 1 mod pk+1

denkli¤i, dolay›s›yla belli bir zk tamsay›s› için,

xkyk = 1 + zkpk+1

eflitli¤i geçerlidir. fiimdi,

(xk+ak+1pk+1)(yk+bk+1pk+1) ≡ 1 mod pk+2

eflitli¤ini sa¤layan bir bk+1 say›s› bulaca¤›z. Solda-

ki terimi modülo pk+2 hesaplayal›m:

(xk+ak+1pk+1)(yk+bk+1pk+1)

≡ xkyk + (ak+1yk+bk+1xk)pk+1

≡ 1 + zkpk+1 + (ak+1yk+bk+1xk)pk+1 (mod pk+2)

Demek ki,

zk + (ak+1yk+bk+1xk) ≡ 0 (mod p)

denkli¤i sa¤lanmal›. Ama xk ≡ a0 (mod p) oldu¤un-

dan, bu denklik yerine, 

zk + (ak+1yk+bk+1a0) ≡ 0 (mod p)

denkli¤ini yazmaya hakk›m›z var. a0 tersinir oldu-

¤undan, yukardaki denkli¤i sa¤layan bir bk+1 bul-

mak mümkündür: bk+1’i,

bk+1 ≡ −(zk + ak+1yk)a0
−1 mod p

denkli¤ini sa¤layan bir tamsay› olarak seçmek yeter-

li. Böylece teoremimiz kan›tlanm›flt›r. ♦
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2 Burada nx, x + ... + x (x, n defa toplan›yor) anlam›na gelir.

Ama istersek, Zp’deki çarpmay› ve Önsav 2’yi kullanarak i(n)x

anlam›nda da alabiliriz.
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