Matematik Diinyasi, 2004 Giiz

~ Kapak Konusu: Modiiler ve p-sel Sayilar

Z/pkZ Halkalarinin Geg¢it Resmi:
p=sel Tamsayilar

L
Z/pkZ halkalarinin her birinin ayri bir resmi-

Resim. Gecen yazida

ni yapmustik. Gegen yazidaki resim Z/pkZ halkasini
caligirken ¢ok kullanighdir ve ¢ok ise yarar. Ama de-
gisik k’ler icin degisik Z/pkZ halkalar1 gerektiginde,
Z/pZ, ZIp?Z, ..., ZIpRZ, ... halkalarinin hepsini bir-
den resmeden ¢ok daha kullanigh bir bagka resim
vardir. Bu yazida, sabit bir p icin, Z/pkZ halkalari-
nin hepsinin birden resmini yapacagiz. Resimde p
sabit kalacak ama k degisecek.

Ornek olarak p = 3, k = 3 alalim,
yani pk = 33 = 27. Bu sayfanin en al-
tundaki sekilden izleyin. En ust katta
modilo 27 tim sayilar var: Bunlar
0’dan 26’ya kadar olan sayilarla gos-
terilen elemanlar. Onun altinda mo-
dilo 9 sayilar var: 0°’dan 8’e kadar.
Onun altinda da modilo 3 sayilar
var: 0, 1 ve 2.

En st kattaki modiilo 27 sayi-
lar modiilo 9 alinirsa, her say1 bir
alt katindaki sayiy1 verir. Ikinci kat-
taki modiilo 9 sayilar modiilo 3 ali-
nirsa her say1 gene bir alt katindaki
sayiy1 verir. En ust kattaki modiilo
27 sayilardan biri modiilo 3 alinirsa, o saymnin iki
kat altindaki modiilo 3 say1 bulunur.

Bu cizelgeyi bir kat daha ¢ikip modiilo 81 sayi-

3’e boliinenler

3’ boliindigiinde 1 kalanlar

lar1 bulabilirdik. (Sayfanin ortasindaki sekilden izle-
yin simdi.) Bunun i¢in ti¢lincti kattaki her sayiya tic
dal daha eklemek gerekirdi. Ugiincii katin her sayi-
sina 0, 27 ve 54 ekleyerek dordiincii katin sayilarini
(modiilo 81 sayilar1) bulabiliriz. Ornegin,
58 =130+1-3 +0-32+2-33
oldugundan, 58 sayisi
1-30 4+ 1-3 4+ 0-32

sayisinin, yani tictincti kattaki 4’tin sag ustiine gele-
cek, en alttan baslayarak 1-4-4-58
cizgisini izleyecek. 1-4-4 dizisinin is-
tiine gelecek sayilar soldan saga dog-
ru,

1-30+ 131+ 0-324+0:33= 4

1-30 4+ 1-31 4+ 0-32 + 133 = 31

1-30 4+ 131 + 0-32 +2:33 =58
sayilar1 olacak.

Durmanin anlami yok, modiilo
81 sayilari yazdiktan sonra bir kat
daha ¢ikarak modiilo 243 sayilar1 da
yazabiliriz. Daha sonra modiilo 729
sayilar1 yazariz...

Bu yontemle hi¢ durmadan de-
vam ederek, her dali tige ayirip yuka-
r1 dogru c¢ikarak, degisik k’ler icin
tiim Z/3kZ halkalarini resmedebiliriz.

Diyelim 436’nin sonsuz agagtaki yerini bul-
mak istiyoruz. Yani 436’y1 modiilo 3, modiilo 9,

3’ boliindigiinde 2 kalanlar

9’a bolindigiinde
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modiilo 27, modiilo 81, ve genel olarak her k i¢in

modiilo 3% hesaplamak istiyoruz. Bunun igin

436’y1 3’lik tabanda yazalim:

436 = 1-30 + 1-31 + 0-32 + 1-33 + 2:3% + 1-35.

Boylece 436’ nin her i icin modiilo 37 kag oldu-

gu bir ¢irpida bulunur:

436=1-30=1mod 3

436 =1-30 + 1-31 = 4 mod 32

436=1-30 + 1.31 + 0-32 = 4 mod 33

436=1-30 + 1-31 + 0-32 + 1-33 = 31 mod 34

436=1-30 4+ 1-31 + 0-32 + 1-33 + 2:3* =193 mod 3°

436 = 436 mod 36

436 =436 mod 37

Demek ki 436, agacin en altindan baslayarak,
1-4-4-31-193-436-436-436-...

yolunu sonsuza kadar izleyecek.

436’nin guzergahi 436’nin 3’lik tabanda yazi-
liminda bulunun katsayilardan da bulunur. 3’lik
tabandaki yazilimda buldugumuz katsayilar1 sol-
dan saga dogru tekrar yazalim:

1,1,0,1,2, 1.

Demek ki agacin kokiinden basglayarak, sirasiyla,
orta (1), orta (1), sol (0), orta (1), sag (2), orta (1)
dallarini izleyecegiz. Daha st dallarda da buluruz
436’y1. Ilk alti adimdan sonra hep sola gitmek ge-
rekir bunun icin, ¢linki,

436 =1-30 + 1-31 + 0-32 + 1-33 + 234+ 1-35
yaziliminin ardina diledigimiz kadar 0 koyabiliriz:
436 =1-30 + 1-31 + 0-32 + 1-33 + 234+ 1-35

+0:35 4035+ 03 + ...

ve her 0 bizi sola gotirtr. Nitekim agacta 436, ilk

kez belirdigi yerin sol uistiinde hep belirir daha son-
ra ve bu sonsuza kadar boyle devam eder.

Bu yontemle yukardaki agaci sonsuza dek go-

tiirebiliriz ve gotiirecegiz de. Boylece modiilo 3% sa-

yilarinin hepsi birden sonsuz bir agagta belirir. Asa-

gidaki (giizel olsun diye yuvarlak ¢izdigimiz) sekil
bu sonsuz agaci simgeliyor. Merkezden baslayarak
kat kat giktik¢a k artiyor. Tiim modiilo 3% sayilar
k-inci asamada belirmis oluyor.

Herhangi bir # dogal sayisin1 3’lik tabanda

n :Zfzoaﬁi.

Burada a;’lerin her biri ya 0 ya 1 ya da 2’dir. k’yi

yazalim:

3k+1 5 1y esitsizligini saglayacak bityiiklitkte almak
gerekir elbet, daha az1 olmaz. Ama her i > k i¢in a;
= 0 alirsak, n’yi

o i
n= Zi: 0 a3
olarak yazabiliriz. Bu yazilimdaki g; sayisinin 0, 1 ya
da 2 olmasi, asagidaki agacin i-inci adiminda #’nin
sol (0), orta (1) ya da sag (2) yolu izleyecegini belir-
tir. Agacin kokiinden baglayarak, her 0 gordugu-
miizde soldaki yoldan, her 1 gordiigtimiizde ortada-
ki yoldan, her 2 gordigiimiizde sagdaki yoldan gi-
deriz. Her dogal sayinin glizergihi boylece asagida-
ki gekilde izlenebilir.

Dogal sayilar bir zaman sonra hep sola gider-
ler, ¢inkii bir zaman sonra, yani buyiik i’ler icin,
a; hep 0’dur.

Ya negatif tamsayilar? Ornegin —1 bu agac iis-
tiinde nasil bir yol izler? Bunu bulmak i¢in, —1’i mo-
diilo 3, modiilo 32, modiilo 33, modiilo 33 ve genel
olarak modiilo 3 yazmaliyiz. O kadar zor degil:

-1 =2 mod 3

-1=2 +2-3 mod 32

-1=2+23+2-32mod 33

-1=2+23+232+2:33mod 34

Goruldugu gibi —1 daha bagindan itibaren hep sa-
ga dogru gidiyor. —1’i sonsuz agacin en sagindaki
dal olarak gorebiliriz. 0, sonsuz agacin en solunda-
ki daldi. En ortadaki hep orta yolu secen dal da
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1+13+1:324+1:33+1:3%+ ...
“say1”s1 (artik 30 yerine 1 yaziyoruz.) Pek yakinda
bu “say1”nin —1/2 oldugunu gorecegiz!

Biraz 6nce -1 i¢in yazdigimiz denklikleri (her
3 icin bir tane olmak iizere sonsuz sayida denklik
vardi),

“1=2+23+2324233423%4+ ...
olarak tek bir denklikle gosterelim.

Simdi de —2’nin yolunu bulalim. —2’nin yolunu
bulmak icin —1’e yaptigimizi yapabiliriz, yani —2’yi
modiilo 3, modiilo 32, modiilo 33, modiilo 33 bulup
bu yazilimda katsayilarin aldiklari degerlere gore —
2’nin her adimda ti¢ yoldan hangisini sectigini bula-
biliriz. Ama daha ilging, daha kolay ve daha ¢ok bil-
gi veren bir yontem daha var. —2’nin yolunu —1’in
yolundan ¢ikarabiliriz. —1’in yolunu biliyoruz:

—1=2+23+2324+2334+23%+ ...,
hep saga gidiyor (yani katsayilar hep 2). Denkligin
her iki tarafindan da 1 ¢ikarirsak —2’nin yolunu
buluruz:
2=1+23+2324+2334+23%4+ ...
Demek ki —2 6nce orta yolu secip, sonra hep saga
gidiyor. —2’den 1 ¢ikarip —3’tin yolunu bulalim:
3=0+23+2324+233423%4 .
Bir kez daha 1 ¢ikarip —4’tin yolunu bulalim:
4=2+13+2324+233423%+ ..

Iste ilk birkag negatif sayinin giizergahu:
“1=2+23+2324+23342344+ .
2=1+23+2324+2334+23%+ ...
3=0+23+2324+233423%44+ .
“4=24+13+2324+2334+23%+ ...
“5=1+13+2324+233423%44+ .
—6=0+13+2324+2334+23%+ ...
~7=2+03+2324+233 42344 .
—8=1+03+2324+2334+23%+ ...
-9=0+03+232+233423%44+ .

-10=2+2-3+132 42334234+ ...
“11=1+23+132+233+2:3%+ ...
“12=0+2-3+132 42334234+ ...

Goruldugu gibi pozitif sayilar bir zaman sonra
hep sola gidiyorlar, negatif sayilarsa tam tersine bir
zaman sonra hep saga. Ama sonug olarak her tam-
say1 agacin en tepesinde, daha dogrusu en dipten
baslayarak hi¢ durmadan yiikselen sonsuz bir da-
lin ucunda beliriyor.

Agacin en tepesinde tamsayilardan bagka “sa-
yilar” da beliriyor. Ornegin, biraz 6nce soziinii et-
tigimiz agacin en “orta”sindaki (yani hep orta yo-
lu secen)
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1+13+132+1334+1:3%+ ...
“say1”s1. Bu “sayi”ya x diyelim ve x’e modiilo 3,
32, 33, 34 ys bakalim:
x=1mod 3
x=1+13=4mod 32
x=1+13+132 =13 mod 33
x=1+13+132+1-33 =40 mod 33

elde ederiz. Simdi x’i 2’yle ¢arpalim:

2x=2 =-1mod 3
2x =8 =-1mod 32
2x =26 =-1 mod 33

2x =80 =—1 mod 33

Cok tuhaf! 2x = -1, yani x = —1/2 gibi bir sey ¢iki-
yor!

Bir onceki sayfadaki sekildeki her sonsuz dal
gercekten de bir tiir “say1” olarak addedilebilir. Bu
sayilara p-sel tamsayilar denir. Birazdan p-sel tam-
sayilari daha matematiksel bir bicimde tanimlaya-
cagiz.

II. Baklay1 Agzimizdan Cikariyoruz: p-sel
Tamsayilar. Yukardaki sekildeki her sonsuz yol
sonsuz tane durak’tan olusur. Ornegin,

1 mod 3

1+ 1-3 mod 32

1+ 13+ 132 mod 33

1+ 13 +132+1-33mod 34

1+1:3+1:32 4133+ 1-3*mod 3%

duraklart hep orta dali segen sonsuz bir yolun du-
raklaridir. Bu duraklari,
(1+1:3+1:32 + ...+ 1-3k1 mod 3%),
bi¢iminde bir dizi olarak ya da
T+1:3+132+ .+ 1314

gibi (sadece simgesel bir degeri olan, yani bicimsel)
bir sonsuz “toplam” olarak gosterebiliriz. Bu yazi-
lim sonsuz bir yolu simgeler, hep orta dali secen
yolu. Kismi toplamlar da bu yolun duraklaridir.
Her duragin sonuna eklenen 3% adimi bizi bir son-
raki duraga goturiir.

Daha genel olarak, 3 asali yerine herhangi bir
p asali alalim ve yukarda 3’le yaptigimiz1 p’yle ya-
palim. Her adimda p dala ayrilan sonsuz bir aga¢
elde ederiz. Bu sonsuz agacin her sonsuz yolu, her-
biri 0, 1, ..., p — 1’e esit olan

Agy A1y Yy vey Ay oo

sonsuz say1 dizisi igin,
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ap mod p
ag + ayp mod p?
ag+ap + a2p2 mod P3

ap + Cllp + a2p2 + oo+ Clkflpkfl mod pk

duraklarindan olusur. Atilan her ayp* adimi bizi
bir 6nceki duraktan bir sonraki duraga gotiriir ve
bu boylecene durmadan devam eder. Buradaki g,
katsayis1 k-inci adimda ontimiize ¢ikan p yoldan
hangisini segecegimizi soyler. Bu sonsuz yolu, yolu
olusturan duraklardan olusan
(ag + a1p + ayp? + ... + ap_1pk~1 mod pk),
dizisi olarak kisaca gosterebilecegimiz gibi, sadece
simgesel bir anlami olan
ay + ayp + arp? + ... + appk + ...
gibi “sonsuz bir toplam”la da gosterebiliriz. O za-
man, bu sonsuz toplamin kismi (ve sonlu)
ay + aip + ap? + ... + ap_1pk~1 mod pk
toplamlari sonsuz yolun duraklar: olur.
Eger x;, dogal sayisini
Xp=dg+agp + ap? + ... + appk
olarak tanimlarsak, o zaman, her k icin,
X = Xpy1 (mod pk+l)
denklikleri gecerli olur ve sonsuz yolumuzu kisaca
(*Xe)k
dizisi olarak da gosterebiliriz. Bu son gosterimde
duraklar (x;, mod p4+1) modiiler sayilaridir.
Yukardaki x;, 0°dan biiyiikesit, pk*°’den kii-
ciik bir sayidir. Ama ashinda x;’leri,
Xp, = Xp,q (mod pk+1)
kosullarini saglayan tamsayilar olarak da segebili-
riz, farketmez. Bir bagka deyisle, her k igin yukar-
daki x, = xp,1 (mod pkt1) denkliklerini saglayan
her (x},), tamsay: dizisi, bize duraklar:
xp mod 3k+1
olan sonsuz bir yol verir. Ayrica eger (yj), tamsa-
y1 dizisi
Y, = X, (mod pk+1)
kosulunu sagliyorsa, o zaman, (y), tamsayi dizisi
de sonsuz bir yolu simgeler ve bu sonsuz yol, aynen
(xp), tamsay1 dizisiyle simgelenen yola esittir.
Bir p-sel tamsayiy1 yukardaki degisik bigimler-
den biri olarak tanimlayabiliriz. Bu bi¢imlerden bi-
rini segmeliyiz. Sonuncusunu segelim.

1 Tammda p’nin asal olmasi i¢in matematiksel bir neden yoktur
aslinda. Ama p asalken p-sel tamsayilarin analizi daha kolay ol-
dugundan, p hep asal alinir.
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Tanmm: p bir asal sayrysal, bir p-sel tamsayz,
X}, = Xp,q (mod pk+l) (*)
denkliklerinin gecerli oldugu
(x, mod pk+1),

dizisidir.

x = (x, mod pk+1), herhangi bir p-sel tamsay
olsun. x yerine xy’1 p’ye boldiugimiizde ¢ikan ka-
lan (yani 0’dan buyiikesit, p’den kigik bir sayi)
olarak alabiliriz. x; yerine de x;’i p’ye boldiigii-
miizde kalani (yani 0’dan biiyiikesit, p2’den kiiciik
bir say1 olarak) alabiliriz. Genel olarak, her & igin,
x}, yerine x;’yi pk*! sayisina boldiigiimiizde gikan
kalan (yani 0°dan biiyiikesit ve pk+1°den kiigiik bir
say1) olarak alabiliriz. Sonug olarak, yukardaki ta-
nmimdaki her x;, tamsayisini (*) denkligini saglayan
0’dan biyiikesit, pk+1’den kiiciitk bir say1 olarak
alabiliriz, p-sel tamsayida bir degisiklik olmaz.

(*)’dan dolayi, her & igin,

Xp+1 =Xk + ak+1pk+1
esitligini saglayan bir ay, vardir. Eger bir 6nceki
paragraftaki gibi her x,’yi 0’dan buyiikesit ve
pk+Pden kiiciik bir say1 olarak alirsak, o zaman
ap,1’1 0’dan buyiikesit ve p’den kiiciik bir say1 ola-
rak alabiliriz. Bu taktirde, x(’a ay dersek, 0 < a; <
p esitsizliklerini saglayan a; tamsayilar icin,
X0 = dg
X1 =Xg+aip=ag+ap
Xy = X1 + ayp? = ag + ayp + arp?
X3 =Xy +azpd =ag + a1p + app* + asp’

Xp = Xp_q + appR = ag + arp + ayp? + ... + appk

esitliklerini buluruz, ta en bastaki duraklarimiz...
Dolayisiyla, bir p-sel tamsayiyi, 0 < a; < p esitsiz-
liklerini saglayan a; tamsayilar1 igin, simgesel
olarak,
ag+ap + a2p2 + ...+ akpk + ...

gibi sonsuz bir toplam olarak da tanimlayabiliriz.
Bu sonsuz toplam,

(ag + a1p + ayp? + ... + appk mod pktl),
p-sel tamsayist anlamina gelir.

Hatta dileseydik, bir p-sel tamsayiy1, 0 < a; < p
esitsizliklerini saglayan g; tamsayilari igin, (a;); dizi-
si olarak da tamimlayabilirdik, ama yapmayacagiz.

p-sel tamsayilari yukarda verdigimiz cesitli ta-
nimlariyla gorebilmek ¢ok yararlidir, tamimlardan
biri digerinden daha degerli degildir, hepsini gerek-
tiginde kullanabilmek gerekir.
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Ayrica, (*) denkliklerinden, her m < n dogal
sayilari igin, ilk bakista (*)’dan daha genel goriinen
ama ona esdeger olan,

X, = x,, (mod pr+l) (**)

denkligi cikar.

IIL p-sel Sayilarda Islemler. Simdi p-sel tamsa-
yilar1 toplayip ¢ikarip ¢arpacagiz.
x = (x mod pk+1),
ve
y = (yp mod pk+1),

iki p-sel tamsay1 olsun. Demek ki (*) ya da (**)
denklikleri x ve y’nin terimleri igin saglaniyor. Bu
iki p-sel tamsayiyi,

x +y = (x £y mod phrl),
ve

xy = (xyy mod pk+l),

olarak toplayip ¢ikarip ¢arpmayi Oneriyoruz. Bu
onerimizin bir anlami olmasi i¢in asagidaki 6nsa-
vin birinci kisminin dogru olmasi gerekmektedir,
yoksa bu iglemleri 6nerdigimiz gibi tanimlayama-
yiz. Asagidaki onsavin ikinci kismiysa, iki p-sel
tamsayinin toplaminin, farkinin ve ¢arpiminin ge-
ne birer p-sel tamsay1 oldugunu soyliyor, ki yuka-
rida onerilen iglemin gergekten bir iglem olabilme-
si i¢in bunun da dogru olmasi gerekir elbette.

Onsav 1.
x = (xp mod pk+l),
x' = (¥ mod pk+1),
y = (yp mod pk+l),
Y = (¥ mod pk+1),
dort p-sel tamsayi olsun. Eger x = x' ve y = y' ise,
o zaman,
(xp = yp mod Pk*'l)k = (X =9} mod pk*'l)k
ve
(xgyp mod pk+l), = (¥y ) mod pk+1),
dir. Ayrica
(xp, £ yj, mod pk+1),
ve
(xgy, mod pk+l),
birer p-sel tamsayidirlar, yani tanmumdaki (*) kosu-
lunu saglarlar.
Kanit: Once birinci kismi1 kanitlayalim. Durak-
larin egit olduklarini, yani
XpE yp =X Ty mod pk+l
ve
Xpyp = %Y mod ph+l
denkliklerini kanitlamaliyiz. Birincileri okura bira-
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kip sonuncusunu kanitlayalim. x = x’ ve y = y’ esit-
liklerinden dolay,
xp = ¥ mod pk+1 ve yj, = 9}, mod pk+1
denkliklerini biliyoruz; yani
Xp = X =Yp — Vg = 0 mod pk+1.

Simdi bu denklikleri kullanarak hesaplayalim:
XVl = X 'k = XVl — Vo) + (%, — Xy} = 0 mod pk+l.

Onsavimizin ikinci kismini kanitlayalim. p-sel
tamsayl tanimina gore, (x; * y, mod pk+l), ve
(xy, mod pk+1), dizilerinin p-sel tamsay1 oldukla-
rint kanitlamak igin,

Xp £ Y = Xpyq £ Ypyq (mod phel)
ve
XYk = Xp1Vke1 (mod pEs1)
denkliklerini kanitlamaliyiz. x ve y birer p-sel tam-
say1 olduklarindan,
X = Xp,q (mod pk+l)
ve
Yk = Ygs1 (mod pkel)
denklikleri gecerlidir, yani
X = X1 =Yk — Y1 = 0 (mod Pk“)-

Gene ilk denklikleri okura birakip tigtinctisiinii ka-
nitlayalim:

XYk~ Xks1Vk+1
= XV = Vea1) + (X = Xpe1)Vea1
=0 (mod pk+1)
Diledigimizi kanitladik.

Yukardaki 6nsav sayesinde artik p-sel tamsayi-
larda toplama, ¢ikarma ve ¢arpma iglemlerini ta-
nimlayabiliriz:

(x mod pk+1); + (v mod pk+1)y, = (xp £y, mod p+),
ve
(x mod pk+1),(y mod pk+1)y, = (xgyg mod pk+1),.
p-sel tamsayilar kiimesi Z, olarak gosterilir.
Biraz once tanimladigimiz toplama, ¢ikarma ve
carpma iglemleriyle birlikte Z,, bir halkadir. Bunun
kaniti ¢cok kolaydir, yukardaki tamimlardan ve
Z/pkZ’nin bir halka olmasindan dogrudan gikar.
Kolayca goriilecegi tizere, bu halkanin 0, yani
toplamanin etkisiz elemant,
(0 mod ph+),
dir, yani
0+0p+0p2+...+0pk+ ...
elemanidir ve birim elemani, yani halkanin 1’i,
carpmanin etkisiz elemant,
(1 mod pk+1),
yani,
1+0p+0p2+ ...+ 0pks ...
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dir. (Bu iki elemanin Z,’de olduklari ¢ok bariz, ama
gene de bu soruyu sormayi akil etmek gerekiyor.)
Z,’ye p-sel tamsayilar halkasi denir. (Bir de
bunlarin kesirlileri vardir, bkz. sayfa xx.)
Bu iglemlere birkag ornek verelim.

Ornek 1. Eger p # 2 ise, yani p > 2 ise,
Xy pk + Xy pk = 2y 2pk,

Bu, ¢cok bariz olmali. Ama eger p = 2 ise, durum

degisir:
1T+2+4+..)+(1+2+4+..)=2+4+8+ ...
Nitekim,

1+1=2 = O mod 2
1+2)+(1+2)=6 = 2 mod 4
(1+2+4)+(1+2+4)=14 =2+4mod8
(1+2+4+8)+(1+2+4+8) = 2+4+8mod 16

(1+2+ .. +25) + (1 +2+ ...+ 2k
= (2 + ... + 2k) mod 2k+1)
Bir bagka agiklama:
1+2+4+..
+ 1+2+4+ ...
2+4+8+...
Goruldugu gibieger x =1 +2 + 4 + ... ise, x +

x’e 1 ekleyerek gene x elde ederiz, yani 2x + 1 = x,
yani x + 1 = 0, yani x = —1 esitligi dogrudur. De-
mek ki, Z, halkasinda, yani 2-sel tamsayilarda,

-1=1+2+4+8+...,
yani,

X 2k =1,

Yanlis gelse de, hi¢ olmazsa ilging bir esitlik, tste-
lik dogru da!

Ornek 2. p = 3 olsun ve iki rastgele 3-sel tam-
say1 alalim:
x=1+23+032+133+23%+ ...
y=2+13+1324+033+1:3%+ ...
olsun (sayilarin devamini bilmiyoruz, kimbilir han-
gi kurallarla verilmigler.) Bu iki 3-sel tamsayiy1
toplamak igin kismi toplamlari bulmak lazim:
1+2=3=0 (mod 3)
(142:3) + (2+1-3) = 12 = 3 (mod 32)
(142:340-32) + (2+1-3+1-32) = 21 (mod 33)
(1+2-3+0-32+1-33) + (2+1-3+1-32+0-33)
=48 (mod 3%)
(1+2-3+0-32+1-3342-34) + (2+1-3+1-32+0-33+1-34)
=291 =48 (mod 39)
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Demek ki bu iki 3-sel tamsayinin toplamu,
0+13+232+1:33+0:3%+ ...
diye baghyor. Peki ya ¢arpimlari? Aynen toplama-
da yaptigimiz gibi kismi toplamlari ¢arpariz:
1x2 =2 (mod 3)
(142:3) x (2+1-3) = 35 = 8 (mod 32)
(142-3+0-32) x (2+1-3+1-32) = 98 = 17 (mod 33)
(1+2-3+0-32+1-33) x (2+1-3+1-32+0-33)
=376 =71 (mod 34)
(142-3+40-3241-3342:34) x (2+1-3+1-32+40-33+1-3%)
=3230 =71 (mod 3%)

Demek ki bu iki 3-sel tamsaymin ¢arpimi,

2423 +1:324+2:334+0:3%+ ...
diye bagliyor. Devamini bilmiyoruz, ¢linkii 3-sel
tamsayilarin sadece baslangici verilmis.

IV. Z,, Halkasinin Basat Ozellikleri

Z,, halkasi Z halkasini bir anlamda igerir, yani
Z,, halkasinin i¢inde Z halkasina ¢ok benzeyen (Z
halkasiyla esyapisal olan) bir halka vardir.

Onsav 2. Her n € Z icin,

itn) = ( mod pl+)y
olarak tanmlanmis dizi Z,’nin bir elemamdir. Ay-
rica i, Z'den Z,’ye giden toplamaya, ¢ikarmaya ve
carpmaya saygi duyan birebir bir fonksiyondur; ya-
ni, her ny,m e Z icin, Zp’de,

i(ntm)=i(n) xilm)

i(nm) = i(n)i(m)

esitligi saglamr. Ayrical, her n € Z ve her x € z,
icin, nx = i(n)x.

Kanmit: Kanit ¢cok basit. i(n) = i(m) ise, her k
icin, pk, n — m’yi boler, demek ki 7 = m. Bu da i
birebir demektir. Geri kalan kismin kanita nerdey-
se ihtiyac1 yok. O

Yukaridaki 6nsav, Z halkasiyla #(Z) halkasin
Ozdeslestirerek (daha dogrusu, Z’nin # elemaniyla
Z,’nin i(n) elemanini dzdeslestirerek), Z,’yi, Z hal-
kasini genisleten bir halka olarak gorebilecegimizi
soyliyor.

$imdi Z,, halkasinin bir tamlik bolgesi oldugu-
nu kanitlayacagiz. Ama bunun kaniti yukaridaki-
ler kadar kolay degildir. 1lgili okur 6nce kendi ba-
sina kanitlamaya ¢alismalidir.

1 Burada 7x, x + ... + x (x, 7 defa toplaniyor) anlamina gelir..
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Onsav 3. Z,, halkas: bir tamlik bélgesidir, yani
x,y € Zicinxy = 0ise,yax =0yaday=04dr.
Kamit: Terimleri 0’la p-1 arasinda degigen
(ap)p ve (by), tamsay dizileri icin,
X=ay+ap + a2p2 + ...+ akpk + ...
ve
y=bo+bip +byp? + ... + bypk + ...,
carpimu sifir olan iki p-sel tamsay1 olsun. Bu kez, p-
sel tamsayilarin bir bagka tanimini kullaniyoruz.
Eski tanima donmek igin, xj, ve y;, sayilarim
Xp=dg+ap + azpz + .t akpk
ve
Vi = by + bip + byp? + ... + bypk
olarak tanimlayip, x = (x;); ve y = (yp), almak ge-
rekir. Ya her ap’nin 0 ya da her by’nin 0 oldugunu
kanitlayacagiz. Her k igin, x,y;, = 0 mod pk+! denk-
ligini biliyoruz ve kullanacagiz. a; ve b;, 0 olmayan
ilk katsayilar olsun. Bir celiski elde edecegiz.
xj,j ile y;,;’yi modiilo p*/*1 carpalim:
0=x;yij N N
= (ag + a1p + .. + a;p™)(bo + byp + ... + by ip™)
(@ip’ + o + a0 (bjp) + ... + by p™)
= p**ia;b; (mod pii+l).
Demek ki, 0 = p#*a;b; (mod p#it1) ve 0 = a;b;
(mod p), yani p asalt a;b; arpimini béliiyor, dola-

yisiyla ya a;'yi ya da b’yi boliiyor, dolayisiyla a;’yle
b;den biri 0 olmak zorunda, bir celiski. i

Okur, Z, halkasinin Z/pkZ halkalarini althalka
olarak icerdigini sanmasin, Onsav 4’ten anlagilaca-
g1 Uzere icermez, hem de hig icermez!

Onsav4.n e Nvex € Z, olsun. Eger nx = 0
ise, 0 zaman ya n = 0 ya da x = 0°dir2.

Kanit: Onsav 2 ve 3’ten dogrudan c¢ikar. O

Teorem 5. Z,’nin tersinir elemanlari, 0 < ag <
p icin, ag + ayp + arp? + ... + appk + ... olarak ya-
zilan elemanlardir.

Kanit: Once, x = ag + aip + ... + appk + ... ele-
maninin tersinir oldugunu varsayalim. Her zaman
oldugu gibi, 0 < g < p esitsizliklerini varsayabili-
riz. Demek ki belli bir

y=by+bip + byp? + ... + bppk + ...
elemant icin xy = 1. Dolaysiyla,
agbp=1mod p

2 Burada nx, x + ... + x (x, n defa toplaniyor) anlamina gelir.
Ama istersek, Z,,’deki carpmay1 ve Onsav 2’yi kullanarak i(r)x
anlaminda da aqabiliriz.
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ve ag, 0’a esit olamaz.
Simdi 0 < ag < p i¢in,

xX=dy+ap + azpz + ..+ akpk + ...
olsun. xy = 1 esitligini saglayan bir y € Z,, bulaca-
g1z. Bulacagimiz y’yi,

y=by+bip +byp? + ... + bppk + ...
olarak yazalim ve xy = 1 esitligini saglayacak by ’le-
ri bulalim. Demek ki, her & igin,
(ag+a1p + ... + akpk)(bo +bp+ .+ bkpk) =1 mod pk+1
denkliklerini saglayacak b;’ler bulmamiz lazim. Bu
denklikleri teker teker yazalim:

agbg =1 mod p
(ag + a1p)(by + b1p) = 1 mod p?
(ag + arp + ayp?)(by + byp + byp?) = 1 mod p3

Birinci denkligi kullanarak by’1 bulacagiz. Sonra
ikinci denkligi kullanarak b4’i bulacagiz. by ve by’i
bulduktan sonra ticiincii denkligi kullanarak b,’yi
bulacagiz. Boyle gide gide butiin by’leri bulacagiz.
by’ bulmak kolay: ag # 0 ve p bir asal oldu-
gundan, ay ve p birbirine asaldir, dolayisiyla a
modiilo p tersinirdir. Bu sayede apby =1 mod p
denkliginden, by =ag! (mod p) elde edilir.
Simdi k = 0 icin by, by, ..., by’yi buldugumuzu
varsay1ip (timevarim varsayimi), by, 1’ bulalim.
Xp=ag+agp + ap? + ... + appk
Y = by + bip + byp? + ... + bypk
olsun. Tumevarim varsayimina gore,
xpYp = 1 mod pk+1

denkligi, dolayisiyla belli bir z; tamsayist igin,
Xy =1+ zpke!

esitligi gecerlidir. Simdi,

(Xp+ap 10*41) (Yt bp,1p*+1) = 1 mod pks2
esitligini saglayan bir by, sayisi bulacagiz. Solda-
ki terimi modiilo p%+2 hesaplayalim:

(Xpt a1 PR VgD k)

= XYk + (@R Vitbpaax) 0!

=1+ pR+l 4 (a1 Vp+bpaxp)pRH (mod pk+2)
Demek ki,

2 + (1Y +bpy1%g) = 0 (mod p)
denkligi saglanmali. Ama xj, = a( (mod p) oldugun-
dan, bu denklik yerine,

I+ (ak+1yk+bk+1a0) =0 (mod p)
denkligini yazmaya hakkimiz var. g tersinir oldu-
gundan, yukardaki denkligi saglayan bir b, bul-
mak mimkiindir: by, {’i,

bk+l =—(zp + ak+1yk)a6l mod p
denkligini saglayan bir tamsay1 olarak secmek yeter-

li. Boylece teoremimiz kanitlanmugtir. .



