
Fermat’n›n Büyük Teore-

mi’ni herkes bilir, ama ilk iddia edili-

flinden 350 y›l sonra, yani ancak birkaç y›l önce

Andrew Wiles taraf›ndan bulunan kan›t›n› yeryü-

zünde üç befl kifli ya bilir ya bilmez. Fermat’n›n ka-

n›tlanmas› o kadar güç olmayan bir de Küçük Te-

oremi vard›r. Fermat’n›n Küçük Teoremi’ne göre,

örne¤in, 127, 145127 − 145’i ve 145126 − 1’i böler.

‹mkâns›z çarpmay› yapman›za gerek yok; bu, afla¤›-

daki teoremden ve 127’nin asal olmas›ndan ç›kacak.

Teorem. [Fermat’n›n Küçük Teoremi]. p bir asal

say›, n bir tamsay› olsun. O zaman p, np − n’yi bö-

ler. Ayr›ca e¤er p asal› n’yi bölmüyorsa, p, np−1 − 1’i

böler; dolay›s›yla n’nin modülo p tersi np−2’dir.

Teorem büyük olas›l›kla Fermat taraf›ndan ka-

n›tlanm›flt›, ama o zamanlar kan›tlar pek ortal›¤a

yay›lmazd›, matematikçiler kan›tlar›n› genellikle

saklarlard›. Teoremin kan›t›n› ilk kez Euler

1749’da yay›mlam›flt›r.

Kan›t: ƒ : Z/pZ → Z/pZ fonksiyonu, ƒ(x) = xp

kural›yla tan›mlans›n. Önce her x, y ∈ Z/pZ için,

ƒ(x + y) = ƒ(x) + ƒ(y)

eflitli¤ini, yani,

(x + y)p = xp + yp

eflitli¤ini kan›tlayaca¤›z. Her halkada oldu¤u gibi

Z/pZ halkas›nda da, her x, y ∈ Z/pZ için,

eflitli¤i geçerlidir [MD-2003-I, sayfa 33, Teorem 5;

sadece asal bir p için de¤il, her n do¤al say›s› için

geçerli olan bu eflitlik, n’nin i’lisinin afla¤›da (p

için) verilen tan›m› kullan›larak n üzerine tümeva-

r›mla kolayl›kla kan›tlanabilir.] Öte yandan,

dir ve e¤er i ≠ 0 ve i ≠ p ise, paydadaki i!(n−i)! teri-

minde, pay’daki p’yi sadelefltirecek bir p yok. Dola-

y›s›yla, e¤er i ≠ 0 ve i ≠ p ise, p asal› p’nin i’lisini bö-

ler. Ama Z/pZ halkas›nda, her x ∈ Z/pZ için, px =

0. Demek ki,

‹stedi¤imizi kan›tlad›k. fiimdi teoremin kan›t›-

na dönelim. ƒ(1) =1p =1 oldu¤undan,

ƒ(2) = ƒ(1 +1) = ƒ(1) + ƒ(1) =1 +1 =2,  

ƒ(3) = ƒ(2 +1) = ƒ(2) + ƒ(1) =2 +1 =3,

ƒ(4) = ƒ(3 +1) = ƒ(3) + ƒ(1) =3 +1 =4,

...

Görüldü¤ü gibi, her x ∈ Z/pZ için, ƒ(x) = x, ya-

ni xp = x. fiimdi, e¤er n ∈ Z ise, x yerinen ala-

rak,np =n eflitli¤i görülür. Yani p, np − n’yi böler.

E¤er n ve p birbirine asalsa,n ≠0 ve, Z/pZ bir

cisim oldu¤undan,n, Z/pZ’de tersinirdir. fiimdinp

=n eflitli¤inden’yi sadelefltirerek,np−1 =1 bulu-

ruz. Bundan da p’nin np−1 − 1’i böldü¤ü ç›kar. ■■

Sonuç. E¤er belli bir 1 < n < p için, p, np−1 − 1’i

bölmüyorsa, o zaman p asal olamaz.

Yukardaki sonuç bir p say›s›n›n asal olmad›¤›-

n› anlamaya yarar ama asal oldu¤unu anlamaya

yetmez ne yaz›k ki, yani bir p say›s› her 1 < n < p

için np−1 − n’yi bölebilir ama gene de asal olmayabi-

lir. Bu tür say›lara yalanc› Fermat asallar› ya da Car-

michael say›lar› denir. Carmichael 1910’da, ilk üçü

561, 1105 ve 1729 olmak

üzere bu say›lardan 15 ta-

ne buldu ve bunlardan

sonsuz tane oldu¤u san›s›-

n› ortaya att›. 1956’da Er-

dos’ün bir düflüncesini ta-

kip eden Alford, Granville

ve Pomerance, 1994’te

sonsuz tane Carmichael sa-

y›s› oldu¤unu kan›tlad›lar,

hatta e¤er x çok büyük bir

say›ysa, x’ten küçük Car-

michael say›lar›n›n say›s›-

n›n en az x2/7 oldu¤unu

kan›tlad›lar. Bu ilginç say›lardan bir baflka say›m›z-

da söz ederiz. ♦

33

Matematik Dünyas›, 2004 Güz

Kapak Konusu: Modüler ve p-sel Say›lar

Fermat’n›n Küçük Teoremi


