Matematik Diinyasi, 2004 Giiz

Fermat'nin Kicuk Teoremi

Fermat’nin Biiyiik Teore-
mi’ni herkes bilir, ama ilk iddia edili-

sinden 350 yil sonra, yani ancak birka¢ yil once
Andrew Wiles tarafindan bulunan kanitini yeryii-
ziinde ti¢ bes kisi ya bilir ya bilmez. Fermat’nin ka-
nitlanmasi o kadar gii¢ olmayan bir de Kiigiik Te-
oremi vardir. Fermat'nin Kiicitk Teoremi’ne gore,
ornegin, 127, 145127 — 145’1 ve 145126 — 1’i boler.
Imkansiz carpmay1 yapmaniza gerek yok; bu, asagi-
daki teoremden ve 127°nin asal olmasindan ¢ikacak.

Teorem. [Fermat’mn Kiiciik Teoremi]. p bir asal
sayi, n bir tamsayi olsun. O zaman p, nP — n’yi bo-
ler. Ayrica eger p asali n’yi bolmiiyorsa, p, nP=1 — 1’i
béler; dolayistyla n’nin modiilo p tersi nP=2’dir.

Teorem buyiik olasilikla Fermat tarafindan ka-
nitlanmigti, ama o zamanlar kanitlar pek ortaliga
yayillmazdi, matematikciler kanitlarini genellikle
saklarlardi. Teoremin kanitini ilk kez Euler

1749’da yayimlamistir.

Kanit: f : Z/pZ — Z/pZ fonksiyonu, f(x) = xP
kuraliyla tanimlansin. Once her x, y € Z/pZ igin,
flx +y) = f(x) + f(y)

esitligini, yani,

(% + )0 =3P + 3
esitligini kanitlayacagiz. Her halkada oldugu gibi
Z/pZ halkasinda da, her x, y € Z/pZ igin,

p
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esitligi gegerlidir [MD-2003-1, sayfa 33, Teorem 3;
sadece asal bir p i¢in degil, her # dogal sayis1 icin
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gecerli olan bu esitlik, #’nin 7lisinin asagida (p
icin) verilen tanimi kullanilarak 7 Gizerine timeva-
rimla kolaylikla kanitlanabilir.] Ote yandan,
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dir ve eger i # 0 ve i # p ise, paydadaki i!(n—i)! teri-
minde, pay’daki p’yi sadelestirecek bir p yok. Dola-
yisiyla, eger i # 0 ve i # p ise, p asali p’nin £’lisini bo-
ler. Ama Z/pZ halkasinda, her x € Z/pZ igin, px =

33

0. Demek ki,

=

(x+y Zo[ﬁjxiyp_i =xP +yP.

Istedigimizi kanitladik. Simdi teoremin kaniti-

na dénelim. f(1) = 1” = 1 oldugundan,

f@ = f0+ D= fD)+fD)=T+1=2,
fB)=f2+ )= fQ)+f1)=2+1=3,
f@=fB+D=fB) +fD)=3+1= 4,

Goruldugu gibi, her x € Z/pZ i¢in, f(x) = x, ya-
ni xP = x. Simdi, eger n € Z ise, x yerine n ala-
rak, #” = n esitligi goriiliir. Yani p, n” — n’yi boler.

Eger # ve p birbirine asalsa, 7 # 0ve, Z/pZ bir
cisim oldugundan, 7, Z/pZ’de tersinirdir. Simdi 7"
= n esitliginde 7’yi sadelestirerek, 7"~ = 1 bulu-
ruz. Bundan da p’nin ##-1 - 1’i boldiigii ¢ikar. O

Sonug. Eger belli bir 1 < n < p icin, p, np~1 — 1’
bolmiiyorsa, o zaman p asal olamaz.

Yukardaki sonug bir p sayisinin asal olmadigi-
ni anlamaya yarar ama asal oldugunu anlamaya
yetmez ne yazik ki, yani bir p sayisi her 1 <n < p
i¢in #P~1 — »’yi bolebilir ama gene de asal olmayabi-
lir. Bu tiir sayilara yalanci Fermat asallar1 ya da Car-
michael sayilari denir. Carmichael 1910°da, ilk t¢t
561, 1105 ve 1729 olmak
tizere bu sayilardan 15 ta-
ne buldu ve bunlardan
sonsuz tane oldugu sanisi-
n1 ortaya atti. 1956’da Er-
dos’tin bir diistincesini ta-
kip eden Alford, Granville [§
1994°te [¢
sonsuz tane Carmichael sa- |11

ve Pomerance,

yist oldugunu kanitladilar,
hatta eger x ¢cok buyiik bir
saylysa, x’ten kiigik Car-
michael sayilarinin sayisi-

nin en az x27 oldugunu
kanitladilar. Bu ilging sayilardan bir bagka sayimiz-
da soz ederiz. ¢



