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Euler'in Teoremi ve Cisimlerin
Carpimsal ve Sonlu Altgruplan

E. Mehmet Kiral* ve Ali Nesin**

ke Gegen yazida kamitladigimiz Fer-
mat’'nin Kigiitk Teoremi, 7’yi bolmeyen bir p
asalimin #P-1 — 1 sayisim boldiigiinii soylityordu.

Bu yazida bu sonucu goyle genellestirecegiz:

Teorem 1. (Euler) Eger n ve m birbirine asal
dogal sayilarsa, o zaman, m, n®m) — 1°i béler, yani
n®m) = 1 mod m.

Ayrica, n® = 1 mod m denkligini saglayan en kiiciik
d pozitif dogal sayist ¢(m)’yi boler.

Teoremde sozinii ettigimiz ¢, Euler ¢-fonksiyo-
nudur ve bir 7 dogal sayisi i¢in, n2’ye asal ve n’den kii-
ciikesit pozitif dogal sayilarin sayisi olarak tanimlanir:

@(m) = l{x € N : x < m ve ebob(x, m) = 1}l.

Ornegin, 6’dan kiigiikesit 6’ya asal sadece 1 ve
5 oldugundan ¢(6) = 2. Bunun gibi ¢(8) = 4, ¢(15)
= 8. Eger p bir asalsa, ¢(p) = p — 1 elbet, dolayisiy-
la bir 6nceki yazida kanitlanan Fermat’min kiicitk
teoemi bu teoremin bir sonucudur.

Teoremi uygulamak i¢in ¢()’yi hesaplayabil-
mek gerekir elbet. Bunu MD-2004-1, sayfa 39-
41°de gormiistitk. Animsatalim: Once »2’yi asal
carpanlarina ayiririz:

Buradaki py, ..., p, sayilar: #’yi bolen birbirinden
degisik asal sayilardir. m asal ¢arpanlarina ayril-
diktan sonra, ¢(m) soyle bulunur:

o(m) =(pf1 = ) (ph2 —ph L ph —pk )

—m(1 =1/ p)(1=1/ py).(1=1/p,).

Ornegin, ¢(24) = ¢(23 x 3) = (23 - 22)(31 - 39)
=(8-4)x(3-1) =4 x 2 = 8. Dolaysiyla, 24’le
35 birbirine asal olduklarindan, yukardaki teore-
me gore, 24, 35924) — 1’i, yani 358 — 1’i boler.

Elimiz degmisken, ayrica bir de cebirin 6nemli
bir teoremini olduk¢a zahmetsiz bir bi¢imde kanit-
layacagiz. Kanitlayacagimiz ikinci teoremi yazmak
icin birka¢ tanima gereksiniyoruz.

* Bogazici Universitesi, birinci sinif matematik 6grencisi.

*#* [stanbul Bilgi Universitesi Matematik Boliimii 6gretim iiyesi.
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Eger R bir halkayi simgeliyorsa, R*, R’nin ter-

sinir elemanlarinin kiimesini simgeler:
R* ={re R:birs € Riginrs = 1}.

R* kiimesi carpma altinda kapaldir elbette, yani
tersinir iki elemanin ¢arpimi gene tersinirdir. Ayri-
ca R*’in bir elemaninin tersi de R*’dadir ve 1 de
bu kiimededir. R*’in bu 6zelliklere sahip altkiime-
lerine R’nin ¢arpimsal grubu ya da kisaca grubu
diyelim. Demek ki bir G kiimesinin bir R halkasi-
nin (¢arpimsal) bir grubu olmasi igin,

i) G < R* olmaly,

ii) G’nin elemanlarinin ¢arpimi gene G’de ol-
mali. (Yani G ¢arpma altinda kapali olmal.)

iii) 1 € G olmaly,

iv) g € Gise g1 € G olmali. (Yani G tersleme
altinda kapali olmalz.)

R*’in kendisinin R’nin ¢arpimsal bir grubu ol-
duguna dikkatinizi ¢ekeriz.

Bu yazida daha ¢cok G’nin sonlu oldugu du-
rumla ilgilenecegiz.

Ornek. Eger R bir halka ve 7 herhangi bir po-

zitif dogal sayiysa, kolayca goriilecegi tizere
{x e R:x"=1}

kiimesi R’nin bir grubudur. Eger R ayrica bir tamlik
bolgesiyse (yani bir xy ¢arpiminin 0 olmasi igin x ya
da y’nin 0 olmasi gerektigi bir halkaysa), bu grubun
en fazla 7 elemani vardir, ciinkii grubun her elema-
n1 X” — 1 polinomunun kokidiir ve, R bir tamlik
bolgesi oldugundan, bu polinomun R’de en fazla de-

Dikkat!

m’ye asal her # i¢in 7k = 1 mod m denkligi-
ni saglayan en kuguk k£ dogal sayis1 ¢(m) olma-
yabilir! Ornegin, m = 8 = 23 ise, ¢(m) = 4 ama,

11=32=52=72=1mod 8

dir, yani 8’e asal her 7 icin, 72 = 1 mod 8’dir.

Genel olarak, eger 8, m’yi boliiyorsa ¢(m)/2,
yoksa ¢(m2)’nin kendisi, #’ye asal her # tamsayi-
st igin, 7k = 1 mod 7 denkligini saglayan en kii-
cik pozitif tamsayidir. Bunu ilerde bir giin
MD’de kanitlariz.



Z/192°de elemanlarin gigleri. Goruldugu gibi 2, 3, 10, 13, 14 ve 15 elemanlarinin
derecesi 18; 4, 5, 6, 9, 16 ve 17 elemanlarinin derecesi 9; 8 ve 12 elemanlarinin
derecesi 6; 7 ve 11 elemanlarinin derecesi 3; 18’in (yani —1’in) derecesi 2 ve her

S e =Y
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recesi kadar koki vardir [MD-2004-11, sayfa 29, So-
nug 4]. Ikinci teoremimiz, bir tamlik bolgesinin bun-
lardan bagka sonlu grubu olmadigini séyliyor.

Teorem 2. G, bir R tamlik bolgesinin n elemanl
bir grubu olsun. O zaman 6yle bir g € G vardr ki,
G={1,g g%, ..,
R’de tam n kokii vardir ve G bu koklerin kiimesidir.

g™ 1. Yani X7 — 1 polinomunun

Ayrica, eger g € G yukardaki ozellige sabipse,
o zaman w’ye asal her i icin gl aym ozellige sabip-
tir ve diger g'’ler bu ozellige sabip degildirler. Yani
G’de bu tiir elemanlardan tam ¢(n) tane vardir.

Kanitlara baghyoruz. Bundan boyle R bir hal-
ka, G de R’nin sonlu bir grubu olsun.

Onsav 3. G’nin ber g elemani icin g9 = 1 esitli-
gini saglayan pozitif bir d tamsayisi vardr.

Kanit: g € G olsun. G ¢arpma altinda kapal
oldugundan, 1, g, g2, g3, ... elemanlarinin hepsi
G’dedir. Ote yandan G sonlu oldugundan bunla-
rin hepsi birbirinden degisik olamaz. Demek ki bir-
birinden degisik # ve m tamsayilari igin, g” = g™
esitligi saglanir. Diyelim ki # > m. O zaman esitli-
gin her iki tarafini da g¢”’nin R’de tersi olan g
elemaniyla ¢arparsak, g”= = 1 elde ederiz. Demek
ki pozitif bir d dogal sayisi igin g9 = 1. O

Yukardaki 6nsava gore, eger g € G ise, g9 = 1
esitligini saglayan en kiiciik bir pozitif d tamsayisi
vardir. Bu tamsayiya g’nin derecesi ya da mertebe-
si adi verilir ve o(g) olarak gosterilir. Tanimdan
dolayt, her g € G igin, g°8) = 1. Ayrica o(g) = 1 an-

2 3 4 S5 6 7 8§ 9 10 11 12 13 14
4 9 16 6 17 11 7 S S5 7 11 17 6
§ 8§ 7 11 7 1 18 7 12 1 18 12 8
16 5 9 17 4 7 11 6 6 11 7 4 17
13 15 17 9 § 11 12 16 3 7 8 14 10
7 7 11 7 1 1 1 11 11 1 1 11 7
14 2 6 16 9 7 8 4 15 11 12 10 3
9 6 S5 4 16 11 7 17 17 7 11 16 4
1 18 1 1 1 1 18 1 18 1 18 18 18
17 16 4 S 6 7 11 9 9 11 7 6 S
15 10 16 6 17 11 12 5§ 14 7 8 2 13
1 112 7 11 7 1 1 7 7 1 1 7 11
3 14 9 17 4 7 8 6 13 11 12 15 2
6 4 17 9 S 11 7 16 16 7 11 § 9
12 12 11 7 11 1 18 11 8 1 18 8 12
S 17 6 16 9 7 11 4 4 11 7 9 16
0 13 5§ 4 16 11 12 17 2 7 8 3 15
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

zaman oldugu gibi 1’in derecesi 1.
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cak ve ancak g = 1 ise.

Onsav 4. g € G olsun. O zaman,

i{gl:ieZ=(1,g g2 .., g°@-1Vdir ve bu
kiimenin tam o(g) tane elemani vardir. Dolayisiyla
bu kiime R’nin sonlu bir grubudur.

il. Bir n tamsayist icin, g" = 1 esitligi ancak ve
ancak o(g), n’yi bolerse saglanr.

iil. g’nin derecesi o(g)lebob(o(g), i)dir.

Kanit: i) i € Z olsun. #’yi o(g)’ye bolelim: i =
o(g)q + r esitligini ve 0 <7 < o(g) esitsizliklerini sag-
layan g ve r tamsayilar1 vardir. O zaman,

g'=goea+r = (golel)dgr = 197 = 1g" = g".
Demek ki i tamsayist ne olursa olsun, g7, bir 0 < r
< o(g) i¢in g” bi¢ciminde ifade ediliyor. Dolayisiyla,

gh:ieZ)={1,g g2 .., gol&-1}.,
Eger bu kiimenin o(g)’den daha az elemani olsay-
di, 0 zaman, birbirinden degisik iki i, j =0, 1, ...,
o(g) — 1 sayus1 icin g = g/ esitligi gegerli olurdu. 7 >
j esitsizligini varsaymanin bedeli yok, varsayalim.
O zaman g’ = g/ esitliginin iki tarafin1 da g7/ ile ¢ar-
parak, g7 = 1 esitligini buluruz. Ama 0 <i-; <
o(g) ve bu da o(g)’nin tanimiyla celisir. Demek ki
1,8 8% .., g8

kiimesinin tam o(g) tane elemani vardir ve bu ku-
me, {g’: i € Z} kiimesine esit oldugundan, ¢arpma
altinda kapalidir, dolayisiyla sonlu bir gruptur.

ii) Once g” = 1 esitligini varsayalim. #’yi
o(g)’ye bolelim: 7 = o(g)g + r esitligini ve 0 < 7 <
o(g) esitsizliklerini saglayan g ve r sayilari vardir.
Aynen biraz once yaptigimiz gibi,

1=g"= go(g)q +7 = (go(g))qgr =19g" = 1g" = g"
esitliklerini elde ederiz. Eger » = 0 olsaydi, bu esit-
lik o(g)’nin tanimiyla celigirdi. Demek ki 7 = 0 ve

o(g), 7’yi boluyor.

13 1Z ? Simdi de o(g)’nin 7’yi boldugunu
11 }1 1513 varsayalim: g € Z icin, n = o(g)q ol-
i 2 13 sun. Hesaplayalim:

77 1 gn=go@q = (golg))d =19 = 1.

17 5 18 . Y
6 9 1 iii) d = ebob(o(g), i) olsun. d, /’yi
1; 1% 1513 boldigiinden, io(g)/d, o(g)’ye bo-
9 4 18 lunur. Dolayisiyla, ikinci kisimdan
11 11 1

TR dolayi, - A

4 6 1 (gz)o(g)/d — gzo(g)/d =1.

1; Z l? Ote yandan, eger (g9)k = 1 ise o
6 9 18 zaman gk = 1 ve ikinci kisma gore
1 1 1

o(g), ik’yi boler. Demek ki o(g)/d,
(ild)k’yi boler. Ama o(g)/d ve i/d bir-
birlerine asal olduklarindan, bundan
o(g)/d’nin R’yi boldugu ¢ikar. i
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Eger g € G ve X c G ise, G’nin gX altktimesini
en dogal bigimde tanimlayalim: gX = {gx : x € X}.

Onsav 5. g € G ve H, G’nin sonlu bir grubu
olsun.

i. Her x,y € G icin, ya xH N yH = &dir ya da
xH = yH esitligi gecerlidir.

il. g € G ise, o(g), |Gl'yi boler.

iii. Her g € G icin, g6l = 1.

Kanit: i) x, y € G icin, xH N yH # & olsun. xH
= yH esitligini gosterecegiz. Durum, x ve y’ye gore
simetrik oldugundan, sadece xH < yH iligkisini gos-
termek yeterli. Madem ki xH n yH # &, bu kiime-
den bir eleman alabiliriz: xb = yb' € xH n yH ol-
sun. Burada, b, b’ € H elbette. Simdi, xH’den her-
hangi bir eleman alalim, diyelim x/". O zaman,

xh" = xbb=1b" = yb'b~1h" € yH,
ciinkii, #', b~1, b" € H oldugundan, b'h-1h" € H.
Boylece xH’nin herhangi bir xb" elemani yH’de ol-
dugunu, yani xH < yH iligkisini kanitladik.

ii) Yukarda, H yerine {g’ : i € Z} alalim. Onsav
4.7’den dolayy, |HI = o(g).

Simdi, eger x € G ise, IxHI = o(g) = |H| esitligi-
ni kanithyoruz: H’nin bir » elemanimi xH’nin xh
elemanma goturen fonksiyon H’den xH’ye giden
bir eslemedir, nitekim xH’nin bir z elemanini H’nin
x~1z elemanma yollayan fonksiyon, bu fonksiyo-
nun tersidir. H ile xH arasinda egleme oldugundan,
bu iki kiimenin eleman sayisi aynidir, yani o(g)’dir.

x = x1 esitliginden ve 1 € H iligkisinden, x e
xH ¢ikar. Dolayisiyla xH altkiimelerinin bilegimi
G’yi kaplar, yani

G=U,gxH
Onsavin birinci kismi sayesinde x’lerden sadece ba-
zilarimt segerek, bilesimi alinan xH altkiimelerinin
ayrik olduklarini varsayabiliriz: Bazi x, ..., x, igin,
G=xH®@ ..o x,H.
(Bknz. agagidaki sekil.) Dolayisiyla |Gl = kIHI = ko(g)
ve o(g), IGPyi boler.
(iii) Yukarda kanitlanandan dogrudan cikar. O

xH x,H x3H xpH
xl . oxz ox3 xko
y=xh|e |exyb|ex3h
y1=%x1hy |e
Y2 =x2h5 |

xH =yH=yH

Teorem 1’in Kamiti: Z/mZ, m elemanl bir hal-
kadir. Bu halkanin tersinir elemanlarinin #2’ye asal
n tamsayilari icin 7 elemanlarinin olduklarim bili-
yoruz [MD-2004-1, sayfa 16, Sonug 5]. Dolayisiyla,

(ZImZ)* = {n : n ve m birbirine asal},
ve bu kiimenin, ¢’nin tanimi geregi, tam () tane
elemani var. Eger Onsav S.iii’te, R = Z/mZ ve G =
(ZImZ)* alirsak Teorem 1’in ilk kismi kanitlanmig
olur. Son kisim, eger d = o(n) alirsak, Onsav 4.ii’
den cikar. 00

Teorem 2’yi kamitlamak icin bir énsava daha
gereksiniyoruz. Kaldigimiz yerden devam edelim.

Onsav 6. u, v € G olsun. Birbirine asal a ve b
dogal sayilari icin, o(u) = a ve o(v) = b ise, 0 zaman
o(uv) = ab.

Kamit: (uv)ab = 43byab = (49)b(yb)a = 1 esitligi ba-
riz. Demek ki o(uv), ab’yi boliyor.

Simdi k = o(uv) olsun. Demek ki (uv)k = 1 ve uk
= vk, dolayisiyla o(uk) = o(r k). Ama (uk) = (u4)k
= 1k = 1 esitliginden ve Onsav 4.ii’den o(k)’nin a’y1
boldiigii ¢ikar. Ayni nedenden, o(v k), b’yi boler. a
ve b birbirine asal olduklarindan, bundan, o(uk) =
o(r k) = 1 gkar. Yani #k = v* = 1. Gene Onsav
4.i’den, a ve b’nin k’yi boldiikleri ¢ikar. Demek ki
ab de k’yi boler. Dolaysiyla o(uv) = ab. i

Teorem 2’nin Kaniti. G’nin eleman sayisi tizeri-
ne timevarimla kanitlayacagiz. G’nin eleman sayisi-
na 7 diyelim. G’de derecesi 7 olan bir elemanin var-
higin1 kanitlamahyiz. Tki sikkimiz var: Ya # bir asal
saymnin giiciidiir ya da degildir. Iki sikk1 ayr1 ayri ir-
deleyecegiz.

Birinci Sik. Bir p asali ve bir k£ dogal saysi icin,
|G| = pk ise. Onsav S.ii’ye gore, G’nin elemanlari-
nin derecesi bir i = 0, 1, ..., k icin p olmak zorun-
dadir. Derecesi pi olan elemanlar X?' — 1 denklemi-
nin kokleri olduklarindan ve bir tamlik bolgesinde
bir polinomun en fazla derecesi kadar kokii olabi-
leceginden, derecesi p’ olan en fazla p’ tane eleman
vardir. Demek ki derecesi pk’den kiigiik elemanla-

rin sayisi en fazla
k
2 k-1 _p =1
1 =
+p+p D P
dir. Ama bu say1 pk-1’den kiigiikesittir, yani pk
den kiigiiktiir. Dolayisiyla G’de derecesi pk olan en

az bir eleman vardir.
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Ikinci Sik: # bir asal saymin giicii degilse.
Bu durumda, #’yi birbirine asal ve 1’den bu-
yiik iki a ve b sayisi igin ab olarak yazabiliriz.
U={ge G:g7=1)
V={geG:gh=1)
olsun. U ve V birer gruptur. Bir tamlik bolgesinde
oldugumuzdan, U’nin en fazla a, V’nin en fazla b
tane elemani vardir. Dolayisiyla tiimevarim varsa-
yimini U’ya ve V’ye uygularsak sonug Onsav 6’dan
¢ikar: Tumevarim varsayimina gore U’da derecesi
a olan bir # elemani vardir; ayni nedenden V’de de-
recesi b olan bir v elemani vardir; Onsav 6’ya gore
uv’nin derecesi ab’dir, yani »’dir.

Teoremin ikinci kismi Onsav 4.i’den, iigiincii
kismi1 da Onsav 4.iii’ten ve ¢’nin tammindan dog-
rudan cikar. 0o

Sonug 7. ZIpZ halkasinda (cisminde),

ZpZ =10, g, g2, ..., gP~ 1}
esitligini saglayan bir g elemani vardir.

Kanit: Z/pZ bir cisim (yani 0’a esit olmayan
her elemaninin tersinir oldugu bir halka) oldugun-
dan [MD-2004-1, sayfa 16, Sonug 4],

ZIpZ = {0} U (Z/pZ)*.
Sonug, simdi Teorem 2’den cikar. O

Bir sonraki sonucun kaniti da aynen yukar-

dakinin kaniti1 gibidir.

Sonug 8. Eger F sonlu bir cisimse (yani 0 digin-
da her elemanmn tersinir oldugu bir halkaysa), o
zaman bir n tamsayist ve bir g € F icin,

F= {O’ 8 gl’ ooy gn_l}'

Ne yazik ki matematik bilgisi MD’yle sinirh
olan okur, bu agamada, asal p’ler i¢in Z/pZ digin-
da sonlu bir cisim bilemez. Bunlardan bagka cisim-
lerin varligini bir baska sayimizda gortirtz.

Sonug 9. [Wilson Teoremi]. Asal bir p sayist,
p-1r+1

sayisint boler.

Kanit: Eger p = 2 ise, sonug bariz. Bundan boy-
le p’nin 2 olmadigini varsayalim.

x, (p—1)! tamsayisinin Z/pZ halksasindaki im-
gesi olsun. x = —1 esitligini gostermemiz gerekiyor.

(p — 1)1, I’den p — 1’e kadar olan tiim sayila-
rin ¢arpimi oldugundan, x, Z/pZ halkasinin 0 ol-
mayan tim elemanlarinin carpimidir. Demek ki
Sonug 7°den, derecesi p — 1 olan bir g € Z/pZ i¢in,
x=gg? .. gh1 = g2+t (0-1) = gb(p-1)2 = glp-1)12
# 1 gikar. Demek ki, x # 1, x2 = gP=1 =1 ve

O=x2-1=(x—1)(x+1)

Bir tamlik bolgesinde oldugumuzdan, bunlardan

x = -1 ¢ikar. *

Wilson Teoremi'nin Baska Bir Kaniti

Teorem [Wilson]. Eger p bir asalsa, p,
(p-1)+1
sayisim boler, yani, (p — 1)! =—1 (mod p) dir.

Kanit: (p — 1)!, 1’den p — 1’e kadar olan tim
sayilarin carpimidir. Dolayisiyla, bu ¢arpim, Z/pZ
halkasinda, Z/pZ’nin sifir olmayan tim elemanla-
rinin ¢arpimi olan

L= Hx #0X
elemanina tekabul eder. Z/pZ’nin bu o elemani-
nin —1’e esit oldugunu kanitlamaliyiz.

Z/pZ’de her x # 0 igin bir x~! vardir. Dolay1-
styla eger x # x~1 ise, x ve x~1 elemanlar1 bu ¢ar-
pimda sadelesirler ve geriye sadece x = x~1, yani
x2 =1, yani (x — 1)(x + 1) = 0 esitligini saglayan
elemanlarin ¢arpimi kalir. Bir bolgede oldugu-
muzdan, Z/pZ’nin sadece x = 1 ve x = —1 eleman-
lart bu esitligi saglar. Demek ki, Z/pZ’nin o ele-
[

mani, 1’le —1’in ¢arpimina, yani —1’e esittir.
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Yukaridaki yazida Sonug 9 olarak da kanitla-
nan bu teoremi ilk olarak John Wilson 1770’de
ortaya atmig ama kaniti daha sonra Lagrange ta-
rafindan 1773’te yayimlanmstir.

Fermat’nin Kiicitk Teoremi’nin aksine, Wil-
son Teoremi’ndeki kosul bir sayinin asal olmasi
icin yeter ve gerek kosuldur. Nitekim, eger n = 4
ise ve bir asal say1 degilse, o zaman,

(n—1)! =0 (mod »n).
Bunun kaniti oldukg¢a kolaydir: Eger 7 bir asalin
karesi degilse, o zaman 1’den buyiik iki farkli a ve
b sayisi igin 72 = ab’dir ve denklik barizdir; eger 7,
bir asalin karesiyse, diyelim 7 = p2 ise ve p # 2 ise,
o zaman, modiilo p, p ve 2p’nin ¢arpimi 0’dir.
Ote yandan, (4 — 1)! = 3! = 6 =2 mod 4.

Alistirma. Eger p, 4k + 1 bi¢ciminde yazilan
bir asalsa, o zaman [(2k)!]? = —1 (mod p). ¢



