
Bu yaz›da ‹mkâns›z› Baflar-

maya Çal›flmak adl› yaz›m›zda yap-

maya çal›flt›¤›m›z› daha teorik bir düzeyde yapa-

ca¤›z. Ama bu yaz› o yaz› okunmadan da anlafl›la-

bilir, o yaz›dan ba¤›ms›zd›r.

Okura ilginç gelece¤ini umdu¤umuz iki örnek-

le bafllayal›m yaz›ya. 

Örnek 1. x2 ≡ 2 (mod 7n) denkli¤ini her n için

olmasa da birkaç n için çözmeye çal›flal›m.

E¤er n = 1 ise, a1 = 3 ve b1 = 4 bu denkli¤in iki

çözümüdür. Bunu kontrol etmesi kolayd›r.

Deneme yan›lma yoluyla (hesaplar uzun olabi-

lir), a2 = 10 ve b2 = 39, x2 = 2 (mod 72) denkli¤in

iki çözümüdür ve baflka da çözüm yoktur. Burada,

a2 ≡ a1 (mod 7) ve b2 ≡ b1 (mod 7)

denkliklerine dikkatinizi çekerim.

Gene deneme yan›lma yoluyla, n = 3 için de çö-

zümleri bulabiliriz. Bu kez hesaplar biraz daha za-

man al›r, ama atla deve de¤ildir, birkaç saat içinde

kolayl›kla çözümler bulunur: a3 = 108 ve b3 = 235

x2 = 2 (mod 73) denkli¤inin çözümüdür ve baflka

da çözüm yoktur. Burada da, yukarda oldu¤u gibi,

a3 ≡ a2 (mod 72) ve b3 ≡ b2 (mod 72)

denkliklerine dikkatinizi çekerim.

Bir ad›m daha giderek n = 4 için de çözümleri

bulabiliriz: a4 = 2166 ve b4 = 235 (gene!), x2 = 2

(mod 74) denkli¤inin çözümüdür ve baflka da çö-

züm yoktur. Burada da, daha önce oldu¤u gibi,

a4 ≡ a3 (mod 73) ve b4 ≡ b3 (mod 73)

denkliklerine gene dikkatinizi çekerim.

Tahmin edilece¤i üzere x2 ≡ 2 (mod 7n) denk-

li¤inin her zaman iki çözümü vard›r (birazdan bu-

nu kan›tlayaca¤›z.) E¤er bu çözümlere an ve bn

dersek, o zaman (gerekirse an ve bn’nin yerlerini

de¤ifltirerek),

an ≡ an−1 (mod 7n−1) ve bn ≡ bn−1 (mod 7n−1) 

denklikleri sa¤lan›r (bunu da birazdan kan›tlaya-

ca¤›z.) Yani n için bulunan çözümler, n−1 için bu-

lunan çözümlerin bir anlamda devamlar›d›r. Örne-

¤in, yukarda buldu¤umuz

a4 = 2166 ve b4 = 235

a3 = 108 ve b3 = 235

a2 = 10 ve b2 = 39

a1 = 3 ve b1 = 4

çözümleri aras›nda flöyle bir iliflki vard›r:

a4 = 2166 = 108 + 6·73

= 10 + 2·72 + 6·73

= 3 + 1·7 + 2·72 + 6·73

b4 = 235 = 235 + 0·73

= 39 + 4·72 + 0·73

= 4 + 5·7 + 4·72 + 0·73.

x2 ≡ 2 (mod 75) denkli¤inin a5 ve b5 çözümle-

ri, bu yaz›da kan›tlayaca¤›m›z üzere, 7’den küçük

u ve v do¤al say›lar› için

a5 = 3 + 1·7 + 2·72 + 6·73 + u·74

b5 = 4 + 5·7 + 4·72 + 0·73 + v·74

biçiminde yaz›l›rlar.

Örnek 2. fiimdi modülo 27 karelere bakal›m.

Bunlar› afla¤›daki çizelgede bulacaks›n›z. Sadece

13’e kadar olan say›lar› yazd›k, 14 ve

sonras›na gerek yok, çünkü, örne¤in,

14 ≡ −13 (mod 27)

ve

142 ≡ (−13)2 ≡ 132 (mod 27).

Yandaki çizelgede de görüldü¤ü gi-

bi modülo 27 her say› bir kare olmu-

yor. Kare olan say›lar flunlar:

0, 1, 4, 7, 9, 10, 13, 16, 19, 22, 25. 

Bu say›lar›n özelli¤i ne? Hangi say›lar›n

kare olduklar›n› nas›l hesap yapmadan

anlayabiliriz? ‹flte bu yaz›da bu ve ben-

zeri sorular› çözmeye çal›flaca¤›z.

Bu on bir kareyi üçlük tabanda yazal›m (bknz.

afla¤›daki çizelge; en

soldaki say›lar onluk

tabanda, en sa¤daki

say›lar üçlük taban-

da yaz›lm›fl.) Ne göz-

lemliyoruz? Üçlük

tabanda yaz›lm›fl sa-

y›lar›n birler hane-

sinde hiç 2 yok, ge-
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Kapak Konusu: Modüler ve p-sel Say›lar

Hensel Önsav›

x x2

0 0
1 1
2 4
3 9
4 16
5 25
6 9
7 22
8 10
9 0

10 19
11 13
12 9
13 7

0 = 0 + 0·3 + 0·32 = 000
1 = 1 + 0·3 + 0·32 = 001
4 = 1 + 1·3 + 0·32 = 011
7 = 1 + 2·3 + 0·32 = 021
9 = 0 + 0·3 + 1·32 = 100

10 = 1 + 0·3 + 1·32 = 101
13 = 1 + 1·3 + 1·32 = 111
16 = 1 + 2·3 + 1·32 = 121
19 = 1 + 0·3 + 2·32 = 201
22 = 1 + 1·3 + 2·32 = 211
25 = 1 + 2·3 + 2·32 = 221



nellikle 1 var, iki kez de 0. Bu bir rastlant› de¤il:

E¤er bir say› modülo 27 bir kareyse, o say› modü-

lo 3 de bir karedir ve 2, modülo 3 bir kare de¤il-

dir. Dolay›s›yla modülo 27 kare olan bir say› 3’e

bölündü¤ünde kalan (yani üçlük tabanda yaz›l›m›-

n›n birler hanesi) ya 0 ya da 1 olmal›d›r.

Bir baflka önemli gözlem daha: Üçlük tabanda

birler hanesi 1 olan her say› (001, 011, 021, 101,

111, 121, 221) modülo 27 bir karedir.

Yaz›m›z›n ilk k›sm›nda, p ≠ 2 bir asal say› ve k ≥

1 bir do¤al say› oldu¤unda, hangi say›lar›n modülo

pk bir kare oldu¤unu bulaca¤›z. (p = 2 iken kareleri

bulmak daha zordur, biraz de¤iflik bir yöntem izle-

mek gerekir; bir baflka say›m›zda ele al›r›z bu duru-

mu; flimdilik sayfa 46’daki bilgiyle yetinelim). ‹kinci

k›s›mda, birinci k›s›mdaki yöntemi genellefltirip Hen-

sel Önsav› ad›yla bilinen önemli bir teorem kan›tla-

yaca¤›z. Hensel Önsav› hem cebirde hem analizde

çok önemlidir ve hâlâ bugün üzerine araflt›rmalar ya-

p›lan, sürekli genellefltirilen bir teoremdir.

‹lk teoremimizi yazal›m.

Teorem. p ≠ 2 bir asal say› ve k ≥ 1 bir do¤al sa-

y› olsun. p’ye bölünmeyen bir a say›s›n›n modülo pk

bir kare olmas› için yeter ve gerek koflul, a’n›n mo-

dülo p bir kare olmas›d›r.

Demek ki teoreme göre modülo p kareleri bildi-

¤imizde, p’ye bölünmeyen hangi say›lar›n modülo

pk kare olduklar›n› da bilebiliriz.

Al›flt›rma. Modülo p kare olan tüm tamsay›la-

r› bulun. (Ak›l: Denemeyin bile, çok zordur, bir

baflka say›da görürüz bunu.)

Teoremi kan›tlamadan önce teoremin bir uygu-

lamas›n› yapal›m. p = 5 olsun. Yandaki dizelgede

gösterildi¤i gibi, sadece 1 ve 4, yani sa-

dece 1 ve −1 modülo 5 bir karedir.

Modülo 5k bir kare olup da 5’e bölün-

meyen say›lar, 5’e bölündüklerinde

kalanlar› ya 1 ya da 4 (yani −1) olan

say›lard›r; bu say›lar da bir s tamsay›s›

için, ±1 + 5s biçiminde yaz›l›rlar, örne¤in, −6, −4, 1,

4, 6, 9, 11, 14, 16, 19, 21, 24, 26, ... say›lar› modü-

lo 5k karedirler, k ≥ 1 hangi do¤al say› olursa olsun.

Teoremin Kan›t›: Önce a’n›n modülo pk bir

kare oldu¤unu varsayal›m. (Bu, teoremin kolay

k›sm›.) Diyelim, belli bir x tamsay›s› için,

a ≡ x2 (mod pk).

Demek ki, a ≡ x2 (mod p). Teoremin kolay k›sm›

kan›tland›. fiimdi zor k›sm›na geçelim. 

Teoremimizi k üzerinden tümevar›mla kan›tla-

yaca¤›z. E¤er k = 1 ise, kan›tlayacak bir fley yok, sa-

v›n kendisi a’n›n modülo p bir kare oldu¤unu söy-

lüyor. fiimdi k ≥ 1 olsun ve sav›n k için do¤ru oldu-

¤unu varsay›p, sav› k + 1 için kan›tlayal›m. Demek

ki, varsay›ma göre,

a ≡ u2 (mod pk) (1)

denkli¤ini sa¤layan bir u var ve biz,

a ≡ v2 (mod pk+1) (2)

denkli¤ini sa¤layan bir v ar›yoruz. v’yi, belli bir w

için, u + wpk biçiminde bulaca¤›z (yani modülo pk

için bulunan çözümü bir ad›m daha pk+1 için de-

vam ettirece¤iz): (1)’in do¤ru oldu¤unu biliyoruz

(daha do¤rusu varsay›yoruz) ve (2)’yi ve

v = u + wpk (3)

denklemini sa¤layacak bir w (ve v) ar›yoruz. Hat-

ta w’yi p’den küçük bir do¤al say› olarak alabile-

ce¤iz. Önce, (2) ve (3)’ü sa¤layan bir w’nin, e¤er

varsa neye eflit olmas› gerekti¤ini bulaca¤›z, sonra

buldu¤umuz bu w’nin gerçekten istedi¤imiz (2) ve

(3) denklemlerini sa¤lad›¤›n› kan›tlayaca¤›z.

(1)’den dolay›, belli bir t tamsay›s› için,

a = u2 + tpk (4)

eflitli¤i sa¤lan›r. fiimdi modülo pk+1 hesaplayal›m:

u2 + tpk =(4) a ≡(2) v2 =(3) (u + wpk)2

= u2 + 2uwpk + w2p2k (mod pk+1). 

Her iki taraftan da u2’leri temizleyecek olursak, 

tpk ≡ 2uwpk + w2p2k (mod pk+1)

bulunur. Bundan da, pk’leri temizleyerek,

t ≡ 2uw + w2pk (mod p)

bulunur. k ≥ 1 oldu¤undan, bu son denklemden,

t ≡ 2uw (mod p) (5)

ç›kar. fiimdi p asal›n›n 2 olmad›¤›n› kullanaca¤›z.

u, p’ye bölünmedi¤inden (yoksa, (1) denkleminden

a’n›n p’ye bölündü¤ü ç›kard›), 2u say›s› p’ye asal-

d›r. Demek ki bir s tamsay›s› için, 

2us ≡ 1 (mod p) (6)

eflitli¤i sa¤lan›r [sayfa 33’teki Fermat’n›n Küçük

Teoremi’ne göre s’yi (2u)p−2 alabiliriz]. fiimdi

(5)’in her iki taraf›n› da s’yle çarparak ve (6)’y› kul-

lanarak,

w ≡ 1w ≡(6) 2usw ≡(5) st (mod p) (7)

buluruz. w’yi bulduk galiba, w, st’ye eflit olabilir,

hatta w’yi (7)’yi sa¤layan p’den küçük bir do¤al

say› olarak da alabilece¤imizi görece¤iz.
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x x2

0 0
1 1
2 4
3 4
4 1

Modülo 5 kareler



fiimdi sa¤lamas›n› yapal›m, bakal›m w’yi (mo-

dülo p ya da de¤il) st’ye eflit al›rsak istedi¤imiz olu-

yor mu?

Bildiklerimizi an›msatal›m:  a verilmifl, p, a’y›

bölmeyen ve 2’ye eflit olmayan bir asal.

a ≡ u2 (mod pk) (1)

denkli¤ini sa¤layan bir u var (tümevar›m varsay›-

m›). Bunlar› biliyoruz ve,

a ≡ v2 (mod pk+1) (2)

denkli¤ini sa¤layan bir v ar›yoruz.

(1)’den dolay›, belli bir t tamsay›s› için,

a = u2 + tpk (4)

eflitli¤i sa¤lan›r. Gene (1)’den dolay› p, u’yu böle-

mez. Demek ki p, 2u’yu da bölmüyor. Dolay›s›yla,

bir s tamsay›s› için (s = (2u)p−2 alabilir),

2us ≡ 1 (mod p) (6)

eflitli¤i sa¤lan›r. fiimdi

v = u + stpk (3)

olsun. Bu v’nin (2) denkli¤ini sa¤lad›¤›n› kan›tlaya-

ca¤›z. 2k ≥ k + 1 kullanarak hesaplayal›m:

v2 =(3) (u + stpk)2 = u2 + 2ustpk + s2t2p2k

≡ u2 + 2ustpk ≡(6) u2 + tpk =(4) a (mod pk+1).

Diledi¤imiz gibi bir v bulduk ve böylece teoremi-

miz kan›tlanm›fl oldu. ■■

Yukardaki kan›t e¤er dikkatlice incelenirse flu

anlafl›l›r:

Sonuç. E¤er x0 = 1, 2, ..., p−1 say›s›,

a ≡ x0
2 (mod p)

denkli¤ini sa¤l›yorsa, o zaman öyle x1, x2, ..., xk ∈
{0, 1, ..., p−1} say›lar› vard›r ki,

a ≡ (x0 + x1p + ... + xk−1pk−1)2 (mod pk)

denkli¤i sa¤lan›r, yani öyle bir x tamsay›s› vard›r

ki, her i = 1, 2, ..., k için, a ≡ x2 (mod pi).

fiimdi bu kan›t›n yöntemini kullanarak yukar-

dakinden çok daha genel bir teorem kan›tlayaca¤›z. 

Önce bir tan›m (ya da an›msatma): E¤er

ƒ(X) = a0 + a1X + a2X2 + ... + anXn

bir polinomsa, bu polinomun türevi ƒ′(X) flöyle ta-

n›mlan›r:

ƒ′(X) = a1 + 2a2X + 3a3X2 + ... + nanXn−1.

Teorem (Hensel Önsav›). ƒ(X) ∈ Z[X] bir po-

linom olsun. E¤er,

ƒ(x0) ≡ 0 (mod p) 

ve

ƒ′(x0) è 0 (mod p) 

koflullar›n› sa¤layan bir x0 ∈ Z varsa, o zaman her

k pozitif do¤al say›s› için,

ƒ(x) ≡ 0 (mod pk) 

ve 

x ≡ x0 (mod p)

denkliklerini sa¤layan bir x vard›r ve bu x, modü-

lo pk bir tanedir.

Kan›t: Önce x’in varl›¤›n› kan›tlayaca¤›z, x’in

modülo pk biricikli¤ine daha sonra s›ra gelecek.

Bunu k üzerine tümevar›mla kan›tlayaca¤›z. E¤er k

= 1 ise kan›tlayacak bir fley yok, bu durumda te-

orem, varsay›m›n kendisi: x’i x0 almak yeterli.

fiimdi x’in varl›¤›n› pozitif bir k tamsay›s› için var-

say›p, k + 1 için kan›tlayal›m. x ∈ Z,

ƒ(x) ≡ 0 (mod pk) (8)

ve 

x ≡ x0 (mod p) (9)

denkliklerini sa¤las›n (tümevar›m varsay›m›).

ƒ(y) ≡ 0 (mod pk+1) (10)

ve 

y ≡ x0 (mod p) (11)

denkliklerini sa¤layan bir y ar›yoruz. Arad›¤›m›z

y’yi belli bir z için,

y = x + pkz (12)

biçiminde bulaca¤›z, yani modülo pk+1 çözüm,

modülo pk çözümü bir ad›m daha devam ettirecek,

aynen bir üstteki teoremin kan›t›ndaki gibi. Ayr›ca

z’yi p’den küçük bir do¤al say› olarak alabilece¤i-

mizi de görece¤iz.

ƒ polinomunu aç›k bir biçimde yazal›m:

ƒ(X) = a0 + a1X + a2X2 + ... + anXn

olsun, yani

ƒ(X) = ∑i aiX
i

olsun.

Daha önceki teoremin kan›t›nda da yapt›¤›m›z

gibi, önce, (8-12) koflullar›n› sa¤layan bir z’nin ne

olabilece¤ini bulaca¤›z. Daha sonra bu olas› çözüm

z’yi (12)’ye yerlefltirdi¤imizde, y’nin gerçekten (10)

koflulunu sa¤lad›¤›n› kan›tlayaca¤›z. (12) eflitli¤i

sa¤lanm›fl olaca¤›ndan, (9)’dan dolay› (11) kendili-

¤inden sa¤lanacak.

Bafll›yoruz. Dedi¤imiz gibi, (8-12)’yi varsay›p

z’nin alabilece¤i de¤eri bulaca¤›z. Modülo pk+1 he-

saplayal›m:

0 ≡ ƒ(y) = ƒ(x + pkz) =  Σi ai(x + pkz)i

= ∑i (aix
i + ipkzaix

i−1 + ... ) (mod pk+1).

Toplaman›n alt›ndaki “nokta nokta”larda p2k, p3k

gibi p’nin k+1’den büyük güçleri var. Dolay›s›yla

modülo pk+1 al›n›nca kaybolurlar ve geriye
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0 ≡ ∑i (aix
i + ipkzaix

i−1) (mod pk+1).

kal›r. Hesaba devam edelim:

0 ≡ ∑i (aix
i + ipkzaix

i−1)

≡ ∑i aix
i + pkz∑i iaix

i−1

= ƒ(x) + pkzƒ′(x) (mod pk+1).

(8)’e göre, bir t tamsay›s› için, 

ƒ(x) = pkt (13)

eflitli¤i geçerlidir. Bunu bir önceki denkleme yerlefl-

tirirsek,

0 ≡ pkt + pkzƒ′(x) (mod pk+1)

buluruz. Sadelefltirmeyle,

0 ≡ t + zƒ′(x) (mod p) (14)

elde ederiz. fiimdi, ƒ′(x) è 0 (mod p) koflulunu kul-

lanarak, (14)’ü sa¤layan bir z buluruz, hatta z’yi

p’den küçük bir do¤al say› bile seçebiliriz: E¤er

sƒ′(x) ≡ 1 (mod p) (15)

ise z’yi,

z ≡ −ts (mod p) (16)

olacak biçimde seçelim. Dilersek z’yi −ts’ye eflit se-

çebilece¤imiz gibi, (16)’y› sa¤layan herhangi bir

tamsay› olarak da seçebiliriz, örne¤in, z’yi p’den

küçük bir do¤al say› olarak seçebiliriz. fiimdi bul-

du¤umuz bu z’nin gerçekten istedi¤imiz denkli¤i

sa¤lad›¤›n› kan›tlayal›m.

Hikâyemizi ta bafl›ndan an›msatal›m: x ∈ Z,

ƒ(x) ≡ 0 (mod pk) (8)

denklemini sa¤l›yor, ama

ƒ′(x) è 0 (mod p). (17)

Bunlar tümevar›m varsay›mlar›. (8)’den dolay›,

ƒ(x) = pkt (13)

eflitli¤ini sa¤layan bir t tamsay›s› vard›r. (17)’den

dolay›,

sƒ′(x) ≡ 1 (mod p)

denkli¤ini sa¤layan bir s tamsay›s› vard›r. Demek ki,

sƒ′(x) = 1 + pm (15)

eflitli¤ini sa¤layan bir m tamsay›s› da vard›r. fiimdi, z,

z ≡ −ts (mod p)

denkli¤ini sa¤layan herhangi bir tamsay› olsun, ya-

ni bir r tamsay›s› için,

z = −ts  + pr (16)

eflitli¤i sa¤lans›n. Dilersek z’yi p−1’den küçük bir

do¤al say› olarak da seçebiliriz. fiimdi, y,

y = x + pkz (12)

olarak tan›mlans›n. Yukardaki eflitlik ve denklikler

›fl›¤›nda

ƒ(X) = a0 + a1X + a2X2 + ... + anXn = ∑i aiX
i

polinomunun y’de ald›¤› ƒ(y) de¤erini modülo pk+1

hesaplayal›m (yukarda yapt›¤›m›z hesaplar› tekrar

yapaca¤›z):

ƒ(y) = ƒ(x + pkz) (12)’den

= ∑i ai(x + pkz)i ƒ’nin tan›m›

= ∑i ai(x
i + ipkzxi−1 + ... ) hesap

≡ ∑i (aix
i + ipkzaix

i−1) 2k ≥ k + 1

= ∑i aix
i + pkz∑i iaix

i−1) hesap

= ƒ(x) + pkzƒ′(x) ƒ ve ƒ′ in tan›m›

= pkt + pkzƒ′(x) (13)’ten

= pkt + pk(−ts + pr)ƒ′(x) (16)’dan

≡ pkt − pktsƒ′(x) (mod pk+1) 

≡ pkt − pkt(1 + pm) (15)’ten

≡ 0 (mod pk+1) 

Teoremimizin yar›s› kan›tlanm›flt›r.

fiimdi, ƒ’nin buldu¤umuz bu kökünün modülo

pk biricikli¤ini kan›tlayal›m.

ƒ(x0) ≡ 0 (mod p) ve ƒ′(x0) è 0 (mod p) 

koflullar›n› sa¤layan bir x0 ∈ Z olsun.

ƒ(x) ≡ ƒ(y) ≡ 0 (mod pk) 

ve

x ≡ y ≡ x0 (mod p)

denkliklerini sa¤layan x ve y olsun.

x ≡ y (mod pk)

denkli¤ini kan›tlayaca¤›z. Bunu k üzerine tümeva-

r›mla yapaca¤›z. k = 1 ise kan›tlayacak bir fley yok.

x ≡ y (mod pk−1) 

denkli¤ini varsayal›m. Demek ki, bir z tamsay›s›

için, y = x + pk−1z eflitli¤i geçerli. z’nin p’ye bölün-

dü¤ünü kan›tlamal›y›z. Modulo pk hesaplayal›m:

0 ≡ ƒ(y) ≡ ƒ(x + pk−1z) ≡ ƒ(x) + pk−1zƒ′(x)

≡ pk−1zƒ′(x) (mod pk).

(En sondan bir önceki denklikte daha önce yapt›¤›-

m›z gibi hesaplad›k.) Ama ƒ′(x) è 0 (mod p) oldu-

¤undan, bundan 0 ≡ pk−1z (mod pk), yani z ≡ 0

(mod p) bulunur. Teoremimiz kan›tlanm›flt›r. ■■

Yukardaki teoremi p-sel say›lar halkas› Zp’ye

de uygulayabiliriz. Hatta ƒ polinomunu Z[X]’te al-

mak yerine Zp[X]’ten de alabiliriz. Kan›t de¤iflmez.

Teorem (Zp’de Hensel Önsav›). ƒ(X) ∈ Zp[X]

bir polinom olsun. E¤er

ƒ(x0) ≡ 0 (mod p) 

ve

ƒ′(x0) è 0 (mod p) 

koflullar›n› sa¤layan bir x0 ∈ Z (ya da x0 ∈ Zp, far-

ketmez) varsa, o zaman 

ƒ(x) ≡ 0 (mod pk) ve x ≡ x0 (mod p)

denkliklerini sa¤layan bir ve bir tek x ∈ Zp vard›r. ♦
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