Matematik Diinyasi, 2004 Giiz

~ Kapak Konusu: Modiiler ve p-sel Sayilar

Hensel Onsavi

Bu yazida Imkansizi Basar-
maya Calismak adli yazimizda yap-
maya ¢alistifimizi daha teorik bir duzeyde yapa-
cagiz. Ama bu yaz1 0 yazi okunmadan da anlagila-
bilir, o yazidan bagimsizdir.
Okaura ilging gelecegini umdugumuz iki 6rnek-
le baglayalim yaziya.

Ornek 1. x2 = 2 (mod 77) denkligini her # icin
olmasa da birkag # i¢in ¢ozmeye ¢alisalim.

Eger n =1 ise, a; = 3 ve by = 4 bu denkligin iki
¢ozumiidiir. Bunu kontrol etmesi kolaydir.

Deneme yanilma yoluyla (hesaplar uzun olabi-
lir), @, = 10 ve by = 39, x2 = 2 (mod 72) denkligin
iki ¢coziimudiir ve bagka da ¢6ziim yoktur. Burada,

a = aq (mod 7) ve by, = by (mod 7)
denkliklerine dikkatinizi ¢ekerim.

Gene deneme yanilma yoluyla, # = 3 icin de ¢6-
ziimleri bulabiliriz. Bu kez hesaplar biraz daha za-
man alir, ama atla deve degildir, birkag saat icinde
kolaylikla ¢coziimler bulunur: a3 = 108 ve b3 = 235
x2 = 2 (mod 73) denkliginin ¢oziimiidiir ve baska
da ¢ozum yoktur. Burada da, yukarda oldugu gibi,

a3 = a, (mod 72) ve b3 = b, (mod 72)
denkliklerine dikkatinizi ¢ekerim.

Bir adim daha giderek # = 4 i¢in de ¢ozumleri
bulabiliriz: a4 = 2166 ve by = 235 (gene!), x2 = 2
(mod 74) denkliginin ¢6ziimiidiir ve baska da ¢o-
ziim yoktur. Burada da, daha 6nce oldugu gibi,

a4 = a3 (mod 73) ve by = bz (mod 73)
denkliklerine gene dikkatinizi ¢ekerim.

Tahmin edilecegi iizere x2 = 2 (mod 77) denk-
liginin her zaman iki ¢6ziimii vardir (birazdan bu-
nu kanitlayacagiz.) Eger bu ¢ozumlere a, ve b,
dersek, o zaman (gerekirse a,, ve b,’nin yerlerini
degistirerek),

a,=a, q (mod 7%-1) ve b, = b,_; (mod 77-1)
denklikleri saglanir (bunu da birazdan kanitlaya-
cagiz.) Yani 7 igin bulunan ¢oztimler, #—1 igin bu-
lunan ¢éziimlerin bir anlamda devamlaridir. Orne-
gin, yukarda buldugumuz

a4 =2166 ve by =235
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a3 =108 ve by =235
ay = 10 ve bz =39
ar=3 veb;=4
¢oziimleri arasinda soyle bir iligki vardir:
as=2166 =108 + 673
=10 + 272 + 673
=3+17+272+673
by =235 =235+0-73
=39 +472 4073
=44+57+4724+0-73.
x2 =2 (mod 75) denkliginin a5 ve bs ¢oziimle-
ri, bu yazida kanitlayacagimiz iizere, 7°den kiiciik
u ve v dogal sayilari icin
as=3+17+272+673+u74
bs=4+57+472+073 +0v74
bi¢iminde yazilirlar.

Ornek 2. Simdi modiilo 27 karelere bakalim.
Bunlari asagidaki cizelgede bulacaksiniz. Sadece

13’¢ kadar olan sayilar1 yazdik, 14 ve

L x | x?

sonrasina gerek yok, ¢linkii, 6rnegin, 0 0
14 = -13 (mod 27) 1 1

ve 2 4
142 = (-13)2 = 132 (mod 27). 2 12
Yandaki gizelgede de gortldugi gi- | § | 25

bi modiilo 27 her say1 bir kare olmu- g 23
yor. Kare olan sayilar sunlar: 8 |10
0,1,4,7,9,10,13,16,19,22,25. | 9 0

Bu sayilarin 6zelligi ne? Hangi sayilarin %(1) %g
kare olduklarini nasil hesap yapmadan (12 | 9
anlayabiliriz? Iste bu yazida bu ve ben- 13 | 7

zeri sorulari ¢ozmeye ¢alisacagiz.
Bu on bir kareyi ti¢litk tabanda yazalim (bknz.
asagidaki cizelge; en

soldaki sayilar onluk | 0 = 0+ 0:3 + 0-35 = 000
sdal; | 1 =1+0-3+0-32 =001

tabandai en sagdaki 4-14+1340322011
sayilar tglik taban- | 7 — 142.3 4+ 0-32 = 021
da yazilmus.) Ne goz- | 9 = 0+ 03 +1:32 = 100
lemli > {elitk 10 = 1+0-3+1-32 =101
cmyortzs VSR 13 = 14134 1:32 = 111
tabanda yazilmig sa- |16 = 1 +2:3 + 1:32 = 121
i 19 = 1+0-3+2:32 =201

y}larln .blrler hane- 2 - 1 I 13 I 532 - 511
sinde hi¢ 2 yok, ge- |25 = 1423 +2:32 = 221
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nellikle 1 var, iki kez de 0. Bu bir rastlanti degil:
Eger bir say1 modiilo 27 bir kareyse, o say1 modii-
lo 3 de bir karedir ve 2, modiilo 3 bir kare degil-
dir. Dolayisiyla modiilo 27 kare olan bir say1 3’
boliindiigiinde kalan (yani tiglitk tabanda yazilimi-
nin birler hanesi) ya 0 ya da 1 olmalidir.

Bir bagka 6énemli gozlem daha: Ugliik tabanda
birler hanesi 1 olan her say1 (001, 011, 021, 101,
111, 121, 221) modiilo 27 bir karedir.

Yazimuzin ilk kisminda, p # 2 bir asal say1 ve k >
1 bir dogal say1 oldugunda, hangi sayilarin modiilo
pk bir kare oldugunu bulacagiz. (p = 2 iken kareleri
bulmak daha zordur, biraz degisik bir yontem izle-
mek gerekir; bir bagska sayimizda ele aliriz bu duru-
mu; simdilik sayfa 46°daki bilgiyle yetinelim). Ikinci
kisimda, birinci kisimdaki yontemi genellegtirip Hen-
sel Onsavi adiyla bilinen 6nemli bir teorem kanitla-
yacagiz. Hensel Onsavi hem cebirde hem analizde
cok 6nemlidir ve hala bugiin tizerine arastirmalar ya-
pilan, stirekli genellestirilen bir teoremdir.

[k teoremimizi yazalim.

Teorem. p = 2 bir asal sayi ve k > 1 bir dogal sa-
yi olsun. p’ye boliinmeyen bir a sayisinin modiilo p*
bir kare olmast icin yeter ve gerek kosul, amn mo-
diilo p bir kare olmasidir.

Demek ki teoreme gore modulo p kareleri bildi-
gimizde, p’ye bolinmeyen hangi sayilarin modiilo

pk kare olduklarini da bilebiliriz.

Alistirma. Modilo p kare olan tim tamsayila-
r1 bulun. (Akil: Denemeyin bile, ¢ok zordur, bir
bagka sayida goririiz bunu.)

Teoremi kanitlamadan once teoremin bir uygu-
lamasini yapalim. p = 5 olsun. Yandaki dizelgede

IModiilo 5 kareler

gosterildigi gibi, sadece 1 ve 4, yani sa-
dece 1 ve —1 modilo 5 bir karedir.
Modiilo 5% bir kare olup da $’e boliin-
meyen sayilar, 5’ bolundiiklerinde

kalanlar1 ya 1 ya da 4 (yani —1) olan

sayilardir; bu sayilar da bir s tamsayisi
icin, +1 + §s biciminde yazilirlar, 6rnegin, -6, —4, 1,
4,6,9,11, 14,16, 19, 21, 24, 26, ... sayilari modii-
lo 5k karedirler, k > 1 hangi dogal say1 olursa olsun.

Teoremin Kaniti: Once a’nin modiilo pk bir
kare oldugunu varsayalim. (Bu, teoremin kolay
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kismi.) Diyelim, belli bir x tamsayisi igin,
a = x2 (mod pk).
Demek ki, a = x2 (mod p). Teoremin kolay kismi
kanitlandi. Simdi zor kismina gegelim.
Teoremimizi k tizerinden timevarimla kanitla-
yacagiz. Eger k = 1 ise, kanitlayacak bir sey yok, sa-
vin kendisi @’'nin modiilo p bir kare oldugunu soy-
liyor. Simdi k& > 1 olsun ve savin k& i¢in dogru oldu-
gunu varsayip, savi k + 1 i¢in kanitlayalim. Demek
ki, varsayima gore,
a = u? (mod pk)
denkligini saglayan bir u var ve biz,
a = v2 (mod pk+1) (2)
denkligini saglayan bir v ariyoruz. v’yi, belli bir w

(1)

igin, # + wpk bigiminde bulacagiz (yani modiilo p*
icin bulunan ¢6ziimii bir adim daha p*+1 icin de-
vam ettirecegiz): (1)’in dogru oldugunu biliyoruz
(daha dogrusu varsayiyoruz) ve (2)’yi ve
v=u+wpk (3)
denklemini saglayacak bir w (ve v) ariyoruz. Hat-
ta w’yi p’den kiiciik bir dogal say1 olarak alabile-
cegiz. Once, (2) ve (3)’ii saglayan bir w’nin, eger
varsa neye esit olmasi gerektigini bulacagiz, sonra
buldugumuz bu w’nin gercekten istedigimiz (2) ve
(3) denklemlerini sagladigini kanitlayacagiz.
(1)’den dolay, belli bir # tamsayisi igin,
a=u2 + tpk (4)
esitligi saglanir. Simdi modiilo pk+1 hesaplayalim:
u? + tpk =4 g =0 v2 =0 (u + wpk)?
= 12 + 2uwpk + w2p2k (mod pk+1).
Her iki taraftan da #2’leri temizleyecek olursak,
tpk = 2uwpk + w2p2k (mod pk+1)
bulunur. Bundan da, p¥’leri temizleyerek,

t = 2uw + w?pk (mod p)
bulunur. k£ > 1 oldugundan, bu son denklemden,

t = 2uw (mod p) (5)
cikar. Simdi p asalinin 2 olmadigini kullanacagiz.
u, p’ye boluinmediginden (yoksa, (1) denkleminden
@’nin p’ye bolundugu ¢ikardi), 2u sayis1 p’ye asal-
dir. Demek ki bir s tamsayist icin,

2us =1 (mod p) (6)
esitligi saglanir [sayfa 33’teki Fermat’'min Kugcuk
Teoremi’ne gore s’yi (2u)P~2 alabiliriz]. Simdi
(5)’in her iki tarafini da s’yle carparak ve (6)’y1 kul-
lanarak,

(7)
buluruz. w’yi bulduk galiba, w, st’ye esit olabilir,

w = lw =6 2usw =5 st (mod p)

hatta w’yi (7)’yi saglayan p’den kiiciik bir dogal
say1 olarak da alabilecegimizi gorecegiz.
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Simdi saglamasini yapalim, bakalim #yi (mo-
diilo p ya da degil) s¢’ye esit alirsak istedigimiz olu-
yor mu?

Bildiklerimizi animsatalim: a verilmis, p, a’y1
bolmeyen ve 2’ye esit olmayan bir asal.

a = u? (mod pk) (1)
denkligini saglayan bir # var (tiimevarim varsayi-
mi). Bunlan biliyoruz ve,

a = v2 (mod pk+1) (2)
denkligini saglayan bir v ariyoruz.
(1)’den dolay, belli bir ¢ tamsaysi igin,
a=u?+pk (4)

esitligi saglanir. Gene (1)’den dolay1 p, #’yu bole-
mez. Demek ki p, 2#’yu da bolmiiyor. Dolayisiyla,
bir s tamsayisi icin (s = (2u)P~2 alabilir),

2us =1 (mod p) (6)
esitligi saglanir. Simdi
v =u+ stpk (3)

olsun. Bu ¢’nin (2) denkligini sagladigini kanitlaya-
cagiz. 2k > k + 1 kullanarak hesaplayalim:

=0) (u + stpk)2 = u2 + Qustpk + s212p2k

=12 + Qustpk =0 42 + tpk =4 g (mod pk+1).
Diledigimiz gibi bir v bulduk ve boylece teoremi-
i

2

miz kanitlanmis oldu.

Yukardaki kanit eger dikkatlice incelenirse su
anlagilir:

Sonug. Eger xg = 1, 2, ..., p—1 sayst,
as= x02 (mod p)
denkligini saglryorsa, o zaman oyle x1, x5, ..., x}, €
{0, 1, ..., p—1} sayiar: vardir ki,
a=(xy+x1p + ... +xp_1pk1)2 (mod pk)

denkligi saglanir, yani 6yle bir x tamsayist vardir
ki, heri=1,2, ..., k icin, a = x> (mod pi).

Simdi bu kanitin yontemini kullanarak yukar-
dakinden ¢ok daha genel bir teorem kanitlayacagz.

Once bir tamim (ya da amimsatma): Eger

fX)=ag+a1X +a, X% + ... + a, X"

bir polinomsa, bu polinomun tirevi f'(X) soyle ta-
nimlanir:

f(X) =ay + 2a,X + 3a3X2 + ... + na, X" 1.

Teorem (Hensel Onsawi). f(X) € Z[X] bir po-
linom olsun. Eger,
f(x0) = 0 (mod p)
ve

[f'(xq) € 0 (mod p)
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kosullarini saglayan bir xy € Z varsa, o zaman her
k pozitif dogal sayist icin,
£(x) = 0 (mod pk)
ve
x =x( (mod p)
denkliklerini saglayan bir x vardwr ve bu x, modii-
lo pk bir tanedir.

Kamit: Once x’in varligini kanitlayacagiz, x’in
modiilo pk biricikligine daha sonra sira gelecek.
Bunu k& tizerine tumevarimla kanitlayacagiz. Eger k
= 1 ise kanitlayacak bir gey yok, bu durumda te-
orem, varsayimin kendisi: x’i xy almak yeterli.
Simdi x’in varligini pozitif bir k tamsayist igin var-
sayip, k + 1 i¢in kanitlayalim. x € Z,

f(x) =0 (mod p¥) (8)

ve

x = xq (mod p) (9)
denkliklerini saglasin (tumevarim varsayimi).

f(y) =0 (mod pk+1) (10)
ve

y = x( (mod p) (11)

denkliklerini saglayan bir y ariyoruz. Aradigimiz
y’yi belli bir z igin,

y =x + pkz (12)
bigiminde bulacagiz, yani modiilo pk+! ¢oziim,
modiilo pk ¢6ziimii bir adim daha devam ettirecek,
aynen bir ustteki teoremin kanitindaki gibi. Ayrica
2’yi p’den kugik bir dogal say1 olarak alabilecegi-
mizi de gorecegiz.

f polinomunu agik bir bicimde yazalim:

f(X)=ag+ a1 X + a3 X% + ... + a, X"
olsun, yani
fX) = Z,‘ a,‘Xi
olsun.

Daha onceki teoremin kanitinda da yaptigimiz
gibi, once, (8-12) kosullarini saglayan bir z’nin ne
olabilecegini bulacagiz. Daha sonra bu olasi ¢6ziim
2yi (12)’ye yerlestirdigimizde, y’nin gergekten (10)
kosulunu sagladigini kanitlayacagiz. (12) esitligi
saglanmig olacagindan, (9)’dan dolay: (11) kendili-
ginden saglanacak.

Basliyoruz. Dedigimiz gibi, (8-12)’yi varsayip
2’nin alabilecegi degeri bulacagiz. Modiilo pk+! he-
saplayalim:

0 = f(y) = flx + pk2) = Z; a;(x + pka)f
2 (@i + ipkza;xi=1 + .. ) (mod pk+1),
Toplamanin altindaki “nokta nokta”larda p2k, p3k
gibi p’nin k+1’den buyiik giicleri var. Dolayisiyla

modiilo pk+! alininca kaybolurlar ve geriye
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0 = 2, (a;x + ipkza;xi-1) (mod pk+1),
kalir. Hesaba devam edelim:
0 =2, (axi + ipkza;xi-1)
=2 axt + pheQ, it
— f(x) + pkaf(x) (mod pk+1).
(8)’e gore, bir # tamsayist icin,
flx) = pkt (13)
esitligi gecerlidir. Bunu bir onceki denkleme yerles-
tirirsek,
0 = pkt + pkzf'(x) (mod pk+1)
buluruz. Sadelestirmeyle,
0=t+zf(x) (mod p) (14)
elde ederiz. Simdi, f'(x) € 0 (mod p) kosulunu kul-
lanarak, (14)’4 saglayan bir z buluruz, hatta z’yi
p’den kiiciik bir dogal say1 bile secebiliriz: Eger
sf'(x) =1 (mod p) (15)
ise 2’yi,
z=-ts (mod p) (16)
olacak bicimde secelim. Dilersek z’yi —ts’ye esit se-
cebilecegimiz gibi, (16)’y1 saglayan herhangi bir
tamsay1 olarak da segebiliriz, 6rnegin, z’yi p’den
kiiguk bir dogal say1 olarak secebiliriz. Simdi bul-
dugumuz bu z’nin gercekten istedigimiz denkligi
sagladigimi kanitlayalim.
Hikayemizi ta bagindan animsatalim: x € Z,
f(x) =0 (mod pF) (8)
denklemini sagliyor, ama
f'(x) € 0 (mod p). (17)
Bunlar tiimevarim varsayimlari. (8)’den dolay,
flx) = pke (13)

esitligini saglayan bir # tamsayisi vardir. (17)’den

dolayi,
sf'(x) =1 (mod p)

denkligini saglayan bir s tamsayisi vardir. Demek ki,
sfi(x) =1+ pm (15)

esitligini saglayan bir 72 tamsayisi da vardir. Simdi, z,
z=—ts (mod p)

denkligini saglayan herhangi bir tamsay1 olsun, ya-

ni bir r tamsayisi igin,

(16)

esitligi saglansin. Dilersek 2’yi p—1°den kiigiik bir

Z=-1Is + pr

dogal say1 olarak da segebiliriz. Simdi, v,

y =x + pkg (12)
olarak tamimlansin. Yukardaki esitlik ve denklikler
1s1ginda

fX)=ag+a X + X2 + .+ a, X" =D a;Xi
polinomunun y’de aldig1 f(y) degerini modiilo pk+1
hesaplayalim (yukarda yaptigimiz hesaplari tekrar
yapacagiz):
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) = flx + pka) (12)’den

z, a;(x + pkz)i f’nin tanimi
=D a;(xi + ipkexi-l 4 ...) hesap
= (axi + ipkza;xi-1) 2k>k +1
ZZ xl+ pkzz ia;xi~1) hesap

= f(x) psz f ve f"in tanimi
= pkt + pkaf'(x (13)’ten
= pkt + pk(~ts + pr)f’(x) (16)’dan
= pkt — pkesf'(x) (mod pk+1)
= pkt — pke(1 + pm) (15)’ten
=0 (mod pk+1)

Teoremimizin yarist kanitlanmugtir.
Simdi, f’nin buldugumuz bu kokiiniin modiilo
pk biricikligini kanitlayalim.
f(xg) = 0 (mod p) ve f(xg) & O (mod p)
kosullarini saglayan bir x; € Z olsun.

f(x) = f(y) = 0 (mod p¥)

ve

x =y =g (mod p)
denkliklerini saglayan x ve y olsun.

x =y (mod pk)

denkligini kanitlayacagiz. Bunu k tzerine timeva-
rimla yapacagiz. k = 1 ise kanitlayacak bir sey yok.

x =y (mod pk-1)
denkligini varsayalim. Demek ki, bir z tamsayisi
icin, y = x + pk~1z esitligi gecerli. z’nin p’ye boliin-
diigiinii kanitlamaliyiz. Modulo p* hesaplayalim:

0 = f(y) = f(x + pk=12) = f(x) + pk-lzf'(x)
= pk1z2f"(x) (mod pF).
(En sondan bir onceki denklikte daha 6nce yaptigi-
miz gibi hesapladik.) Ama f'(x) € 0 (mod p) oldu-
gundan, bundan 0 = pk~1z (mod pk), yani z = 0
(mod p) bulunur. Teoremimiz kanitlanmigtir. O
Yukardaki teoremi p-sel sayilar halkasi Z,’ye
de uygulayabiliriz. Hatta f polinomunu Z[X]’te al-
mak yerine Z,[X]'ten de alabiliriz. Kanit degismez.
Teorem (Zp’de Hensel Onsawvi). f(X) € Z,[X]

bir polinom olsun. Eger

flxp) =0 (mod p)
ve

f(x0) & 0 (mod p)
kosullarini saglayan bir xo € Z (ya da x, € Z,,, far-
ketmez) varsa, o zaman

f(x) =0 (mod pk) ve x = xy (mod p)

denkliklerini saglayan bir ve bir tek x € Z, vardir. ¢



