Matematik Diinyasi, 2004 Giiz

~ Kapak Konusu: Modiiler ve p-sel Sayilar

Gercel Sayilarla p=sel Tamsayilar

Arasindaki Benzerlik

.
; ut I. Agac. Gegen yazilari-

mizda, sayilardan yola ¢ikarak bir

agac bulmustuk. Bu kez tam tersini yapacagiz, bir
agactan yola cikip sayilari bulacagiz, ustelik hem
gercel sayilari hem de p-sel tamsayilar1 bulacagiz,
yani bir tagla iki kus vurmus olacagiz. Boylece p-
sel sayilarla gergel sayilar arasinda oldukga yakin
bir bag oldugu anlasilacak. Nitekim oldukga ileri
diizey matematikte, bircok teorem 6nce daha agina
oldugumuz gergel sayilar i¢in kanitlanir, sonra ay-
n1 teorem ya da bu teoremin bir benzeri p-sel sayi-
lar (bknz, sayfa 46) i¢in kanitlanmaya ¢aligilir.

Agacimizin bir kokii (baslangic noktasi) olsun
ve bu kokten itibaren agacimiz her adimda t¢ da-
la ayrilsin (bknz. asagidaki sekil) ve boylece hig
durmadan sonsuza dek biiyusiin.

Agacimiz1 Ug dala degil de, sadece iki, ya da da-
ha fazla, 6rnegin dort ya da bes dala da ayirabilir-
dik, pek bir sey farketmezdi. Biz, 6niimiizde somut
bir 6rnek olmast icin tiglii agac tizerinde calisacagiz.

Agacin tge ayrildig: yerlere budak diyelim. En
dipte tek bir budak var, agacin koku olan budak.
Bu budaktan ti¢ yeni dal ve ti¢ yeni budak dogar,
bu budaklar birinci kusak budaklardir. Ikinci ku-
sakta 9 budak, uciincti usakta 27 budak, ve genel
olarak n-inci kusakta 3” tane budak bulunur.

Budaklarimiza matematiksel adlar verelim. En
alttaki budagi (yani kokii) bogdizi anlamina gelen
() simgesiyle gosterelim.

Bu en alttaki budagin (yani kokiin) tstindeki
birinci kusak budaklara soldan saga dogru 0, 1 ve
2 adlarini verelim.

Ikinci kusak budaklara da yine soldan saga

01210 _01211 01212

dogru 00, 01, 02, 10, 11, 12, 20, 21, 22 adlarim
verelim. 0 budaginin hemen ustiindeki ti¢ budagin
adi soldan saga 00, 01 ve 02°dir; 1 budagimnin he-
men ustiindeki ii¢ budagin adi, gene soldan saga
dogru 10, 11 ve 12’dir...

Boylece her budaga bir ad verilmis olur. Orne-
gin, dordinct kugakta bulunan 0121 budaginin
ustiindeki ¢ budagin adlari sirasiyla 01210,
01211 ve 01212°dir. Her x budaginin Gstunde sol-
dan saga dogru x0, x1, x2 budaklari vardir.

Goruldugu gibi her budak sonlu bir 0-1-2-dizi-
sine tekabuil eder ve her sonlu 0-1-2-dizisi bir bu-
daga tekabil eder.

Budagin adi aslinda budagin adresidir. Bu ad
bilindiginde, kokten baglayarak budaga erisebili-
riz, 0 gordugumizde sola, 1 gordugimuzde diim-
diiz, 2 gordigimiizde saga gideriz. Ornegin
0112’yle baslayan budaklar baslangigta sol-orta-
orta-sag diye giden budaklardir.

II. Sonsuz Dallar ve Ufuk. Simdi bu agacin,
kokten baglayarak sonsuza kadar hi¢ durmadan gi-
den sonsuz dallarini ele alalim. Bu dallar1 bir sonra-
ki sayfadaki sekilde gorebilirsiniz. Ornegin en sol-
daki sonsuz dal 00000... dalidir. En sagdaki sonsuz
dal da 22222... dalidir. Bu iki sonsuz dalin arasin-
da 1012121012... gibi bagka birsiirii sonsuz dal
vardir. Her sonsuz dal, sonsuz bir 0-1-2 dizisiyle ve-
rilmigtir. Sol yolu 0’la, orta yol 1’le, sag yolu da
2’yle simgeliyoruz her zaman yapugimiz gibi. 0’la
baglayan dallar baglangigta sola giden dallardir.
012’yle baglayan dallar baglangigta 6nce sol yolu,
sonra orta yolu, sonra da sag yolu segen dallardir
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(yukardaki sekilde koyu renkle gosterilmis.) 1111...
dali saga sola sapmadan hep orta yolu secen daldir.

Sonsuz dallar1 kokten baslayip sonsuza kadar
giden bir yol olarak gorebilecegimiz gibi, yukarda-
ki sekilde oldugu gibi ta ufukta bir nokta olarak da
gorebiliriz. (Ufku hayal edin!)

“Ufuk ¢izgisi”ni cizelim (yukarda yatay ve
nokta-nokta gosterilen dogru). Ufuk cizgisinin en
solundaki nokta, durmadan sola giden 00000...
sonsuz dalini simgeler. Ufuk ¢izgisinin en saginda-
ki nokta ise durmadan saga giden 22222... sonsuz
dalini simgeler. Bu iki ucun “ortasi”ndaki nokta
da 11111... adli hep-orta-yol dalim1 simgeler. Bun-
larin disinda, yukardaki sekildeki ufuk ¢izgisine bir
de rastgele bir nokta koyduk, 012120212 diye bas-
layan sonsuz bir dali simgeleyen nokta.

Ufuk noktalarindan olusan kiimeye, yani ufuk
cizgisine U adin1 verelim. U’nun her eleman1 kok-
ten baglayip sonsuza kadar giden bir yoldur, baska
bir deyisle, 0112012100... gibi sonsuz bir 0-1-2 di-
zisidir.

Yazinin anafikrine gelelim: Tanimladigimiz U
kiimesi [0, 1] gergel say1 araligimi ¢ok andirir. Bu
yazida, U'nun [0, 1] gergel say1 araligina ne derece
ve neden benzedigini gorecegiz. Daha sonra, Unun
daha 6nce tamimlanan 3-sel sayilar kiimesi Z3’e
benzedigini gorecegiz.

II. Siralama. Sonsuz dallarimizi (yani ufuk
noktalarimizi, yani U kiimesini) soldan saga dogru
siralayabiliriz. En “kiiciik” ufuk noktasi en solda-
ki 00000... noktasidir. En “bliytigii” de en sagdaki
22222... noktasidir. Biitiin diger ufuk noktalar1 bu
iki u¢ ufuk noktasi arasinda yer alir. Ornegin
1012010’la ufuk noktalari

diye baslayan
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10120171’la baslayan ufuk noktalarindan daha
“kucik”tur, ¢cunki daha soldadirlar.

Siralamanin matematiksel tanimi soyle: Eger
ayayas ... a;a;,q ... ve bibybs ... bib; 1 ...
(burada a;, b; € {0, 1, 2}) birbirinden degisik iki ufuk
noktastysa, yani iki degisik sonsuz dalsa, bu iki son-

suz dalin ayristiklar ilk yere bakalim: Diyelim,
ag = bla ay = bz, ey 4 = bi
ama
i1 < bj1.
O zaman
a1aya3 ... a; d;q ...
sonsuz dalinin
b1bybs ... bb; 1 ...
sonsuz dalindan daha “kiiciik” oldugunu soyleye-
lim ve bunu,
18203 «-- iy -oe < bibybs ... bb;, 1 ...

olarak yazalim. Ornegin,

0000... < 0001111111... < 0001112000...

< 0001112100... < 0001112101...
< 1000000000... < 1001000000...

Boylece sonsuz dallari (ufuktaki noktalari) kiigtik-
ten biiylige (ya da soldan saga) siralamis oluruz.

111111... adli hep-orta-yol ufuk noktasi ufuk
noktalarinin “tam ortasinda” yer alir. 101.. diye
baglayan ufuk noktalari bunun solundadir, yani
bundan daha kigiiktirler, ama 112... diye basla-
yan ufuk noktalar1 111111...’den daha buytiktiir.

[0, 1] gercel say1 araligi da bilindigi gibi sirali-
dir. 0, bu araligin en kiiciik sayisidir, 1 de en biiyu-
gi. “Tam ortada” 1/2 sayis1 vardir. U'nun sirala-
mast [0, 1] araliginin siralamasini andirir, ama tam
aymni siralama degildir, aralarinda ufacik bir ayrim
vardir. Once aralarindaki ayrimi gorelim, daha
sonra benzerliklerini gosteririz.
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IV. Aradaki Ayrim. Tamsayilar kiimesinde, her
tamsayidan hemen sonra gelen bir tamsay1 vardir:
tamsayisindan hemen sonra 7 + 1 saysi gelir.

Ote yandan [0, 1] gercel say1 araliginda hicbir
sayidan hemen sonra gelen bir say1 yoktur: Eger a
< b iki gergel sayi1 ise, a’dan biiyiikk ama b’den k-
ciik bir gergel say1 vardir, 6rnegin (a + b)/2 sayisi-
nin bu ozelligi vardir: a’dan buylktir ama b’den
kugtiktiir. Ayni sey kesirli sayilar igin de gecerlidir.

Yukarda tanimladigimiz U kiimesinin bircok
elemani da bu 6zelligi saglar, yani U'nun bircok
elemanindan “hemen sonra” gelen bir eleman yok-
tur. Ornegin, biraz diisiiniince goriilecegi iizere,
0101010101... ufuk noktasindan hemen sonra ge-
len  bir ufuk noktasi  yoktur, yani
0101010101...’den daha buyiik ufuk noktalarinin
en kiicugii yoktur. Nitekim eger

0101010101... < aqay ... a;a;,q -
ise,
01010101 ... < byby ... b;j b q ... < ayay ... a; a; 1 ...
esitsizligini saglayan bir b1b, ... b;b;, 1 ... ufuk nok-
tast bulmak oldukc¢a kolaydir. (Okura alistirma.)

Ote yandan, gercel sayilarin aksine, bazi ufuk
noktalarindan hemen sonra gelen bir ufuk noktasi
vardir. Bunlar da, 1011222222... gibi bir zaman
sonra hep 2 olan ufuk noktalardir: 1011222222...
ufuk noktasindan hemen sonra 10120000... ufuk
noktasi gelir, bu ikisinin arasinda bagka ufuk nok-
tast yoktur. Sonu hep 2 olan ufuk noktalarindan sa-
dece en sondakinden (yani en sagdaki 2222... ufuk
noktasindan) hemen sonra gelen bir nokta yoktur.

0000... 0002222... 001000...

012120212...

bir sonrasi

bir sonrasi yok

V. En Kiigiik Ustsinir. Simdi [0, 1] gercel say:
araligiyla U arasindaki benzerligi gorelim.

Eger X < U ise, X’in hi¢bir elemanindan daha
kiigiik olmayan ufuk noktalarina X’in iistsinir1 adi-
n1 verelim; yani eger a € U,

her x € X i¢in, x <a
ozelligini sagliyorsa, o zaman a’ya X’in bir tistsini-
r1 diyelim.

Ornegin X, icinde hi¢ 2 olmayan (yani hep sol
ya da orta yolu segen) ufuk noktalar1 kiimesiyse, o
zaman 2’yle baglayan her ufuk noktasi X’in bir tst-
siniridir. Ama 12’yle ya da 112’yle baglayan her
ufuk noktast da X’in bir tistsiniridir. 1112’yle bagla-
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yan ufuk noktalari bu tstsinirlardan daha kigiik
iistsinirlardir. Ote yandan 10220’la baslayan bir
ufuk noktast X’in ustsmirt degildir, ¢cinki X’in
11000... elemani bu elemandan daha buytktiir. Ko-
layca gortlecegi tizere 11111... ufuk noktasi X’in
bir tistsiniridir ve X’in tstsinirlarinin en kiicigudiir.

Eger a, X’in bir Ustsiniriysa, a’dan biiyuk bir
ufuk noktasi da elbette X’in bir iistsiniridir.

Unun her altkiimesinin bir tistsinir1 vardir, or-
negin en sondaki 22222... ufuk noktasi her altkii-
menin bir Gstsiniridir ve Ustsinirlarin en bliyugu-
diir. Dolayisiyla tistsinir bulmak bir marifet degil-
dir. Marifet, ustsinirlarin en kiigigtini bulmaktir.

X’in ustsinirlarinin en kiiciigiine (eger varsa, ki
vardir, birazdan kanitlayacagiz bunu!) en kiiciik
tiststmr diyelim. Yania € U,

(i) her x € X i¢in x < a, ve
(ii) her b € U ve her x € X icin, x < b ise 0 za-

mana<b
ozelliklerini sagliyorsa, o zaman a’ya X’in en kii-
ciik diststmrs diyelim.

: X’in diststnirlart
X’in en kiigtik tstsiniri
(X’te olabilir ya da olmayabilir)

Buradaki (i) kosulu a’nin X’in bir tstsinir1 ol-
dugunu soyler; (ii) kosulu ise @’nin tim tstsinirlar-
dan kictikesit oldugunu soyler; yani a gercekten
ustsinirlarin en kigiigudir.

Teorem 1. Unun her altkiimesinin bir en kii-
ctik distsinirt vardir.

Kamt: X, U’nun bir altkiimesi olsun. Eger X =
@ ise, elbette en soldaki 00000... noktast X’in en
kiigiik tistsiniridirl. Bundan boyle X’in boskiime
olmadigini varsayalim.

Eger x € U ise, x;, x’in i-inci rakam olsun. El-
bette x;, ya 0 ya 1 ya da 2°dir. Simdi,

ay = max{xy: x € X}
olsun. ay, elbette ya 0, ya 1, ya da 2. Devamla,
aq = max{x; : xo = ag ve x € X}

1 Bazi okurlar 00000... elemaninin bogkiimenin iistsinir1 oldugu-
nu anlamakta zorlanabilirler. Bunun kanitinda mantik oyunu gi-
bi bir sey vardir: Eger 00000... elemani bogkiimenin bir {istsi-
nir1 olmasaydi, o zaman bogkiimede 00000...’dan daha biiyiik
bir eleman olmak zorunda olurdu, ki boskiimede hig eleman ol-
madigindan bu miimkiin degildir.
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olsun. Yani ay, X’in aj’la baslayan elemanlarinin
ikinci rakamlarinin en buyugi.
ay = max{x, : xoy = ag, X1 = ay ve x € X}
olsun. Yani a,, X’in aya’le baglayan elemanlarinin
tigiincti rakamlarinin en biytgi. Genel olarak, ay,
X’in agaq...ap_q ile baglayan elemanlarinin (k+1)-
inci rakamlarinin en biyigi olsun. O zaman, ko-
layca kanitlanacag tzere,
agaq...ap_1ap...
elemani X kiimesinin en kiiciik Gstsiniridir.

[0, 1] gercel say1 araliginin her altkimesinin de
bir en kiigiik tstsinirt vardir ve gercel sayilarin bu
ozelligi onlar1 kesirli sayilardan ayiran ozelliktir.
Ornegin,

x e Q:x2<1/2)
kiimesinin kesirli sayilar kiimesinde en kugiik bir
ustsinir1 yoktur, ama gergel sayilar kiimesinde var-
dir: 12,

[0, 1] gercel say1 araliginin her altkiimesinin
bir en kiigiik tstsinirt oldugunu matematiksel ola-
rak su anda kanitlayamayiz, ¢unkii bunu kanitla-
yabilmemiz i¢in gercel say1 kiimesinin tanimini bil-
memiz lazim, ki bugtine dek bu tanimi hi¢ verme-
dik. Okullarda da pek verilmez. Ama yakin bir ge-
lecekte gercel sayilarin matematiksel tanimini
MD’de bulacaksiniz. Sakin ayrilmayin!

Ote yandan, kanitlayamayacagimizi soyledigi-
miz bu olguyu birazdan kanitlayacagiz! Bir anlam-
da kanitlayacagiz... Okuyan goriir! Teoremi once
kanitlayacagiz, ardindan verdigimiz kanitin soru-
nundan sozedecegiz.

Gergel sayilarla U arasindaki benzerligi gor-
diik. Simdi bu benzerligin nedenini aragtiralim.

VI. Neden Benziyorlar? [0, 1] gercel say1 arali-

gin1 esit uzunlukta t¢ araliga bolelim:
[0, 1/3), [1/3, 2/3), [2/3, 1].
0’la 1 arasindaki her gercel say1 bu tig araliktan bi-
rine ve sadece birine diiger. Diyelim r gercel sayisi
en soldaki araliga, yani [0, 1/3) araligina distii.
Simdi bu [0, 1/3) araligini da egit uzunlukta g ara-
liga bolelim:
[0, 1/9), [1/9, 2/9), [2/9, 1/3).
Diyelim r gercel sayisi bu sefer ortadaki [1/9, 2/9)
arahigina distii. Bu araligi da esit uzunlukta tg ara-
liga bolelim:
[1/9, 4/27), [4/27, 5/27), [5/27, 2/9)

ve 7’nin hangi araligina dustugine bakalim. Diye-
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lim r bu sefer en sagdaki [5/27, 2/9) araligina diis-
ti. Bu sefer bu [5/27, 2/9) araligini Gi¢ parcaya bo-
lecegiz. Bunu boylece hi¢ durmadan siirdiriirsek,
7’yi distiigh sol-orta-sag araliklarina gore bir 0-1-
2-dizisi olarak gosterebiliriz. Ornegimizdeki , 0-1-
2-dizisi olarak gosterildiginde, bu gosterim 012 di-
ye baglar (6nce sol, sonra orta, sonra sag).

Ornegin 0’la 1’in “tam ortas1”ndaki 1/2 gercel
sayisi, bu yontemle 1111... ufuk noktasina tekabil
eder, ¢iinkii 1/2 hep orta araliga duser.

0, elbette en soldaki 0000... dizisine, 1 de en
sagdaki 2222... dizisine tekabiil eder.

Demek ki [0, 1] araliginin her gergel sayisi bu
sayede U’nun tek bir elemani (yani bir ufuk nokta-
s1, yani bir 0-1-2-dizisi) olarak goriilebilir.

Ayrica Unun siralamasi [0, 1] araliginin sirala-
masiyla tutarlidir; bir baska deyisle, eger gercel sayi-
larda a < b ise ve a ve b gergel sayilari sirasiyla o’ya
ve PB’ye tekabil eden ufuk noktalariysa, o zaman a
< B’dir, clinkii eger a < b ise, belli bir # icin (aslinda
b — a > 1/3" esitsizligini saglayan »’ler igin), a ve b
sayilari, [0, 1] araligini boldigimiiz 1/3” uzunlukta-
ki araliklardan aymisina diigmezler, @’'nin distigi
aralik b’nin distugi araliktan daha soldadir.

Peki U’nun her elemani bu yontemle [0, 1] ara-
Iiginin bir gergel sayis1 olarak goriilebilir mi? He-
men hemen... Ama hepsi degil... En sagdaki
22222... disinda, sonu hep 2’yle biten (yani “he-
men bir sonrasi” olan) ufuk noktalari bu yontem-
le hicbir gercel sayiya tekabiil etmezler (dogal ola-
rak...) Ama diger ufuk noktalarinin hepsi bu yon-
temle bir gergel sayiya tekabiil ederler.

Ornek olarak 01010101... ufuk noktasmin
hangi gercel sayiya tekabil ettigini bulalim:
01010101... ufuk noktasi,

0-1/3 + 1:1/9 + 0:1/27 + 1-1/81 + 0-1/243 + ...
=2, 1320 =X, o 1/97
= (1/9)2,,59 1/97 = (1/9)/(1-1/9) = 1/8
ufuk noktasina tekabul eder. 012012012... ufuk
noktasinin hangi gercel sayiya tekabiil ettigini okur

herhalde bulabilir.

VIL Daha da llginci. U kiimesi, gecen yazilari-
mizda s6zuni ettigimiz, a; € {0, 1, 2} icin,
ag+ a3 + a3 + ... +a,3" + ...
biciminde yazilan 3-sel tamsayilar kiimesi Z3’e de
benzer. Gercekten de U kiimesinin her elemanini
3-sel bir tamsayi olarak gormek zor degildir, 6rne-
gin 01010101... ufuk noktasini
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0+13+0-32+1-33+0-3%+ 1:35 + ...
3-sel sayisi olarak gorebiliriz. Bu yontemle 3’sel sa-
yilar kiimesi Z3’le U arasinda bir egleme bulunur.
Boylece [0, 1] gergel say1 araligiyla p-sel sayilar
arasinda bir iligki ortaya ¢ikti. Oldukca sagirtic1 bir
benzerliktir.

VIIL [0, 1] Araliginda En Kiiciik Ustsimr Bul-
mak. Simdi, [0, 1] gercel sayilar araliginda her alt-
kiimenin bir en kiigiik Gstsinir1 oldugunu “kanitla-
yalim”.

Teorem. [0, 1] gercel say: araligumun her altkii-
mesinin bir en Riiciik tistsinirt vardir.

Kanit: Aynen bir 6nceki kanittaki gibi yapaca-
giz. X, [0, 1] gercel sayilar araliginin herhangi bir
altkimesi olsun. Daha o6nceki kanitta oldugu gibi
X’in bogkiime olmadigini varsayabiliriz. Ayrica
X’in 1’i de icermedigini varsayabiliriz, ¢ctinkii aksi
taktirde, 1, X’in en kuguk ustsiniridir.

Eger x € [0, 1) ise, x;, x’in onluk tabanda ya-
ziliminin virgiilden sonraki i-inci rakami olsun. El-
bette x;, 0°’dan 9’a kadar bir rakam. $imdi,

ag = max{xy: x € X}
olsun. Devamla,
ay = max{x; : xp = ag ve x € X}
olsun. Yani aq, X’in 0,ay’la baslayan sayilarmnmn
ikinci rakamlarinin en biyigi.
a, = max{x, : x5 = ag, X1 = ay ve x € X}

olsun. Yani a,, X’in 0,a¢a;’le baslayan sayilarinin
ticiincti rakamlarmimn en buyigu. Genel olarak, ay,
X’in apay...ay_q ile baslayan sayilarinin (k+1)-inci
rakamlarinin en biiyGgii olsun. O zaman, kolayca
kanitlanacagi tizere
0,apaq...ap_1dp...

elemani X kiimesinin en kiiciik tistsiniridir. O

Her iki kamt arasindaki benzerlik bu asamada
artik sagirtici olmamali. Yukardaki kanitta onluk ta-
banda yazilimi aldik. Ugliik tabanda yazilimi alsaydik
aynen bir onceki kaniti elde ederdik. Ne de olsa
[0, 17’1 U'nun bir altkiimesi olarak gormeyi 6grendik.

Bir onceki sayfada yukarda kanitladigimiz te-
oremi matematiksel olarak kanitlayamayacagimzu
sOylemistik, ama kanitladik! Nasil yaptik?

Soyleyeyim.

Gergel sayilarin matematiksel degil, sezgisel bir
tanimini aldik. Ornegin,

0,5782927215278292032721618028272...
diye sonsuza dek duzensiz giden bir sayinin bir ger-
cel say1 oldugunu varsaydik. Bu varsayim bedava
bir varsayimdir, matematiksel bir temeli yoktur.
Nitekim, bal gibi de, yukarda varhigim kanitladigi-
miz X’in Gstsinir1 boyle bir say1 olabilir. Bu saymin
bir gercel say1 oldugunu bilmemiz igin her seyden
once gercel sayinin ne demek oldugunu bilmemiz
gerekir. Oysa biz, MD okurlari, daha gergel sayila-
rin tanimint gormedik! Yakinda onu da goriiriiz. ¢

Sayfa 32’de Teorem 5’te p-sel tamsayilar hal-
kast Z,’nin bir¢ok elemaninin tersinir oldugunu
gormiistiik. O onsavdan, Z, halkasinda sadece
p’nin ¢arpimlarinin tersinir olmadiklari anlasilir,
diger elemanlarin hepsi tersinirdir. Dolayisiyla
eger Z, halkasina p~1 ya da 1/p diye yeni bir ele-
man ekleyip halka olusmasi i¢in gerekeni yapar-
sak, o zaman bu halkanin béliim cismini (bkz.
MD-2004-11, sayfa 43-46) buluruz. Z, halkasinin
béliim cismi Q,, olarak yazilir. Q,’nin bir elema-
nina p-sel sayr denir. p-sel bir say1, bir n € Z ve a;
e {0, 1, ..., p—1} igin,

o

Zi:n a;p

olarak yazilir. Goruldugu uizere, p-sel tamsayilar-
la p-sel sayilar arasindaki tek fark, #’nin p-sel
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tamsayilarda bir dogal sayi, ama p-sel sayilarda
belli bir sayidan biiytik bir tamsay1 olmasidir. p-
sel sayilar cismi Q,’de toplama, ¢ikarma ve carp-
ma aynen Z,’deki gibi dogal bicimde tanimlanur.

Eger p # 2 ise, Z,’de xP = 1 denkleminin tek
bir ¢6ziimii vardir: x = 1. Bu, bu sayida kanitladi-
gimiz Hensel Onsavi'ndan ve

a—1=(x—D(xPlexl2+. +x+1)
esitliginden kolaylikla ¢ikar. Bu denklemin Q,,’de-
ki ¢oziimleri Z,’de oldugundan, ayni sey Q, igin
de gegerlidir.

Ote yandan, Z, ya da Q,’de kareleri bulmak
icin burada kanitladigimiz Hensel Onsavi’nin bi-
raz daha giiclusu gerekir. Z,’de karekoki olan
elemanlar sadece ve sadece x = 1 mod 8 denkligi-
ni saglayan elemanlardir. ¢



