
G
eçen say›n›zda, e¤er R bir tek çarpanlama

bölgesi (TÇB) ise ve K, R’nin bölüm cismiy-

se, o zaman R[X]’in bir indirgenemezinin

ya R’de oldu¤unu ya da K[X]’in bir indirgenemezi

oldu¤unu kan›tlam›flt›n›z [MD-2004-II, sayfa 49,

Teorem 7]. Ancak bu sonucun TÇB olmayan taml›k

bölgeleri için yanl›fl oldu¤unu söylememiflsiniz: Bir

taml›k bölgesi üzerine indirgenemez olan bir poli-

nom, taml›k bölgesinin bölüm cismi üzerine indirge-

nir olabilir. Teoremin s›n›rlar›n›n karfl›örneklerle çi-

zilmedi¤i sürece teoremin kan›t›n›n eksik kald›¤› dü-

flüncesinden hareketle karfl›örne¤i sunuyoruz.

R = Z[√5] ve K = Q[√5] olsun. Kolayca görüle-

ce¤i üzere K bir cisimdir, dolay›s›yla K, R’nin bölüm

cismidir. R[X]’in flu polinomlar›n› tan›mlayal›m:

g(X) = 2X2 + (5 − √5)X + (√5 + 1),

h(X) = 2X + √5 − 1,

ƒ(X) = X3 + 2X2 + 2(−1 + √5)X + 1.

Çarp›nca kolayca görülece¤i üzere,

4ƒ(X) = g(X)h(X) (*)

eflitli¤i sa¤lan›r.

Sav 1. g polinomu K üzerine indirgenemezdir,

yani g, K[X] halkas›n›n sabit (yani tersinir ya da 0)

olmayan iki polinomunun çarp›m› olarak yaz›lmaz.

Kan›t: E¤er g, K üzerine indirgenir olsayd›, o

zaman g, K[X]’ten iki tane birinci dereceden poli-

nomun çarp›m› olarak yaz›l›rd›, dolay›s›yla g’nin

K’de bir kökü olurdu. g ikinci dereceden bir poli-

nom oldu¤undan, g’nin K’de kökü olmas› demek,

g’nin diskriminant› olan

(5 − √5)2 − 8(√5 + 1)

eleman›n›n, yani 22 − 18√5’in K’de bir tamkare ol-

mas› demektir. Ama, normun tan›m›ndan dolay›

[MD-2004-I, sayfa 22], 

N(22 − 18√5) = 222 − 182×5 = 484 − 1620 < 0.

Oysa bir karenin normu da kare olmak zorunda-

d›r. Demek ki g’nin diskriminant› K’de bir kare

olamaz, yani g’nin K’de bir kökü yoktur, dolay›-

s›yla g polinomu K üzerine indirgenemezdir. ■■

Sav 2. ƒ, R[X]’in bir indirgenemezidir.

Kan›t: ƒ baflkatsay›s› 1 olan bir polinom oldu-

¤undan, ƒ, R’nin bir indirgenemezine bölünemez.

Dolay›s›yla, e¤er ƒ, R[X]’te indirgenir olsayd›, ƒ,

R[X]’in derecesi 0’dan büyük ve baflkatsay›lar›

R’de tersinir olan iki polinomunun çarp›m› olurdu.

Ayr›ca, ƒ üçüncü dereceden oldu¤undan, çarp›m›

oldu¤u polinomlardan biri, birinci dereceden olur-

du. Böylece ƒ’yi bölen bu birinci dereceden polino-

mun ve dolay›s›yla ƒ’nin de R’de bir kökü olurdu.

Bu kök (1)’den dolay› ya g’nin ya da h’nin kökü

olurdu. Ama g’nin K’de (Sav 1’den dolay›), h’nin

de R’de (h’nin tan›m›ndan dolay›) kökü yok. ■■

Öte yandan (1)’den dolay› ƒ, K üzerine indir-

genir bir polinomdur. Görüldü¤ü üzere bir R tam-

l›k bölgesi üzerine indirgenemez olan bir polinom,

bölüm cismi üzerine indirgenir olabiliyor.

Al›flt›rma. g’nin R üzerine de indirgenemez ol-

du¤unu kan›tlay›n.

Bu örne¤i biraz iflleyerek beklenmedik bir bafl-

ka durum daha yaratabiliriz. Öyle R ≤ K ≤ F bula-

ca¤›z ki, 

R bir taml›k bölgesi olacak,

K ve F birer cisim olacaklar,

K, R’nin bölüm cismi olacak,

F’de R üzerine tam olan bir a eleman olacak,

ama a’n›n R üzerine 1 baflkatsay›l› minimal polino-

mu (ki bu polinomun R üzerine indirgenemez ol-

mas› gerekti¤ini biliyoruz, bknz. MD-2004-I, say-

fa 36), K üzerine indirgenir olacak.

‹flte buna örnek: R, K, g ve ƒ yukardaki gibi ol-

sun. F = K[X]/〈g〉 olsun. Elbette R ≤ K ≤ F. g poli-

nomu K[X]’te bir indirgenemez oldu¤undan F bir

cisimdir. a, X’in F’deki imgesi olsun. O zaman g(a)

= 0’d›r ve g, a’n›n K (ya da R) üzerine minimal po-

linomudur.

(1)’den dolay› ƒ(a) = 0, dolay›s›yla a, R üzeri-

ne tam bir elemand›r. ƒ, R üzerine indirgenemez

oldu¤undan, ƒ, a’y› s›f›rlayan, R katsay›l› ve 1 bafl-

katsay›l› en küçük dereceli polinomdur.

Burada dikkati çekmek istedi¤imiz husus g ve

ƒ polinomlar›n›n de¤iflik olmalar›d›r. ♦
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