Matematik Diinyasi, 2004 Giiz

Teoremlerin Sinirlar1 Cizilmeli

Zekai Sezai

ecen sayinizda, eger R bir tek ¢arpanlama
Gbé’)lgesi (TCB) ise ve K, R’nin bolim cismiy-

se, o zaman R[X]’in bir indirgenemezinin
ya R’de oldugunu ya da K[X]'in bir indirgenemezi
oldugunu kamitlamigtiniz [MD-2004-1I, sayfa 49,
Teorem 7]. Ancak bu sonucun TCB olmayan tamlik
bolgeleri icin yanlhs oldugunu sdylememisgsiniz: Bir
tamlik bolgesi tizerine indirgenemez olan bir poli-
nom, tamlik bolgesinin boliim cismi Gizerine indirge-
nir olabilir. Teoremin sinirlarinin kargiorneklerle ¢i-
zilmedigi siirece teoremin kanitinin eksik kaldig: dii-
stincesinden hareketle kargiornegi sunuyoruz.

R = Z[\5] ve K = Q[V5] olsun. Kolayca goriile-
cegi tizere K bir cisimdir, dolayisiyla K, R’nin bolim
cismidir. R[X]’in su polinomlarini tanimlayalim:

g(X)=2X2 + (5 -V5)X + (V5 + 1),
h(X)=2X +5 -1,
f(X)=X3+2X2+2(-1 +V5)X + 1.
Carpinca kolayca goriilecegi tizere,
4f(X) = g(X)h(X)
esitligi saglanir.
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Sav 1. g polinomu K iizerine indirgenemezdir,
yani g, K[X] halkasinin sabit (yani tersinir ya da 0)
olmayan iki polinomunun carpuni olarak yazilmaz.

Kamit: Eger g, K tizerine indirgenir olsaydi, o
zaman g, K[X]’ten iki tane birinci dereceden poli-
nomun ¢arpimi olarak yazilirdi, dolayisiyla g’nin
K’de bir kokii olurdu. g ikinci dereceden bir poli-
nom oldugundan, g’nin K’de kokii olmasi demek,
g’nin diskriminanti olan

(5 —V5)2-8(VS + 1)
elemanimin, yani 22 — 18V5’in K’de bir tamkare ol-
masi demektir. Ama, normun tanimindan dolay1
[MD-2004-1, sayfa 22],

N(22 - 18V5) = 222 — 182x5 = 484 — 1620 < 0.
Oysa bir karenin normu da kare olmak zorunda-
dir. Demek ki g’nin diskriminanti K’de bir kare
olamaz, yani g’nin K’de bir koki yoktur, dolayi-
styla g polinomu K iizerine indirgenemezdir. O
Sav 2. f, R[X]’in bir indirgenemezidir.

Kanit: f bagkatsayisi 1 olan bir polinom oldu-
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gundan, f, R’nin bir indirgenemezine boliinemez.
Dolayisiyla, eger f, R[X]’te indirgenir olsaydi, f,
R[X]in derecesi 0’dan biuyik ve bagkatsayilari
R’de tersinir olan iki polinomunun ¢arpimi olurdu.
Ayrica, f uciinci dereceden oldugundan, carpimi
oldugu polinomlardan biri, birinci dereceden olur-
du. Boylece f’yi bolen bu birinci dereceden polino-
mun ve dolayisiyla f’nin de R’de bir koki olurdu.
Bu kok (1)’den dolay1 ya g’nin ya da h’nin koki
olurdu. Ama g’nin K’de (Sav 1’den dolay1), #’nin
de R’de (h’nin tamimindan dolayi) koki yok. O

Ote yandan (1)’den dolay1 f, K iizerine indir-
genir bir polinomdur. Goriildigu tizere bir R tam-
lik bolgesi tizerine indirgenemez olan bir polinom,
boliim cismi tizerine indirgenir olabiliyor.

Alstirma. g’nin R itizerine de indirgenemez ol-
dugunu kanitlaymn.

Bu 6rnegi biraz isleyerek beklenmedik bir bas-
ka durum daha yaratabiliriz. Oyle R < K < F bula-
cagiz ki,

R bir tamlik bolgesi olacak,

K ve F birer cisim olacaklar,

K, R’nin bolim cismi olacak,

F’de R iizerine tam olan bir a eleman olacak,
ama a’nin R Uzerine 1 bagkatsayili minimal polino-
mu (ki bu polinomun R iizerine indirgenemez ol-
masi gerektigini biliyoruz, bknz. MD-2004-1, say-
fa 36), K lizerine indirgenir olacak.

Iste buna 6rnek: R, K, g ve f yukardaki gibi ol-
sun. F = K[X]/g) olsun. Elbette R < K < F. g poli-
nomu K[X]’te bir indirgenemez oldugundan F bir
cisimdir. a, X’in F’deki imgesi olsun. O zaman g(a)
= 0’dir ve g, @’nin K (ya da R) tizerine minimal po-
linomudur.

(1)’den dolay1 f(a) = 0, dolayisiyla a, R tizeri-
ne tam bir elemandir. f, R tizerine indirgenemez
oldugundan, f, a’y1 sifirlayan, R katsayili ve 1 bas-
katsayili en kiigtik dereceli polinomdur.

Burada dikkati ¢ekmek istedigimiz husus g ve
f polinomlarinin degisik olmalaridir. ¢



