
I. KARINCA ARINCA

KAYBOLAN AÇIYI

KEfiFED‹YOR

Kar›nca Ar›nca di¤er

kar›ncadafllar›yla birlikte

Matematik Bölümü’nün

ofislerinden birinde, bir ge-

ometricinin masas›n›n üs-

tünde yafl›yordu. Ara s›ra yenilen sandöviçlerin k›-

r›nt›lar›yla besleni-

yor, oldukça mutlu

bir yaflam sürüyordu.

Elbette kar›nca-

lar ufuklar› alçak ya-

rat›klard›r, ama en

zor alanlarda dolaflabilecek kadar da beceriklidir-

ler. Tabii bu alanlar›n en zoru da bofl beyaz kâ¤›t-

lard›r - geri dönüfl yolunu bulmak için üstlerinde

en küçük bir iflaret yoktur, kaybolmak iflten bile

de¤ildir! Neyse ki Ar›nca biraz geometri biliyordu.

Örne¤in uzakl›klar› ve aç›lar› ölçebiliyordu. Bir de,

e¤er yol boyunca

binbir dönüfl yap›p

bafllad›¤› noktaya

geri dönerse, dönüfl-

lerinin toplam›n›n

bir tam dönüfle, ya-

ni 360 dereceye eflit olaca¤›n› biliyordu, geri dönüfl

yolunu bulmada oldukça faydal› bir bilgi!

Yukarda bir örnek görüyorsunuz. ‹flte iki ör-

nek daha:

Ar›nca tabii ki sola

dönüflleri toplay›p sa¤a

do¤ru olanlar› ç›kar›-

yordu. Yolu ne kadar

dolambaçl› olursa ol-

sun, sonuç hep 360 de-

receydi, bir yandaki ör-

nekte oldu¤u gibi.

Ama günün birinde...

KORKUNÇ B‹R KAZA OLUR!

Koca koca çelik makaslar Ar›nca’n›n üzerinde

bulundu¤u kâ¤›ttan bir küp yapmak için bir kafes

keserler. Me¤er

geometricinin o

gün küp yapaca¤›

tutmufl...

Ve Ar›nca

kendisini ofisin ta-

van›ndan ince bir telle sarkan bir küpün içinde bu-

lur... Felaket!

Ar›nca bunun hiç mi hiç fark›nda de¤ildir tabii.

Söyledi¤im gibi, Ar›nca’n›n ufku alçakt› ve etraf›n-

daki küpün yüzeyinin

sadece küçük bir parça-

s›n› görebiliyordu. Üste-

lik, hiç zorluk çekmeden

tepe taklak da yürüye-

bildi¤inden, yatay ve di-

key yüzeyler aras›nda

onun için bir fark yoktu. T›rman›rken kenarlar› bile

hissetmiyordu. Bir kenardan geçti¤inde bir yüzeyden

bir baflka yüzeye geçti¤inin fark›na varm›yordu bile.

Yeni dünyas›ndaki tek fark, yap›flkan bir mad-

denin s›zd›¤› sekiz tepe noktas›n›n varl›¤›yd›. Bu

yap›flkan yap›fl yap›fl yap›fl›yor ve kötü kokuyordu.

Bu yüzden Ar›nca bu noktalara yaklaflmaktan çe-

kiniyordu. Bu sekiz noktaya basmadan sadece on-

lar›n etraf›ndan dolafl›yordu.

Ar›nca birden bir fley keflfetti ve çok flafl›rd›. Bu

pis kokan sekiz yap›flkan nokta sihirli miydi ne!
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Bildi¤i dünyan›n di¤er yerlerinden farkl› olarak, bu

yap›flkan noktalar›n etraf›ndaki dönüfllerin topla-

m› 270 derece oluyordu! Olur fley de¤il! Her za-

man 360 derece olan tam dönüfl, bu noktalar›n et-

raf›nda 90 derece eksikti. Sekiz yap›flkan nokta için

kaybolan toplam 720 derece bulmufltu Ar›nca. ‹ki

tam dönüfl! 

Bu s›rada Ar›nca’ya k›z arkadafl› Bar›nca’dan

bir telefon geldi. Bar›nca ona üstünde oldu¤u kâ¤›-

da korkunç bir fley oldu¤unu söyledi: Kâ¤›d›n flim-

di kötü kokan ve yap›fl yap›fl olan dört noktas› var-

d› ve bu yap›fl yap›fl noktalar›n etraf›nda yar›m dö-

nüfl, yani tam 180 derece kaybolmufltu. Dört nok-

ta için toplam 720 derece eder bu, yani iki tam dö-

nüfl kaybolmufltu!

Sonra Car›nca arad›, ayn›

haberle: ‹ki tam dönüfl kay›pt›!

Dar›nca’n›n durumuysa

çok  farkl›yd›: Onun dünyas›n-

da, yap›flkan 16 nokta vard›.

Bunlar›n yar›s›n›n etraf›nda yü-

rüyünce 90 derece kayboluyor-

du ama, di¤erlerinde 90 derece

art›yordu ve sonuç olarak aç›-

lar›n toplamlar› ne art›yor ne

de azal›yordu...

Öte yandan, bir

baflka arkadafl› Ea-

r›nca iki tam dönüfl

kazanm›flt›!

II. ‹NSAN KARINCA M‹SAL‹...

Yeryüzünde yaflayan biz insanlar›n da asl›nda

kar›ncalardan pek fark›m›z yok. Bizim de ufkumuz

epey alçak... Ak›ll› kar›nca Ar›nca ve kar›ncadaflla-

r› gibi dünyan›n bir e¤rili¤i oldu¤unu ve geometri-

sinin bir kâ¤›ttan epey farkl› oldu¤unu da her za-

man farketmeyiz.

Dünyadaki bir noktan›n konumunu enlem ve

boylamlara göre saptamaya al›fl›¤›z. Dünyan›n ge-

ometrisiyle ilgili tuhafl›klardan biri de, ayn› enlem-

deki iki flehir aras›ndaki en k›sa yolun bu enlem

boyunca olmamas›d›r. Kürenin üstündeki en k›sa

yollar büyük çember yaylar›d›r (yani kürenin

üstündeki merkezden geçen çemberler). Örne¤in,

Ankara’yla New York neredeyse ayn› enlemdedir-

ler, ancak Ankara’dan New York’a giden bir uçak

için en k›sa rota ‹zlanda’n›n epey kuzeyinden ge-

çer! Nerden nereye!

Ayn› enlemde kalarak kürenin etraf›nda yolcu-

luk eden T yolcusu düz

yoldan sürekli sapar; her

ad›mda yönü enlemin

merkezine do¤ru azar

azar kayar, sürekli döner.

Yolcu, bafllang›ç noktas›-

na vard›¤›nda, toplam

dönüflü ne kadard›r? 

63

Matematik Dünyas›, 2004 Güz

90°
90°

90° 90°

90°

90°

90°

90°

90°

60°
60°

Bar›nca

Car›nca

Ear›nca

Dar›nca

N

T

‹lgiliye!

• Kar›ncalar›n kazançlar›n› ve kay›plar›n› he-

saplarken yan›l›p yan›lmad›klar›n› kontrol

edin.

• Yap›flkan noktalar›n etraf›ndaki kayb›n ve ka-

zanc›n kar›ncalar›n dünyas›ndaki “delik”lerle

bir ilgisi oldu¤unu herhalde anlam›fls›n›zd›r.

(Dar›nca’n›n dünyas›nda bir, Ear›nca’n›nkin-

de iki delik varken, Ar›nca’n›n,

Bar›nca’n›n ve Car›nca’n›nkinde

hiç yoktur). Formülü tahmin edip

buldu¤unuz formülü Far›nca’n›n

üç delikli dünyas›yla s›nay›n.

• Ve e¤er gerçekten, ama gerçekten he-

vesliyseniz, formülü kan›tlay›n.



Yolcunun gerçekten sapt›¤›n› görmek için ka-

r›nca hikâyesindeki ayn› hileyi uygulayal›m. Dün-

yaya, yolcumuzun enleminde te¤et de¤en devasa

bir kâ¤›t koni yap›flt›ral›m.

fiimdi yolcumuz ayn› anda

hem konide hem de kürede yü-

rümektedir ve ufku alçak oldu-

¤undan ikisi aras›nda bir fark

göremez (her ikisinde de kendi-

ni bir düzlemde san›yordur.)

Fakat, koniyi, küreden farkl›

olarak bir “meridyen” çizgisi

boyunca kesebilir ve düz bir kâ¤›t parças› olarak

açabiliriz.

Art›k, küçük dö-

nüfllerin gerçekten ke-

sitin tepe aç›s›ndaki

aç›ya eflit (ve epey bü-

yük) bir ϕ toplam›na

ulaflt›¤› iyice aç›k. Bu-

nun nedeni elbette ki dünyan›n “pozitif bir e¤rili-

¤i”nin olmas›d›r. Koniyi dünyaya yap›flt›rarak dün-

yan›n bütün e¤rili¤ini enlemin kuzeyinde toplaya-

rak koninin tepesinde (yap›flkan noktada!) yo¤un-

laflt›rd›k, aynen Ar›nca’n›n hikâyesindeki gibi. Bu

s›rada koninin tepe d›fl›nda kalan yerleri düzleflti.

Enlem üzerinde bir dönüfl 360 derece de¤il, ϕ
derece oldu. ϕ’yi hesaplayaca¤›z ve böylece enlem

boyunca bir tur at›ld›¤›nda kaybolan aç›y› bulaca-

¤›z. ϕ elbette enleme göre de¤iflir. Enlem 90 derece-

ye, yani kuzeye ne kadar yak›nsa, koni o kadar

yayvan olur ve ϕ o kadar artar, 360 dereceye yak›n

olur. (ϕ artt›kça kaybolan

aç› azal›r. Kuzey kutbun-

da hiç aç› azalmaz, ekva-

tordaysa 360 derece bir-

den azal›r!) Dolay›s›yla

ϕ’yi enlemin aç›s› cinsin-

den hesaplamal›y›z.

Koni, bize verilen en-

lemde dünya etraf›ndaki

dönüflün toplam aç›s›n› hesaplama olana¤›n› verir,

hem de son derece basit bir geometri bilgisiyle.

a) Enlemin uzunlu¤unu aç›s› cinsinden bulmak

için, enlemin aç›s›n› α’yla gösterelim. Afla¤›daki re-

simde de görülece¤i üzere,

|O′T| = |OT| cos α = |OR| cos α (*)

olur. Buradan da, enlem çemberinin uzunlu¤unun

2π × |OR| × cos α

oldu¤u ç›kar. fiimdi ayn›

uzunlu¤u baflka türlü he-

saplayaca¤›z.

b) Aç›lar› radyan cin-

sinden ölçtü¤ümüzde, TT′
yay›n›n uzunlu¤u ϕ ×
|PT|’ye eflittir (sol sütun-

daki aç›lm›fl koniye ba-

k›n.) Bu, elbette ayn› za-

manda enlem çemberinin de uzunlu¤udur. 

Koninin küreye te¤etli¤inden dolay›, m(PTO)

= 90 oldu¤undan, O′PT aç›s› α’d›r. Bundan ve

(*)’dan dolay›,

|PT| = |O′T| / sin α = |OR| cos α / sin α
bulunur ve buradan da enlemin uzunlu¤unun

ϕ |PT| = ϕ |OR| cos α / sin α
oldu¤u ç›kar.

c) Yukarda, a ve b’de enlemin uzunlu¤unu iki

de¤iflik biçimde hesaplad›k. Bu iki ifadeyi karfl›lafl-

t›rarak,

2π |OR| cos α = ϕ |OR| cos α / sin α
ve sadelefltirerek,

ϕ = 2π sin α .

buluruz.

E¤er α = 90° ise, yani kuzey kutbundaysak, ϕ
= 360° buluruz, hiç aç› kaybolmam›flt›r. E¤er α =

0° ise, yani ekvatordaysak, ϕ = 0° buluruz, aç› ta-

mam›yla kaybolmufltur, ekvator boyunca dümdüz

gidersek hiç dönmeden oldu¤umuz yere geliriz!

Özellikle, α = 30° oldu¤unda (Kahire’nin enle-

mi), toplam dönüfl 180°’dir ve Kahire flöyle fan-

tastik bir özelli¤e sahip olur: E¤er Kahire’den

dümdüz do¤uya do¤ru yola ç›k›p enlem boyunca

yürümeye devam eder ve tüm yol boyunca yola

ç›kt›¤›n›zda bakt›¤›n›z yöne do¤ru bakarsan›z, so-

nunda Kahire’ye bat›dan gelmifl olursunuz elbet,

ama geri geri yürüyerek ve yüzünüz bat›ya dönük

olarak...

E¤er bilgisayarlara, kendinize ve matemati¤e

güvendi¤inizden daha çok güveniyorsan›z, o za-

man internette

http://torus.math.uiuc.edu/jms/java/dragsphere/

adresinde kürenin üzerinde yönü gösteren bir

oku sürüklemenizi sa¤layan bir program bulabi-

lirsiniz. Deneyin. Kürenin etraf›n› 30° enleminde

dolaflt›¤›n›zda, okun tam tersi yöne dönmüfl ola-

rak bafllang›ç noktas›na geri döndü¤ünü göre-

ceksiniz. ♦
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