
G
ünlük  hayat›m›zda geometriyle ilgili baz›

kavramlar› kullanma ihtiyac› hissetti¤i-

mizde nedense kendimizi ço¤unlukla düz-

lem geometrisiyle k›s›tlar›z. Örne¤in, iki nokta ara-

s›ndaki en kestirme yol, bu noktalar› birlefltiren

do¤ru parças›d›r; bir üçgenin iç aç›lar›n›n toplam›

mutlaka 180 derecedir; herhangi bir do¤ruyu üze-

rindeki iki nokta belirler; iki do¤ru ya tek bir nok-

tada kesiflir ya da birbirlerine paraleldir... Fazla

düflünmeden bu ve benzeri ifadeleri hep kullan›r›z.

Oysa üç boyutlu uzayda bambaflka bir ge-

ometri vard›r. Sözgelimi üç boyutlu uzayda birbiri-

ni kesmeyen ama paralel de olmayan do¤rular ol-

du¤unu görmek hiç de zor de¤il; kesiflmeyen do¤-

rular›n paralel olmalar› gerekti¤i sadece ayn› düz-

lemde bulunan do¤rular için geçerli.

‹ki boyutlu bir uzayda, yani düzlemde yafl›yor-

mufluz gibi düflünmeye al›flm›fl›z. Olsa olsa, düzle-

me bir boyut daha ekleyerek elde edilen üç boyutlu

R3 uzay› sanki en geliflmifl düflünme modelimizi

oluflturur. Düzlem ve üç boyutlu R3 uzay› d›fl›nda,

üstünde yaflad›¤›m›z dünyan›n geometrisi gibi ilginç

geometriler de vard›r!

Dünyam›z›n düz olmad›¤› art›k biliniyor! Dün-

yam›z bir küre! Hatta tam bir küre bile de¤il. Ku-

tuplar aras›nda hafif bir bas›kl›k var: Ekvator çem-

berinin çap› 12.756 km iken kutuplar›n aras›ndaki

uzakl›k biraz daha az, 12.714 km. Dünyam›z bas›k

ama çok da bas›k de¤il, nitekim kutuplar aras›

uzunlu¤u ekvatorun çap›na bölersek 1’e yak›n bir

say›y›, 0.997’yi elde ederiz. 

Dünyam›z› yar›çap› 6378 km. olan bir küre

olarak düflünmek oldukça gerçekçi. Zaten son y›l-

larda her iki laf›n aras›nda “küreselleflen dünya”

demiyor muyuz!

Bu yaz›y› yazmakta oldu¤um odan›n bulundu-

¤u koridorun öbür ucundaki dekanl›k ofisini soran

birine, o yönü gösterip “dosdo¤ru git” dersem ona

en kestirme yolu göstermifl olurum, ama ‹stan-

bul’dan kalkan bir uça¤›n pilotuna ‹stanbul’la ay-

n› enlemde olan New York’a gitmesi için “hep ba-

t› yönünde uç” desem, ona en kestirme yolu gös-

termifl olur muyum?

Bir zamanlar böyle san›lm›fl, ama bu do¤ru de-

¤il, ‹stanbul-New York aras› en kestirme yol, dur-

madan bat›ya giden yol de¤ildir.

En iyisi kürede geometriyi incelemeye bafllaya-

l›m. Küre geometrisinin düzlem geometrisinden

çok farkl› oldu¤unu görece¤iz.

Yar›çap› r > 0 ve merkezi (0, 0, 0) noktas›nda

olan küre,

x2 + y2 + z2 = r2

denklemini sa¤layan (x, y, z) üçlülerinin kümesidir.

Kürenin geometrik özellikleri yar›çaptan ba¤›ms›z

oldu¤u için, gerekirse, yar›çap› 1 olan ve merkezi de

O = (0, 0, 0) noktas›nda bulunan standart ya da bi-

rim küreyi ele alabiliriz. R3’te yaflayan bu cismi S ile

gösterece¤iz. Tabii buldu¤umuz sonuçlar› dünyam›-

za uygularken, örne¤in ‹stanbul-New York aras›n-

daki uzakl›¤› hesaplarken, dünyam›z›n yar›çap›

6378 km. olan bir küre oldu¤unu unutmayaca¤›z!

Do¤ruyla Küre. R3 uzay›nda, bir l do¤rusuyla

S küresinin hiç ortak noktas› olmayabilir. E¤er l ∩
S kümesi bofl de¤ilse, ya l küremize tek bir nokta-

da de¤er (yani l kürenin bir te¤etidir) ya da l kü-

reyi iki farkl› noktada keser. ‹kinci fl›kk›n özel bir

durumu olarak, e¤er l kürenin merkezinden geçi-

yorsa bu iki kesiflim noktas›na karfl›t noktalar de-

nir. Kuzey kutbunu kürenin merkezine birlefltiren

do¤ru, küreyi bir de güney kutbunda kesti¤inden,

kuzey ve güney kutuplar› karfl›t noktalard›r.

R3’teki noktalar›n birer vektör oldu¤unu ha-

t›rlayal›m. Böylece A = (x, y, z) ∈ R3 ise,
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−A = (−x, −y, −z),

veya daha genel olarak herhangi bir α ∈ R için

αA = (αx, αy, αz)

yazabiliriz. E¤er A ∈ S ise, elbette −A da bu nokta-

n›n karfl›t noktas›d›r (çünkü küremizin merkezini

(0, 0, 0) noktas› olarak belirledik.)

Düzlemle Küre. fiimdi de herhangi bir ∆ düzle-

miyle kürenin iliflkisine bir göz atal›m. ∆ ile S kü-

resinin hiç ortak noktas› olmayabilir. Veya ∆ düz-

lemi küreye te¤et olan bir düzlem olabilir; yani ∆ ∩
S tek bir noktadan ibaret olabilir. Çok daha ilginç

olan hal ise düzlemin küreyi birden fazla noktada

kesmesidir. Bu takdirde ∆ ∩ S bir çemberdir. E¤er

∆ düzlemi kürenin merkezinden geçiyorsa, ∆ ∩ S
çemberine büyük çember denir. Büyük çemberin

yar›çap› kürenin yar›çap›na eflittir elbette.

Kuzey kutbuna te¤et olan bir düzlemi gözümü-

zün önüne getirelim ve bu düzlemi yönünü de¤ifl-

tirmeden güneye do¤ru kayd›ral›m. Düzlemimiz,

yar›çaplar› giderek büyüyen çemberler kesmeye

bafllar küreden.

Tam yar› yolda,

yani kürenin

merkezi de düzle-

min üzerinde ol-

du¤unda, küre-

nin yar›çap›na

eflit yar›çapl› bü-

yük çemberi elde

ederiz. Bu özel büyük çembere ekvator denir.

Bu iflleme devam edersek, düzlemimizin küre-

den kesti¤i çemberlerin yar›çaplar› giderek azalma-

ya bafllar. Son olarak da düzlem güney kutbunda

küreye te¤et olur. Bu süreçle ortaya ç›kan çemberle-

re enlem çemberleri veya k›saca enlemler denir. En-

lemlerden sadece biri (ekvator) büyük çemberdir.

Bu yapt›¤›m›zdan da anlafl›laca¤› üzere, merkez-

den geçen her düzlem küreyi bir büyük çemberde

keser.

Küremizin üzerinde karfl›t olmayan A ve B

noktalar›n› alal›m. Bu iki nokta ve kürenin merke-

zi olan O noktas› ayn› do¤ru üzerinde olamaz;

çünkü böyle olsayd› B = −A, yani A ve B karfl›t

noktalar olurdu. Demek ki uzayda O, A ve B nok-

talar›n› içeren tek bir düzlem vard›r. Bu düzlemle

kürenin kesiflimi mutlaka bir büyük çemberdir,

çünkü kürenin merkezi olan O noktas› da bu düz-

lem üzerindedir. Basit ama önemli bu sonucunu te-

orem olarak yazal›m.

(1) Küre üzerinde karfl›t olmayan iki noktadan

tek bir büyük çember geçer.

E¤er küre üzerindeki iki karfl›t noktay› birleflti-

ren do¤ruyu l ile gösterirsek, bu do¤ru kürenin

merkezinden de geçer. R3 uzay›nda bir do¤ruyu

içeren istedi¤imiz say›da düzlem bulabiliriz. Bu

düzlemlerin küreyle kesiflimleri, her biri verilen iki

karfl›t noktay› içeren büyük çemberler olur. Kutup-

lardan geçen büyük çemberlere boylam çemberleri

denir. Keflifler ça¤›nda denizciler için boylam› sa¤-

l›kl› bir flekilde saptamak en büyük sorunlardan bi-

ri olmufltur. (Bkz. [1])

(2) Kürenin herhangi iki karfl›t noktas›ndan ge-

çen sonsuz say›da büyük çember vard›r.

fiimdi, iki farkl› büyük çember alal›m. Bu çem-

berler ∆1 ve ∆2 düzlemlerinin üstünde olsunlar.

Her ikisi de O noktas›n› içerdi¤inden, bu iki düz-

lem kesiflir, kesiflimleri de bir do¤rudur. ∆1 ∩∩ ∆2 =

l olsun. O noktas› bu do¤ru üzerindedir elbette.

∆1 ∩∩ ∆2 ∩∩ S = l ∩∩ S
eflitli¤i bize ∆1 ve ∆2 düzlemleriyle l do¤rusunun

küreyle kesiflti¤i noktalar›n ayn› oldu¤unu ve bu

noktalar›n da karfl›t noktalar oldu¤unu gösterir.

Bundan da flu ç›kar:

(3) Kürenin iki büyük çemberi iki karfl›t nokta-

da kesiflir.

Bir yüzey oldu¤undan, küre “iki boyutludur”,

yani kürenin üstünde bir noktan›n iki koordinatla

belirlenmesi gerekir. Yukardaki (x, y, z) gösterimi üç

koordinat gerekti¤inden, bu üç koordinat› ikiye in-
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dirgemenin bir yolunu bulmal›y›z. Bu, birazdan ta-

n›mlayaca¤›m›z enlem ve boylam aç›lar›yla yap›l›r.

Enlem. Küremiz üzerinde kuzey ve güney ku-

tuplardan de¤iflik bir P = (x, y, z) noktas› alal›m. Bu

noktadan ve kuzey kutbundan geçen büyük çembe-

rin ekvatoru kesti¤i

noktaya E diyelim.

POE aç›s›na P noktas›-

n›n enlemi denir. φ ile

gösterece¤imiz bu aç›y›

kullanarak

z = r sin φ
eflitli¤ini hemen görebi-

liriz. r cos φ ise P nok-

tas›n›n ekvator düzle-

mindeki izdüflümünün uzunlu¤udur. Kuzey kutbu-

nun enlemi 90°, güney kutbunun enlemi −90° ola-

rak tan›mlan›r.

Boylam. Küre üzerinde bir noktan›n yerini be-

lirlemek için, enlem aç›s›ndan baflka, bir de boyla-

m› belirlememiz gerekiyor. Bunun için herhangi bir

boylam çemberini referans boylam› olarak seçe-

lim1. Co¤rafyada Greenwich boylam› terimiyle

karfl›laflm›fls›n›zd›r. Gerçekten Londra yak›nlar›n-

daki Greenwich gözlemevinden geçen boylam çem-

beri dünya üzerindeki

noktalar›n boylamlar›

için referans al›n›r. Biz

de referans boylam›m›-

za Greenwich boylam›

ismini verelim. Bu boy-

lam çemberi, ekvator

düzlemini X noktas›n-

da kessin. Bu takdirde

XOE aç›s›na P noktas›n›n boylam› denir. Bu aç›y›

da θ ile gösterelim. θ = 0 referans boylam›n›, yani

Greenwich boylam›n› gösterir.

Boylam aç›s›n›n do¤uya do¤ru art›, bat›ya do¤-

ru eksi de¤erler almas› âdet olmufltur. Dolay›s›yla

boylam aç›s› −180º ile 180º aras›nda de¤iflir. Elbet-

te θ = 0, θ = −180 ve θ = 180 dereceleri hep Green-

wich çemberi üzerindeki noktalar› belirler. Enlem

aç›s› φ ise güney kutbuna do¤ru eksi, kuzey kutbu-

na do¤ru art› de¤erler al›r. Bu da bir gelenektir.

Yani φ = 0º ekvatoru, φ = −90º güney kutbunu ve

φ = 90º de kuzey kutbunu gösterir.

Küresel Koordinatlar. Böylece, afla¤›daki flekil

üzerinden kolay bir trigonometrik hesapla, yar›çap›

r olan bir küre üzerindeki P = (x, y, z) noktas›n›,

x = r cos φ cos θ
y = r cos φ sin θ (1)

z = r sin φ
olarak ifade ederiz. Bunlara, P noktas›n›n küresel

koordinatlar› ad› verilir.

Büyük Çember Yolu. Küremizin üzerindeki bir

A noktas›na bir kar›nca koyal›m. Kar›ncam›z bu

noktay› baflka bir B noktas›na birlefltiren büyük

çember üzerinde yürü-

meye bafllas›n. Büyük

çemberden hiç ayr›lma-

dan B noktas›na varan

kar›ncam›z, AOB aç›s›

α radyan ise, rα kadar

yol yürümüfl olur. Ka-

r›ncam›z gene A nokta-

s›ndan yola aksi yönde

ç›k›p, büyük çember-

den ayr›lmadan B nok-

tas›na gelseydi bu kez r(2π − a) kadar yol yürümüfl

olacakt›. ‹sterseniz kar›ncam›z›n büyük çember

üzerinde k›sa olan yay parças› ile uzun olan› ay›rt

edebilmesi için 0 < α ≤ π varsay›m›n› yapal›m. Ka-

r›ncam›z A’dan herhangi bir yönde yola ç›k›p, bü-

yük çember boyunca yürüyerek, B noktas›nda k›sa

bir yemek ve ihtiyaç molas› verip yoluna devam

ederek tekrar A noktas›na gelse, tam 2πr kadar yol

yürüyecekti.
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A

B

αO

Karıncanın büyük çember
üzerinde A’dan B’ye yolu.

φ

r

O

P

E

z

P noktas›n›n boylam› = θ

θ

Greenwich

X

φ

r

O

P

E

z

P noktas›n›n enlemi = φ
z = r sin φ

1 Dikkat edilirse, enlem için de bir referans enlemi seçmifltik: 

ekvator; ancak bu referans enlemi yatay oldu¤undan bu se-

çim kendili¤inden do¤al olarak yap›lm›flt›, özel bir çaba har-

camam›flt›k.

φ

r

O

P

E

z

x = r cos φ cos θ
y = r cos φ sin θ
z = r sin φ

θ

X

y

x

x

z

y

z



Kürede Üçgen Eflitsizli¤i. fiimdi kar›ncam›z

A’dan B’ye büyük çember üzerinde gitmek yerine,

önce, bir baflka büyük çember üzerinden A’dan bir

C noktas›na, sonra da bu C noktas›ndan B’ye gene

bir büyük çember üzerinden gitsin. Hangi yol daha

uzundur, direkt giden

AB yolu mu yoksa ak-

tarmal› giden AC + CB

yolu mu? Yandaki fle-

kilden de görülece¤i

üzere birinci yol daha

k›sad›r. Bir baflka de-

yiflle kürenin büyük

çemberlerinde “üçgen

eflitsizli¤i” geçerlidir. Bunu matematiksel olarak

kan›tlamak çok zor de¤ildir, kan›tlayal›m. Yar›ça-

p›n 1 oldu¤unu varsayabiliriz. Aç›lar birinci flekil-

deki gibi α, β ve γ olsun. O zaman

γ ≤ α + β
eflitsizli¤ini kan›tlamam›z gerekmektedir. Küreyi

döndürerek AB’nin ekvator üzerinde oldu¤unu

varsayabiliriz. Ayr›ca küreyi bir kez daha döndüre-

rek, A’n›n Greenwich

boylam›yla ekvatorun

kesiflti¤i nokta oldu¤u-

nu varsayabiliriz. De-

mek ki A’n›n koordi-

natlar› (1, 0, 0). E¤er δ
ve β1 aç›lar› yandaki

flekildeki gibiyse, C

noktas›n›n koordinat-

lar›n›n (cos δ cos β1, cos δ sin β1, sin δ) oldu¤unu

görmek çok zor de¤il. fiimdi OA ile OC vektörle-

rinin skaler çarp›m›n› al›rsak bir yandan

|OA| |OC| cos β = cos β
buluruz, di¤er yandan,

(1, 0, 0)(cos δ cos β1, cos δ sin β1, sin δ) = cos δ cos β1

buluruz. Demek ki

cos β = cos δ cos β1

ve dolay›s›yla cos β ≤ cos β1. Kosinüs, 0 ile 180 de-

rece aras›nda azalan bir fonksiyon oldu¤undan,

bundan β ≥ β1 ç›kar. Benzer flekilde α ≥ α1 elde

edilir. Demek ki, α + β ≥ α1 + β1 = γ. Büyük çem-

berlerde üçgen eflitsizli¤i kan›tlanm›flt›r.

Daha K›sa Yol Var m›? Küre üzerindeki kar›n-

cam›z acaba büyük çember üzerinde yürümekle

ak›ll›ca bir ifl mi yap›yor? ‹ki nokta aras›nda bu

noktalar› birlefltiren büyük çemberden daha k›sa

bir yol var m›? Bu sorunun yan›t›n› vermek için il-

kin yolun matematiksel bir tan›m›n› yapal›m. 

Yol. E¤er ƒ : [a, b] → S ⊂ R3 sürekli bir fonk-

siyonsa, bu fonksiyona ƒ(a) noktas›n› ƒ(b) nokta-

s›na birlefltiren yol denir. Vektör de¤erli bu fonk-

siyonu koordinatlar cinsinden,

ƒ(t) = (x(t), y(t), z(t)) (a ≤ t ≤ b)

olarak yazal›m. Burada, de¤iflkenimiz olan t’yi za-

man olarak düflünebiliriz, ama t illa da zaman ol-

mak zorunda de¤il. Örne¤in t, duruma göre, kar›n-

can›n küre üzerinde bulundu¤u noktan›n enlemi,

boylam› ya da bafllan-

g›ç noktas›na olan me-

safesi gibi bir baflka pa-

rametre de olabilir.

ƒ fonksiyonu kar›n-

can›n yol boyunca gitti-

¤i h›z› da belirler. Söz-

gelimi, kar›nca bafllan-

g›çta h›zl› gidebilir, da-

ha sonra yorularak ya-

vafllayabilir, ya da za-

manla ›s›nan kar›nca gittikçe daha h›zl› gidebilir.

Tüm bu bilgiler ƒ fonksiyonunun içinde gizlidir.

ƒ fonksiyonuyla verilen bu yolun uzunlu¤unu

bulup bu uzunlu¤u büyük çember yolunun uzunlu-

¤uyla karfl›laflt›raca¤›z.

Yolumuzun çok ani ve keskin virajlardan ar›n-

m›fl oldu¤unu da varsayal›m; daha matematiksel
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Kürede iki nokta aras›ndaki mesafeyi, bura-

da yapt›¤›m›z gibi, bu iki nokta aras›ndaki yol-

lar›n uzunluklar›n›n infimumu (en büyük alts›-

n›r›) olarak tan›mlayabiliriz. Do¤al gelen baflka

tan›mlar da yap›labilir. Öne sürülen tüm tan›m-

lar›n eflde¤er olduklar›n› kan›tlanmas› arzu edi-

lir elbet. Bu tan›m› kabul etti¤imizde karfl›m›za

kendili¤inden flu soru ç›kar: E¤er iki nokta ara-

s›ndaki mesafe d ise, bu iki nokta aras›nda

uzunlu¤u gerçekten d olan bir yol var m›d›r? 

ƒ(a)

ƒ(b)
ƒ(t)

β α

β
1

α
1

γ

C

A B

δ

Bildi¤imiz düzlemde iki nokta aras›ndaki en

k›sa yolun bir do¤ru üzerinde oldu¤u o kadar

çok söylenmifltir ki bunu kan›ts›z kabul ederiz,

içimize ifllemifltir bu çok s›k tekrarlanan “ger-

çek”. Bunu kan›tlamaya çal›fl›rsan›z, “yol” ve

“mesafe” kavramlar› üzerinde düflünmek zo-

runda oldu¤unuzu anlars›n›z. Aynen burada bi-

zim küre için yapt›¤›m›z gibi...

A

B

C α

β γ

Küre üstünde ƒ(a)
noktasından ƒ(b) noktasına

giden bir ƒ yolu.



bir deyiflle, x, y ve z fonksiyonlar›n›n t de¤iflkenine

göre türevleri oldu¤unu ve bu türevlerin sürekli ol-

duklar›n› varsayal›m. Bu türevleri,

dx/dt = x′, dy/dt = y′ ve dz/dt = z′, 
olarak gösterelim. Bu takdirde, kar›ncan›n t an›n-

daki h›z›,

formülüyle verilir. H›zla zaman› yol boyunca çar-

p›p toplarsak, yani h›z›n integralini al›rsak,

say›s›n› buluruz; bu say› da, kar›ncan›n, ƒ yolunu

izleyerek ƒ(a) noktas›ndan ƒ(b) noktas›na giderken

katetti¤i mesafedir.

Art›k yapmam›z gerekeni biliyoruz: Yukardaki

integrali hesaplay›p büyük çember üstünde kar›n-

can›n katetti¤i yolla karfl›laflt›rmal›y›z.

Bu integrali hesaplamak hiç de kolay de¤il.

Yaln›z flunu akl›m›zda tutal›m. E¤er,

γ : [c, d] → [a, b]

sürekli türevlenebilir bir efllemeyse, o zaman

ƒ : [a, b] → S

yolunun uzunlu¤uyla,

ƒ I γ : [c, d] → S

yolunun uzunlu¤u eflittir. Kar›ncan›n her anki h›z›

ƒ ve ƒ I γ yollar›nda ayn› olmayabilir, ama katetti-

¤i toplam mesafede bir de¤ifliklik olmaz. Geometrik

ve sezgisel olarak do¤rulu¤u apaç›k olan bu öner-

me, (*) formülünde de¤iflken de¤iflikli¤i yap›larak

kolayl›kla kan›tlanabilir. Yani ƒ yolunu de¤ifltirme-

ye hakk›m›z var. Bu hakk›m›z› kullanarak yukarda-

ki integrali daha hesaplanabilir bir flekle sokaca¤›z.

Yola Gelelim! Yolumuza geri dönelim. An›m-

sarsan›z kar›ncan›n yolu,

ƒ(t) = (x(t), y(t), z(t))

fonksiyonuyla verilmiflti. Kar›ncan›n t an›nda bu-

lundu¤u bu ƒ(t) noktas›n›n enlem ve boylam aç›la-

r›na s›ras›yla φ(t) ve θ(t) ad›n› verelim. Demek ki,

yukardaki (1) formülüne göre,

x(t) = r cos φ(t) cos θ(t)

y(t) = r cos φ(t) sin θ(t)

z(t) = r sin φ(t).

Ama biz yaz›mda kolayl›k olmas› aç›s›ndan bu for-

mülden t’yi ataca¤›z ve x, y, z, φ ve θ’y› t’nin birer

fonksiyonu oldu¤unu hep akl›m›zda tutarak (1)’i

yazmakta ›srar edece¤iz.

fiimdi, t’ye göre türev al›rsak (1)’den,

x′ = r(−θ′ cos φ sin θ − φ′ sin φ cos θ)

y′ = r (θ′ cos φ cos θ − φ′ sin φ sin θ)

z′ = rφ′ cos φ
elde ederiz. Bunlar, kar›ncan›n t an›nda x, y ve z yö-

nündeki h›zlar›d›r. Bir önceki sayfada  buldu¤umuz

h›z fonksiyonunda x′, y′ ve z′ yerine yukarda bul-

du¤umuz ifadeleri koyup sadelefltirsek, kolayl›kla,

h(t) = r(θ′ 2 cos2 φ + φ′ 2)1/2

ifadesine var›r›z.

Demek ki yolun uzunlu¤unu bulmak için

integralini hesaplamam›z gerekecek. Ama θ ve φ
fonksiyonlar›n› bilmiyoruz ve integral de pek se-

vimli görünmüyor. Biraz düflünece¤iz.

En K›sa Yol Varsay›m›. ƒ sürekli türevlenebilir

fonksiyonuyla verilen yolun A’dan B’ye giden ola-

bilecek en k›sa yol oldu¤unu varsayaca¤›z ve bu

yolun uzunlu¤unun büyük çember yolundan daha

k›sa olamayaca¤›n› hatta bu yolun bir büyük çem-

ber yolu oldu¤unu kan›tlayaca¤›z. Böyle bir “en

k›sa yol”un varl›¤› okura ne derece sezgisel gelir

bilmiyoruz ama “en k›sa yol”un varl›¤›n›n mate-

matiksel kan›t›n›n pek kolay olmad›¤›n› biliyoruz.

Bunu kan›tlamadan varsayaca¤›z. Bir de ayr›ca

ƒ’nin sürekli türevlenebilir oldu¤unu varsayaca¤›z.

Bu varsay›m›n gerekti¤ini ve bedava olmad›¤›-

n› ilk farkeden Dedekind’dir. Dedekind’den önce

bu nokta hep gözden kaçm›flt›r. Hatta Dedekind,

düzlemde iki nokta aras›ndaki en k›sa mesafenin

bu iki noktadan geçen do¤ru parças› oldu¤unun o

güne dek verilen kan›tlar›n›n da yanl›fl oldu¤unu

farketmifltir.
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Küre üzerinde sürekli türevlenebilir bir ƒ :

[a, b] → S fonksiyonunun uzunlu¤unu yukar-

daki integralle tan›mlayabiliriz. Bu ve integra-

lin tan›m›ndan flu kan›tlanabilir: Küre üstünde-

ki iki nokta aras›ndaki uzunluk, o iki nokta

aras›ndaki uçlar› birbirine dokunan sonlu tane

büyük çember yollar›ndan oluflan yollar›n

uzunluklar›n›n infimumudur. Bu olguyu kabul

edersek, daha önce kan›tlad›¤›m›z büyük çem-

berlerdeki üçgen eflitsizli¤inden, en k›sa yolun

bir büyük çember üzerinde oldu¤u oldukça ko-

lay ç›kar.



E¤er AB yolu A’dan B’ye giden en k›sa yolsa ve

C bu yolun ortas›nda bir noktaysa, elbette ayn› yo-

lu izleyen AC ve CB yol parçalar› da (s›ras›yla)

A’dan C’ye ve C’den B’ye giden en k›sa yollard›r;

yoksa bu AC yol parças› yerine daha k›sa bir AC

yolu bularak daha k›sa bir AB yolu bulabilirdik.

Yani en k›sa yolun parçalar› da en k›sa yollard›r.

Bafllang›ç. Bu bölümde, A’dan B’ye giden ƒ en

k›sa yolunun A noktas›ndan de¤iflik bir C noktas›-

na kadar bir büyük çemberi izleyerek gitti¤ini ka-

n›tlayaca¤›z. Yani ƒ yolu tümüyle bir büyük çem-

ber üstünde olmasa da, en az›ndan, bu yol üstün-

deki bir C noktas› için, ƒ yolunun AC parças›n›n

bir büyük çember üstünde oldu¤unu, yani kar›nca-

n›n AB yoluna bir büyük çember üstünde bafllad›-

¤›n› kan›tlayaca¤›z.

Küreyi döndürerek, A noktas›n›n enlem ve

boylam›n›n 0 oldu¤unu, yani A noktas› Greenw-

hich boylam›yla ekvatorun kesiflti¤i nokta oldu¤u-

nu varsayabiliriz.

A noktas›ndan B noktas›na giderken, kar›nca-

n›n enlemi artabilir, azalabilir ya da ayn› kalabilir,

bazen art›p bazen azalabilir, her fley olabilir.

E¤er kar›ncan›n enlemi bafllang›çta bir süre ay-

n› (yani 0) kal›yorsa, o zaman kar›nca bu süre zar-

f›nda ekvatoru izlemek zorundad›r. Ekvator da bir

büyük çember oldu¤undan, bu fl›kta sorun yok, ka-

r›nca ekvator enleminin üstünde giderek bafllar yo-

luna ve kan›tlamak istedi¤imiz gerçekleflmifl olur.

fiimdi kar›ncan›n bafllang›çta kuzey yar›mkü-

reye girdi¤ini varsayal›m, yani enlemi bafllang›çta

arts›n. Diyelim kar›ncan›n enlemi [a, c] zaman di-

limi aras›nda art›yor. ƒ(c) = C olsun.

Bu varsay›mda, kar›ncan›n yol boyunca bulun-

du¤u noktalar›n enlemleri kümesiyle zaman olarak

yorumlad›¤›m›z [a, c] aral›¤› aras›nda bir γ eflleme-

si vard›r, çünkü A’yla C aras›nda her an enlem art-

maktad›r ve iki de¤iflik anda ayn› enlemi elde etme-

yiz. Dolay›s›yla zaman olarak yorumlad›¤›m›z t de-

¤iflkeni yerine kar›ncan›n enlemi olan φ’yi alabili-

riz. Öyle de yapaca¤›z: Bundan böyle t = φ olsun.

Bu durumda, kar›ncan›n φ enlemi, yol boyunca

0’la C’nin enlemi, yani 0’la 0 ≤ α ≤ π eflitsizli¤ini

sa¤layan bir α aras›nda de¤iflir. O zaman h›z fonk-

siyonumuz,

h(t) = (θ′2 cos2 t + 1)1/2

olarak sadeleflir (çünkü φ = t) ve (**) integrali

integraline dönüflür. Öte yandan A noktas›ndan C

noktas›na büyük çember üzerinden gidersek, e¤er

OA ile OC aras›ndaki aç› β ise, katetti¤imiz mesa-

fe β olur, ama β ≥ α (bknz. afla¤›daki flekil) demek

ki büyük çember yolu α’dan, yani

integralinden küçük. O halde, ƒ üzerindeki AC yo-

luyla AC büyük çemberi aras›ndaki fark,

integralinden büyük. Ama θ′ ne olursa olsun her t

> 0 için,

(θ′2 cos2 t + 1)1/2 ≥ 1

eflitsizli¤i aflikârd›r. Demek ki bu varsay›mla ƒ yo-

lu büyük çember yolundan daha k›sa olamaz. Hat-

ta e¤er (sürekli oldu¤unu varsayd›¤›m›z) θ′ hep 0

de¤ilse, o zaman yukardaki integral 0’dan büyük

olur ve kar›ncan›n yolu büyük çember yolundan

daha uzun olur, ki bu bir çeliflkidir. Demek ki θ′ =

0 olmal›, yani θ sabit olmal› ve kar›nca AB üzerin-

de yol almal›.

Enlem azalsayd› da ayn› kan›t› verebilirdik. Yu-

kardaki kan›tta önemli olan enlemin ayn› kalma-

mas›, ya sürekli artmas› ya da sürekli azalmas›d›r.
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A

C

α

B

β
γ

cos β = cos γ cos α.
Demek ki,
cos β ≤ cos α, yani
β ≥ α.

Daha ileri seviyede en k›sa yolun varl›¤›

flöyle kan›tlanabilir: Uzunlu¤u d olan bir yolun

varl›¤›n› varsayal›m. O zaman, uzunlu¤u en

fazla d olan A’dan B’ye giden yollar kümesi t›-

k›z (compact) bir kümedir. Yol uzunlu¤u fonk-

siyonu sürekli bir fonksiyon oldu¤undan, en k›-

sa mesafeyi veren (en az) bir yol vard›r.



Daha Sonra. Kar›ncan›n ƒ yoluna bir büyük

çember üzerinde bafllad›¤›n› kan›tlad›k: ƒ’nin bir

AC yol parças› bir büyük çember üzerinde. A ≠ C

eflitsizli¤ini akl›m›zda tutal›m. E¤er C = B ise kan›t

bitti, en k›sa yol gerçekten büyük çemberlerin üs-

tündeki yollard›r. Bundan böyle C ≠ B eflitsizli¤ini

varsayal›m.

Ayr›ca C’yi ƒ’nin AC parças›n›n bir büyük

çember oldu¤u A’dan en uzak nokta olarak alal›m,

yani ƒ yolu C’den son-

ra AC büyük çember

yolundan saps›n. 

Bir önceki bölümde

AB yolu için yapt›¤›m›-

z› flimdi CB yolu için

yapal›m. Buna hakk›-

m›z var çünkü ƒ’nin

CB yol parças› da bir

en k›sa yoldur. Nas›l AB üstünde AC’nin büyük

çember üstünde oldu¤u A’dan de¤iflik bir C nokta-

s› bulmuflsak, CB yolu üstünde de CD’nin bir bü-

yük çember oldu¤u C’den de¤iflik bir D noktas›

buluruz. fiimdi büyük çemberler üstünde olan iki

yolumuz var: AC ve CD. Üçgen eflitsizli¤inden do-

lay›, iki büyük çember parças›ndan oluflan ve ƒ

üzerindeki AC + CD yolunu AD büyük çemberi

yoluyla k›saltabiliriz. Ama hani ƒ en k›sa yoldu?

Bir çeliflki elde ettik. Demek ki C = B. Kan›t›m›z

bitmifltir.

(4) Büyük çemberi izleyen bir yol iki nokta

aras›ndaki en k›sa yoldur. ♦
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A
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D

Matematik

Bir s›n›fta tam k›rk çocuk dizili;

Bir kara tahta, üstünde bir üçgen;

Bir koca daire, sa¤›r, çekingen;

Merkezi güm güm eder davul gibi.

Dilsiz, vatans›z harfler, küme küme

Bekleflir dururlar, azap içinde.

Bir yamu¤un yan kenar› tam tak›r,

Bir ses yükselir yükselir, alçal›r.

Azg›n bir problem tutar yolunu,

Döner döner ›s›r›r kuyru¤unu.

Bir aç›n›n çeneleri gerilir;

Kurt mudur, köpek mi, neyin nesidir?

Ne kadar rakam varsa yeryüzünde

Üflüflmüfl, kar›ncalar gibi tahtaya;

Koflarlar bir yuvadan bir yuvaya,

Fal tafl›na dönmüfl gözler önünde.
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