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unlik hayatimizda geometriyle ilgili bazi
‘ kavramlar1 kullanma ihtiyaci hissettigi-

mizde nedense kendimizi ¢ogunlukla diz-
lem geometrisiyle kisitlariz. Ornegin, iki nokta ara-
sindaki en kestirme yol, bu noktalar1 birlestiren
dogru parcasidir; bir ticgenin i¢ acilarinin toplami
mutlaka 180 derecedir; herhangi bir dogruyu tize-
rindeki iki nokta belirler; iki dogru ya tek bir nok-
tada kesisir ya da birbirlerine paraleldir... Fazla
diisinmeden bu ve benzeri ifadeleri hep kullaniriz.

Oysa ti¢ boyutlu uzayda bambagka bir ge-
ometri vardir. Sozgelimi ti¢ boyutlu uzayda birbiri-
ni kesmeyen ama paralel de olmayan dogrular ol-
dugunu gormek hi¢ de zor degil; kesismeyen dog-
rularin paralel olmalar gerektigi sadece ayni diz-
lemde bulunan dogrular i¢in gegerli.

Iki boyutlu bir uzayda, yani diizlemde yastyor-
musuz gibi disiinmeye alismigiz. Olsa olsa, diizle-
me bir boyut daha ekleyerek elde edilen ii¢ boyutlu
R3 uzayr sanki en gelismis diisiinme modelimizi
olusturur. Diizlem ve ii¢ boyutlu R3 uzay: diginda,
ustiinde yasadigimiz diinyanin geometrisi gibi ilging
geometriler de vardir!

Dunyamizin diiz olmadigi artik biliniyor! Dun-
yamiz bir kiire! Hatta tam bir kiire bile degil. Ku-
tuplar arasinda hafif bir basiklik var: Ekvator ¢em-
berinin ¢api 12.756 km iken kutuplarin arasindaki
uzaklik biraz daha az, 12.714 km. Diinyamiz basik
ama ¢ok da basik degil, nitekim kutuplar arasi
uzunlugu ekvatorun ¢apina bolersek 1’e yakin bir
sayiyi, 0.997’yi elde ederiz.

Dunyamizi yaricapt 6378 km. olan bir kire
olarak diisiinmek olduk¢a gergekgi. Zaten son yil-
larda her iki lafin arasinda “kiiresellesen diinya”
demiyor muyuz!

Bu yaziy1 yazmakta oldugum odanin bulundu-
gu koridorun 6biir ucundaki dekanlik ofisini soran
birine, o yonii gosterip “dosdogru git” dersem ona
en kestirme yolu gostermis olurum, ama Istan-
bul’dan kalkan bir ucagin pilotuna Istanbul’la ay-
n1 enlemde olan New York’a gitmesi igin “hep ba-
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t1 yonunde u¢” desem, ona en kestirme yolu gos-
termis olur muyum?

Bir zamanlar boyle sanilmig, ama bu dogru de-
gil, Istanbul-New York arasi en kestirme yol, dur-
madan batiya giden yol degildir.

En iyisi kiirede geometriyi incelemeye baslaya-
lim. Kire geometrisinin diizlem geometrisinden
¢ok farkli oldugunu gorecegiz.

Yaricap1 7 > 0 ve merkezi (0, 0, 0) noktasinda
olan kiire,

x2+y2 422 =12

denklemini saglayan (x, y, z) ticlilerinin kiimesidir.
Kirenin geometrik ozellikleri yarigaptan bagimsiz
oldugu icin, gerekirse, yarigapi 1 olan ve merkezi de
O = (0, 0, 0) noktasinda bulunan standart ya da bi-
rim kiireyi ele alabiliriz. R3’te yasayan bu cismi S ile
gosterecegiz. Tabii buldugumuz sonuglari dinyami-
za uygularken, érnegin Istanbul-New York arasin-
daki uzakligi hesaplarken, dinyamizin yaricap:
6378 km. olan bir kiire oldugunu unutmayacagiz!

Dogruyla Kiire. R3 uzayinda, bir I dogrusuyla
S kiiresinin hi¢ ortak noktasi olmayabilir. Eger I N
S kiimesi bos degilse, ya | kirremize tek bir nokta-
da deger (yani | kurenin bir tegetidir) ya da | ku-
reyi iki farkl noktada keser. Ikinci sikkin 6zel bir

kiireyi kesmeyen dogru

kiireyi 1 noktada kesen
teget dogru

kiireyi karsit noktalarda
kesen merkezden gecen
dogru
--------------- kiireyi iki noktada
kesen bir dogru

durumu olarak, eger | kiirenin merkezinden gegi-
yorsa bu iki kesisim noktasina karsit noktalar de-
nir. Kuzey kutbunu kiirenin merkezine birlegtiren
dogru, kiireyi bir de giiney kutbunda kestiginden,
kuzey ve giiney kutuplari kargit noktalardir.
R3teki noktalarin birer vektor oldugunu ha-
tirlayalim. Boylece A = (x, y, 2) € R3 ise,
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-A = (—x, ) -2),
veya daha genel olarak herhangi bir a € R icin
oA = (ax, ay, og)
yazabiliriz. Eger A € Sise, elbette —A da bu nokta-
nin kargit noktasidir (¢linkii kiiremizin merkezini

(0, 0, 0) noktas: olarak belirledik.)

Diizlemle Kiire. Simdi de herhangi bir A duzle-
miyle kiirenin iligkisine bir goz atalim. A ile S ku-
resinin hic ortak noktasi olmayabilir. Veya A diiz-
lemi kireye teget olan bir diizlem olabilir; yani A N
S tek bir noktadan ibaret olabilir. Cok daha ilging
olan hal ise diizlemin kiireyi birden fazla noktada
kesmesidir. Bu takdirde A N S bir ¢emberdir. Eger
A diizlemi kiirenin merkezinden gegiyorsa, A N S
cemberine biiyiik cember denir. Biiyiikk ¢emberin
yarigapi kiirenin yaricapina esittir elbette.

kiireyi kesmeyen diizlem
v v kiireyi 1 noktada kesen

kiireye teget diizlem

kiireyi “biiyiik cember”den
kesen merkezden gegen
diizlem

kiireyi bir cemberde
kesen bir diizlem

Kuzey kutbuna teget olan bir diizlemi goztimu-
ziin Oniine getirelim ve bu diizlemi yontint degis-
tirmeden guneye dogru kaydiralim. Duzlemimiz,
yarigaplari giderek buyiiyen cemberler kesmeye
Kuzey kutbu baglar kureden.
Tam yar1 yolda,
yani kurenin
merkezi de diizle-
min {izerinde ol-
dugunda, kiire-
Ekvator

nin  yarigapina

esit yarigaph bii-
Giiney kutbu yik ¢emberi elde
ederiz. Bu 6zel buyiik ¢embere ekvator denir.

Bu isleme devam edersek, dizlemimizin kiire-
den kestigi ¢cemberlerin yarigaplari giderek azalma-
ya baglar. Son olarak da diizlem guney kutbunda
kiireye teget olur. Bu siirecle ortaya ¢ikan gemberle-
re enlem cemberleri veya kisaca enlemler denir. En-
lemlerden sadece biri (ekvator) biiytik ¢emberdir.
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Bu yaptigimizdan da anlasilacag tizere, merkez-
den gecen her dizlem kireyi bir biiyiik ¢cemberde
keser.

Kiremizin tzerinde karsit olmayan A ve B
noktalarini alalim. Bu iki nokta ve kiirenin merke-
zi olan O noktasi aymi dogru tizerinde olamaz;
ciinkii boyle olsaydi B = —A, yani A ve B karsit
noktalar olurdu. Demek ki uzayda O, A ve B nok-
talarini iceren tek bir diizlem vardir. Bu diizlemle
kiirenin kesisimi mutlaka bir biiyitk ¢emberdir,
ciinkii kiirenin merkezi olan O noktas: da bu diiz-
lem tizerindedir. Basit ama 6nemli bu sonucunu te-
orem olarak yazalim.

(1) Kiire iizerinde karsit olmayan iki noktadan
tek bir biiyitk cember gecer.

Eger kure tizerindeki iki kargit noktay: birlesti-
ren dogruyu | ile gosterirsek, bu dogru kirenin
merkezinden de gecer. R3 uzayinda bir dogruyu
iceren istedigimiz sayida diizlem bulabiliriz. Bu
diizlemlerin kiireyle kesisimleri, her biri verilen iki
karsit noktay1 iceren buiylik gemberler olur. Kutup-
lardan gegen buiyiik cemberlere boylam cemberleri
denir. Kesifler caginda denizciler igin boylami sag-
likl1 bir sekilde saptamak en biiyiik sorunlardan bi-
ri olmustur. (Bkz. [1])

(2) Kiirenin herhangi iki karsit noktasindan ge-
cen sonsuz sayida biiyiitk cember vardir.

Simdi, iki farkli buyiik ¢gember alalim. Bu ¢em-
berler A; ve A, diizlemlerinin iistiinde olsunlar.
Her ikisi de O noktasini igerdiginden, bu iki diiz-
lem kesisir, kesisimleri de bir dogrudur. Ay " A, =
I olsun. O noktasi bu dogru tizerindedir elbette.

AMANANS=INnS
esitligi bize A; ve A, diizlemleriyle 1 dogrusunun
kiireyle kesistigi noktalarin ayni oldugunu ve bu
noktalarin da karsit noktalar oldugunu gosterir.
Bundan da su cikar:

(3) Kiirenin iki biiyiik cemberi iki karsit nokta-
da kesisir.

Bir yiizey oldugundan, kiire “iki boyutludur”,
yani kiirenin Gstiinde bir noktanin iki koordinatla
belirlenmesi gerekir. Yukardaki (x, y, z) gosterimi ti¢
koordinat gerektiginden, bu ti¢ koordinati ikiye in-
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dirgemenin bir yolunu bulmaliyiz. Bu, birazdan ta-
nimlayacagimiz enlem ve boylam agilariyla yapilir.

Enlem. Kiiremiz tzerinde kuzey ve giiney ku-
tuplardan degisik bir P = (x, y, z) noktasi alalim. Bu
noktadan ve kuzey kutbundan gegen biiyiik ¢embe-
rin ekvatoru kestigi
noktaya E diyelim.
POE agisina P noktast-
min enlemi denir. ¢ ile
T gosterecegimiz bu aciyr
kullanarak

Z=rsin ¢
esitligini hemen gorebi-

liriz. 7 cos ¢ ise P nok-
P noktasinin enlemi = ¢ ¢

z=rsinod tasinin ekvator diizle-
mindeki izdigiiminiin uzunlugudur. Kuzey kutbu-
nun enlemi 90°, guiney kutbunun enlemi —90° ola-

rak tanimlanir.

Boylam. Kiire tizerinde bir noktanin yerini be-
lirlemek i¢in, enlem acisindan bagka, bir de boyla-
mi belirlememiz gerekiyor. Bunun igin herhangi bir
boylam ¢emberini referans boylami olarak sege-
lim!. Cografyada Greenwich boylami terimiyle
kargilasmigsinizdir. Gergekten Londra yakinlarin-
daki Greenwich gozlemevinden gegen boylam ¢cem-
beri dunya {izerindeki
noktalarin boylamlari
icin referans alinir. Biz
de referans boylamimi-
za Greenwich boylanu
ismini verelim. Bu boy-
lam c¢emberi, ekvator
diizlemini X noktasin-
da kessin. Bu takdirde
XOE agisina P noktasinin boylami denir. Bu aciy1

P noktasinin boylami = 6

da 0 ile gosterelim. 6 = O referans boylamini, yani
Greenwich boylamini gosterir.

Boylam agisinin doguya dogru art1, batiya dog-
ru eksi degerler almasi 4det olmugtur. Dolayisiyla
boylam acis1 —180° ile 180° arasinda degisir. Elbet-
te © = 0,0 =-180 ve 6 = 180 dereceleri hep Green-
wich ¢emberi tizerindeki noktalar: belirler. Enlem
acisi ¢ ise giney kutbuna dogru eksi, kuzey kutbu-

1 Dikkat edilirse, enlem igin de bir referans enlemi se¢mistik:
ekvator; ancak bu referans enlemi yatay oldugundan bu se-
¢im kendiliginden dogal olarak yapilmusti, 6zel bir ¢aba har-
camamugtik.
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na dogru arti degerler alir. Bu da bir gelenektir.
Yani ¢ = 0° ekvatoru, ¢ = —90° gliney kutbunu ve
¢ = 90° de kuzey kutbunu gosterir.

Kiiresel Koordinatlar. Boylece, asagidaki sekil
uzerinden kolay bir trigonometrik hesapla, yaricapi
7 olan bir kiire tizerindeki P = (x, y, z) noktasini,

x =7 cos ¢ cos 0
y =7 cos ¢ sin 0 (1)
Z=rsin ¢
olarak ifade ederiz. Bunlara, P noktasinin kiiresel
koordinatlan adi verilir.

AR

x =rcos ¢ cos 0
y =7cos ¢ sin 0
z=rsin¢

Biiyiik Cember Yolu. Kiremizin tizerindeki bir
A noktasina bir karinca koyalim. Karincamiz bu
noktay1 baska bir B noktasina birlestiren biuiyiik
¢ember tizerinde yuiri-
meye baslasin. Buyik
¢emberden hig¢ ayrilma-
dan B noktasina varan
karincamiz, AOB acis1 &
a radyan ise, ra kadar
yol yiirumus olur. Ka-
rincamiz gene A nokta-

sindan yola aksi yonde

Karincanin buyuk cember
Uzerinde A'dan B'ye yolu.

cikip, buyik c¢ember-
den ayrilmadan B nok-
tasina gelseydi bu kez 7(2n — a) kadar yol yiirumus
olacakti. Isterseniz karmmcamizin biiyitk c¢ember
tizerinde kisa olan yay pargasti ile uzun olani ayirt
edebilmesi i¢in 0 < o < 7 varsayimini yapalim. Ka-
rincamiz A’dan herhangi bir yonde yola ¢ikip, bii-
yitk cember boyunca ylriiyerek, B noktasinda kisa
bir yemek ve ihtiyag molasi verip yoluna devam
ederek tekrar A noktasina gelse, tam 2xr kadar yol
yuriiyecekti.



Matematik Diinyasi, 2004 Giiz

Kiirede Ucgen Fsitsizligi. Simdi karmncamiz
A’dan B’ye buyiik cember tizerinde gitmek yerine,
once, bir bagka biiyiik cember tizerinden A’dan bir
C noktasina, sonra da bu C noktasindan B’ye gene
bir biiyiik cember tizerinden gitsin. Hangi yol daha
uzundur, direkt giden
AB yolu mu yoksa ak-
tarmali giden AC + CB
yolu mu? Yandaki se-
kilden de gorulecegi
uzere birinci yol daha
kisadir. Bir bagka de-
yigle kiirenin buyuk

¢emberlerinde “lg¢gen
esitsizligi” gecerlidir. Bunu matematiksel olarak
kanitlamak ¢ok zor degildir, kanitlayalim. Yarica-
pin 1 oldugunu varsayabiliriz. Agilar birinci gekil-
deki gibi a, B ve y olsun. O zaman

y<a+p

esitsizligini kanitlamamiz gerekmektedir. Kireyi
dondirerek AB’nin ekvator tzerinde oldugunu
varsayabiliriz. Ayrica kiireyi bir kez daha dondiire-
rek, A’nin Greenwich
boylamiyla ekvatorun
kesistigi nokta oldugu-
nu varsayabiliriz. De-
mek ki A’nin koordi-
natlan (1, 0, 0). Eger &
ve By agilari yandaki
sekildeki C

noktasinin  koordinat-

gibiyse,

larinin (cos 8 cos Py, cos & sin By, sin §) oldugunu
gormek cok zor degil. Simdi OA ile OC vektorle-
rinin skaler carpimini alirsak bir yandan

IOAIlOCI cos B = cos B
buluruz, diger yandan,
(1, 0, 0)(cos & cos B1, cos & sin B, sin §) = cos & cos By
buluruz. Demek ki

cos BB = cos & cos Py

ve dolayistyla cos B < cos B4. Kosiniis, 0 ile 180 de-
rece arasinda azalan bir fonksiyon oldugundan,
bundan B > By ¢ikar. Benzer sekilde o > o elde
edilir. Demek ki, o + B = aq + By = y. Buyik ¢em-
berlerde ticgen esitsizligi kanitlanmigtir.

Daha Kisa Yol Var mi? Kiire tizerindeki karin-
camiz acaba buyik c¢ember izerinde yurumekle
akillica bir is mi yapiyor? Iki nokta arasinda bu
noktalari birlegtiren biiyiik ¢emberden daha kisa
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bir yol var mi1? Bu sorunun yanitini vermek igin il-
kin yolun matematiksel bir tanimini yapalim.

Bildigimiz diizlemde iki nokta arasindaki en
kisa yolun bir dogru iizerinde oldugu o kadar
cok soylenmistir ki bunu kanitsiz kabul ederiz,
icimize islemistir bu ¢ok sik tekrarlanan “ger-
¢ek”. Bunu kanitlamaya caligirsaniz, “yol” ve
“mesafe” kavramlar1 iizerinde dusiinmek zo-
runda oldugunuzu anlarsiniz. Aynen burada bi-
zim kiire i¢in yaptigimiz gibi...

Yol. Eger f : [a, b] = S c R3 siirekli bir fonk-
siyonsa, bu fonksiyona f(a) noktasims f(b) nokta-
swina birlestiven yol denir. Vektor degerli bu fonk-
siyonu koordinatlar cinsinden,

f(2) = (x(2), ¥(2), (2)) (@a<t<b)

olarak yazalim. Burada, degigskenimiz olan #’yi za-

man olarak diistinebiliriz, ama ¢ illa da zaman ol-
mak zorunda degil. Ornegin ¢, duruma gére, karin-
canin kiire tzerinde bulundugu noktanin enlemi,
boylami ya da baslan-
gic noktasina olan me-
safesi gibi bir bagka pa-
rametre de olabilir.

f fonksiyonu karin-
canin yol boyunca gitti-
gi hiz1 da belirler. Soz-

gelimi, karinca baslan-
gicta hizli gidebilir, da-

Kure Ustunde f(a)
noktasindan f(b) noktasina
giden bir f yolu.

ha sonra yorularak ya-
vaglayabilir, ya da za-
manla 1sinan karinca gittikge daha hizh gidebilir.
Tum bu bilgiler f fonksiyonunun i¢inde gizlidir.

f fonksiyonuyla verilen bu yolun uzunlugunu
bulup bu uzunlugu biiyiik cember yolunun uzunlu-
guyla karsilagtiracagiz.

Yolumuzun ¢ok ani ve keskin virajlardan arin-
mis oldugunu da varsayalim; daha matematiksel

Kiirede iki nokta arasindaki mesafeyi, bura-
da yaptigimiz gibi, bu iki nokta arasindaki yol-
larin uzunluklarinin infimumu (en buyiik altsi-
nir1) olarak tanimlayabiliriz. Dogal gelen baska
tanimlar da yapilabilir. One siiriilen tiim tanim-
larin esdeger olduklarini kanitlanmasi arzu edi-
lir elbet. Bu tanimi kabul ettigimizde kargimiza
kendiliginden su soru ¢ikar: Eger iki nokta ara-
sindaki mesafe d ise, bu iki nokta arasinda
uzunlugu gercekten d olan bir yol var midir?
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bir deyisle, x, y ve z fonksiyonlarinin # degiskenine
gore tiirevleri oldugunu ve bu turevlerin siirekli ol-
duklarini varsayalim. Bu tiirevleri,

dx/dt = x', dyldt = y' ve dz/dt = 2,
olarak gosterelim. Bu takdirde, karincanin ¢ anin-

daki hizi,

bie)=/x () 4y (0 +2'(2)

formuliiyle verilir. Hizla zamani yol boyunca car-
pip toplarsak, yani hizin integralini alirsak,

J‘bh(”dtzij'(ﬂz YO + 2 de (%)

sayisini buluruz; bu say1 da, karincanin, f yolunu

izleyerek f(a) noktasindan f(b) noktasina giderken
katettigi mesafedir.

Kiire tizerinde siirekli tiirevlenebilir bir f :
[a, b] — S fonksiyonunun uzunlugunu yukar-
daki integralle tanimlayabiliriz. Bu ve integra-
lin tamimindan su kanitlanabilir: Kiire tistiinde-
ki iki nokta arasindaki uzunluk, o iki nokta
arasindaki uglar1 birbirine dokunan sonlu tane
biiyik cember yollarindan olusan yollarin
uzunluklarinin infimumudur. Bu olguyu kabul
edersek, daha once kanitladigimiz buiyik ¢cem-
berlerdeki tiggen esitsizliginden, en kisa yolun
bir biiyiik cember tizerinde oldugu oldukga ko-
lay ¢ikar.

Artik yapmamiz gerekeni biliyoruz: Yukardaki
integrali hesaplayip buyiik ¢ember tistiinde karin-
canin katettigi yolla karsilagtirmaliyiz.

Bu integrali hesaplamak hi¢ de kolay degil.
Yalniz sunu aklimizda tutalim. Eger,

v:le, d]l - [a, b]
stirekli tirevlenebilir bir eglemeyse, o zaman

f:la,b] > S

yolunun uzunluguyla,

fly:lc,d]—>S
yolunun uzunlugu esittir. Karincanin her anki hizi
f ve f 1 yyollarinda ayni olmayabilir, ama katetti-
gi toplam mesafede bir degisiklik olmaz. Geometrik
ve sezgisel olarak dogrulugu apacik olan bu 6ner-
me, (*) formulunde degisken degisikligi yapilarak
kolaylikla kanitlanabilir. Yani f yolunu degistirme-
ye hakkimiz var. Bu hakkimizi kullanarak yukarda-
ki integrali daha hesaplanabilir bir sekle sokacagz.

Yola Gelelim! Yolumuza geri donelim. Anim-
sarsaniz karincanin yolu,
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£(8) = (x(0), y(0), 2(0)
fonksiyonuyla verilmisti. Karincanin # aninda bu-
lundugu bu f(¢) noktasinin enlem ve boylam acila-
rina sirasiyla ¢(z) ve 0(¢) adim verelim. Demek ki,
yukardaki (1) formiiliine gore,

x(t) = r cos O(t) cos 6(2)

y(t) = r cos ¢(t) sin 0(z)

z(t) = 7 sin ¢(z).
Ama biz yazimda kolaylik olmasi agisindan bu for-
miilden #yi atacagiz ve x, y, z, ¢ ve 0’y1 £'nin birer
fonksiyonu oldugunu hep aklimizda tutarak (1)i
yazmakta 1srar edecegiz.

Simdi, £ye gore turev alirsak (1)’den,

x' = r(—0" cos ¢ sin 6 — ¢' sin ¢ cos 0)

y' =7(0" cos ¢ cos O — ¢’ sin ¢ sin 0)

' =rd’ cos ¢
elde ederiz. Bunlar, karincanin ¢t aninda x, y ve z yo-
nuindeki hizlaridir. Bir 6nceki sayfada buldugumuz

bt =[x 4y (0 +2'(¢)

hiz fonksiyonunda x', y' ve 2’ yerine yukarda bul-
dugumuz ifadeleri koyup sadelestirsek, kolaylikla,
h(t) = 7(0'2 cos? ¢ + ¢'2)1/2
ifadesine variriz.
Demek ki yolun uzunlugunu bulmak igin

b
J' (9,2 cosz¢+¢’2)1/2dt (+%)

integralini hesaplamamiz gerekecek. Ama 0 ve ¢
fonksiyonlarini bilmiyoruz ve integral de pek se-
vimli goriinmiiyor. Biraz duisiinecegiz.

En Kisa Yol Varsayimu. f surekli tiirevlenebilir
fonksiyonuyla verilen yolun A’dan B’ye giden ola-
bilecek en kisa yol oldugunu varsayacagiz ve bu
yolun uzunlugunun biiytiik cember yolundan daha
kisa olamayacagini hatta bu yolun bir biyuk ¢em-
ber yolu oldugunu kanitlayacagiz. Boyle bir “en
kisa yol”un varligi okura ne derece sezgisel gelir
bilmiyoruz ama “en kisa yol”un varhiginin mate-
matiksel kanitinin pek kolay olmadigini biliyoruz.
Bunu kanitlamadan varsayacagiz. Bir de ayrica
f’nin suirekli turevlenebilir oldugunu varsayacagiz.

Bu varsayimin gerektigini ve bedava olmadigi-
ni ilk farkeden Dedekind’dir. Dedekind’den 6nce
bu nokta hep gozden kagmistir. Hatta Dedekind,
diizlemde iki nokta arasindaki en kisa mesafenin
bu iki noktadan gegen dogru pargast oldugunun o
giine dek verilen kanitlarinin da yanlis oldugunu
farketmistir.
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Daha ileri seviyede en kisa yolun varlig:
sOyle kanitlanabilir: Uzunlugu d olan bir yolun
varhigini varsayalim. O zaman, uzunlugu en
fazla d olan A’dan B’ye giden yollar kiimesi ti-
kiz (compact) bir kiimedir. Yol uzunlugu fonk-
siyonu stirekli bir fonksiyon oldugundan, en ki-
sa mesafeyi veren (en az) bir yol vardir.

Eger AB yolu A’dan B’ye giden en kisa yolsa ve
C bu yolun ortasinda bir noktaysa, elbette ayni yo-
lu izleyen AC ve CB yol pargalari da (sirasiyla)
A’dan C’ye ve C’den B’ye giden en kisa yollardir;
yoksa bu AC yol parcasi yerine daha kisa bir AC
yolu bularak daha kisa bir AB yolu bulabilirdik.
Yani en kisa yolun parcalari da en kisa yollardir.

Baslangi¢. Bu bolimde, A’dan B’ye giden f en
kisa yolunun A noktasindan degisik bir C noktasi-
na kadar bir biiyuk ¢emberi izleyerek gittigini ka-
nitlayacagiz. Yani f yolu tiimiiyle bir biiytik ¢em-
ber tistiinde olmasa da, en azindan, bu yol tstiin-
deki bir C noktasi i¢in, f yolunun AC pargasinin
bir biiyitk cember tistiinde oldugunu, yani karinca-
nin AB yoluna bir buyiik ¢ember tistiinde basladi-
gim1 kanitlayacagiz.

Kireyi dondiirerek, A noktasinin enlem ve
boylaminin 0 oldugunu, yani A noktas: Greenw-
hich boylamiyla ekvatorun kesistigi nokta oldugu-
nu varsayabiliriz.

A noktasindan B noktasina giderken, karinca-
nin enlemi artabilir, azalabilir ya da aymi kalabilir,
bazen artip bazen azalabilir, her sey olabilir.

Eger karincanin enlemi baglangigta bir siire ay-
ni1 (yani 0) kaliyorsa, o zaman karinca bu siire zar-
finda ekvatoru izlemek zorundadir. Ekvator da bir
biiyiik gember oldugundan, bu sikta sorun yok, ka-
rinca ekvator enleminin ustiinde giderek baslar yo-
luna ve kanitlamak istedigimiz gerceklesmis olur.

Simdi karincanin baglangicta kuzey yarimku-
reye girdigini varsayalim, yani enlemi baslangicta
artsin. Diyelim karincanin enlemi [a, ¢] zaman di-
limi arasinda artiyor. f(c) = C olsun.

Bu varsayimda, karincanin yol boyunca bulun-
dugu noktalarin enlemleri kiimesiyle zaman olarak
yorumladigimiz [a, c| aralig1 arasinda bir y esleme-
si vardir, ¢tinkii A’yla C arasinda her an enlem art-
maktadir ve iki degisik anda ayni enlemi elde etme-
yiz. Dolayisiyla zaman olarak yorumladigimiz ¢ de-
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giskeni yerine karincanin enlemi olan ¢’yi alabili-
riz. Oyle de yapacagiz: Bundan boyle ¢ = ¢ olsun.
Bu durumda, karincanin ¢ enlemi, yol boyunca
0’la Cnin enlemi, yani 0’la 0 < a < =« esitsizligini
saglayan bir a arasinda degisir. O zaman hiz fonk-
siyonumuz,
h(t) = (0’2 cos? ¢ + 1)172
olarak sadelesir (¢unkii ¢ = #) ve (**) integrali

J‘ch (6'2 cos> t+ 1)1/2dt (**%)

integraline doniisiir. Ote yandan A noktasindan C
noktasina buyiik cember tizerinden gidersek, eger
OA ile OC arasindaki ag1 B ise, katettigimiz mesa-
fe B olur, ama B = a (bknz. asagidaki sekil) demek
ki buyiik ¢ember yolu o’dan, yani

.[Oa 1dt

integralinden kiiciik. O halde, f tizerindeki AC yo-
luyla AC biiyiik ¢emberi arasindaki fark,

j: [0 cos? £ +1)""2 ~ 1] e

integralinden biiyiik. Ama 0’ ne olursa olsun her #
> 0 i¢in,
(02 cos?t+ 1)112>1

esitsizligi asikardir. Demek ki bu varsayimla f yo-
lu biiyiik ¢ember yolundan daha kisa olamaz. Hat-
ta eger (stirekli oldugunu varsaydigimiz) 6’ hep 0
degilse, 0 zaman yukardaki integral 0°’dan buyiik
olur ve karmncanin yolu buyik ¢ember yolundan
daha uzun olur, ki bu bir ¢eligkidir. Demek ki 0’ =
0 olmali, yani 0 sabit olmali ve karinca AB tizerin-
de yol almal..

Enlem azalsaydi da ayni kanit1 verebilirdik. Yu-
kardaki kanitta 6nemli olan enlemin aymi kalma-
masi, ya siirekli artmasi ya da siirekli azalmasidir.

cos 3 = cos y cos a.
Demek ki,

cos B < cos a, yani
B=oa.
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Daha Sonra. Karincanin f yoluna bir buyuk
cember Uzerinde bagladigimi kanitladik: f’nin bir
AC yol pargasi bir buyuk ¢cember tizerinde. A # C
esitsizligini aklimizda tutalim. Eger C = B ise kanit
bitti, en kisa yol gercekten biiyiik ¢emberlerin tis-
tundeki yollardir. Bundan boyle C # B esitsizligini
varsayalim.

Ayrica Cyi f’nin AC parcasinin bir buyuk
cember oldugu A’dan en uzak nokta olarak alalim,
yani f yolu C’den son-
ra AC buyik ¢ember
yolundan sapsin.

. Bir onceki boliimde
1 AB yolu icin yaptigimi-
z1 simdi CB yolu ig¢in
yapalim. Buna hakki-
miz var ¢unkdl f’nin

CB vyol parcast da bir
en kisa yoldur. Nasil AB ustinde AC’nin buyiik
cember ustiinde oldugu A’dan degisik bir C nokta-
s1 bulmugsak, CB yolu tistiinde de CD’nin bir bu-
yiik ¢ember oldugu C’den degisik bir D noktasi
buluruz. Simdi buyiikk ¢gemberler tistiinde olan iki
yolumuz var: AC ve CD. Uggen esitsizliginden do-
layi, iki biiytik ¢ember pargasindan olusan ve f
tizerindeki AC + CD yolunu AD biiyik ¢emberi
yoluyla kisaltabiliriz. Ama hani f en kisa yoldu?
Bir celigki elde ettik. Demek ki C = B. Kanitimiz
bitmistir.

(4) Biiyiitk cemberi izleyen bir yol iki nokta
arasindaki en kisa yoldur. ¢
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Bir sinifta tam kirk ¢ocuk dizili;
Bir kara tahta, tistiinde bir ti¢gen;
Bir koca daire, sagir, cekingen;
Merkezi giim giim eder davul gibi.

Dilsiz, vatansiz harfler, kiime kiime
Beklesir dururlar, azap iginde.

Bir yamugun yan kenari tam takar,
Bir ses yukselir yikselir, alcalir.
Azgin bir problem tutar yolunu,
Doner doner 1sirir kuyrugunu.

Bir a¢inin geneleri gerilir;
Kurt mudur, kopek mi, neyin nesidir?

Ne kadar rakam varsa yeryuziinde
Usiismiis, karincalar gibi tahtaya;
Kosarlar bir yuvadan bir yuvaya,
Fal tagina donmiig gozler ontinde.
Jules Supervielle
Ceviren: Sabahattin Eyuboglu

Jules Supervielle

1884 - 1960 arasinda ya-
samis, Uruguay dogumlu,
Bask kokenli tinlti Fransiz
sair ve yazari. Yasami
dogdugu yer olan Monte-
video’yla egitim aldig1 Pa-
ris arasinda ge¢mistir. An-
nesini babasini 8 aylikken
bir kazada kaybetmistir.

Jules Supervielle

Yapitlarinda yalnizhigin
etkisi goriilir. Olim,
bosluk, varlik, hiclik ve
matematik gibi gorkemli
konulari, fantezi ve alle-

gorileri kullanarak ve mi- [ “ Ll Y
Jules Superville,
Dubuffet'nin
fircasindan

tolojiden esinlenerek ba-
sit ama son derece miizi-
kal bir dille iglemisgtir.



