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1, 2, ..., n say›lar› (ya da n

tane simge), n × n boyutlu bir ›zgaraya

(tabloya), herbiri her sat›r ve her sütunda birer kez

belirecek biçimde yerleflmiflse, elde edi-

len say› dizinine n-inci dereceden latin

kare denir. Örne¤in, soldaki, üçüncü

dereceden bir latin karedir.

Bu örne¤in devirli yap›s›n› genellefltirerek her n

do¤al say›s› için kolayl›kla bir latin kare oluflturabi-

liriz. n = 4 ve 5 için iflte bu devirli yap›lar:

‹kinci dereceden, afla¤›daki iki latin kare vard›r

sadece. Üçüncü dereceden 12 (bunlar› bir sonraki

yaz›da sayfa 14’te görebilirsiniz), dördüncü derece-

den 576 latin kare vard›r. Dere-

ceyi befle ç›kard›¤›m›zda latin ka-

re say›s› 161.280’e ç›kar, belki

f›rlar demek daha do¤ru olur. Afla¤›daki çizelgede

de görüldü¤ü üzere, derece büyüdükçe latin kare sa-

y›s› çok h›zl› bir art›fl gösterir. Sadece yak›n zaman-

da 11’inci dereceden latin kare say›s›n›n afla¤›daki

48 basamakl› bir say› oldu¤u gösterilebilmifltir.

Euler’in Subay Problemi. Alt› alay›n her birin-

den, her biri farkl› rütbeye sahip (sözgelimi aste¤-

men, te¤men, yüzbafl›, binbafl›, albay, general) alt›

subay seçiliyor. Bu 36 subay, her s›rada ve her sü-

tunda her rütbe ve her alaydan birer temsilci ola-

cak biçimde 6 × 6’l›k bir kareye yerlefltirilebilir mi?

Euler bu soruyu 1782’de sormufl ama yan›tlaya-

mam›fl ve yan›t›n olumsuz olaca¤›n› öngörmüfltür.

E¤er alay ve rütbeleri 1’den 6 ya kadar numa-

raland›r›rsak, her subay, x, y ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6} için,

ayr› bir (x, y) ikilisine tekabül eder. Euler’in sorusu-

nu çözmek demek, bu 36 tane (x, y) ikilisini (yani

alay ve rütbeleriyle gösterilen subaylar›) 6 × 6’l›k

bir kareye, hem birinci koordinatlar (yani x’ler)

hem de ikinci koordinatlar (yani y’ler) bir latin ka-

re oluflacak biçimde yerlefltirmek demektir.

Bu tür karelere grekoro-

men (ya da grekolatin) kare-

ler denir. Koordinatlar›ndan

iki ayr› latin kare elde edilmifl

bir grekoromen kare yanda

görülüyor.

Birlefltirildi¤inde greko-

romen kare elde edilen latin

karelere dik latin kareler denir. Yukarda birbirine

dik iki latin kare gördük. ‹flte birbirine dik iki latin

kare daha:

‹kiden fazla latin kare birbirine dik olabilir. ‹fl-

te herhangi ikisi birbirine dik dört latin kare:

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

2 3 4 5 1 3 4 5 1 2 4 5 1 2 3 5 1 2 3 4

3 4 5 1 2 5 1 2 3 4 2 3 4 5 1 4 5 1 2 3

4 5 1 2 3 2 3 4 5 1 5 1 2 3 4 3 4 5 1 2

5 1 2 3 4 4 5 1 2 3 3 4 5 1 2 2 3 4 5 1

Tarihçe. Euler’in Subay Problemi, dedi¤imiz gi-

bi, derecesi 6 olan bir grekoromen kare bulmaya,

yani derecesi 6 olan birbirine dik iki latin kare bul-

maya denktir. Euler böyle iki latin kare bulamad›¤›

gibi, derecesi 10, 14, 18, 22 olan birbirine dik latin

Kapak Konusu: Geometrik Kombinatorik

Latin ve Grekoromen Kareler
Emine fiule Yaz›c›* / yazici@maths.uq.edu.au

* Queensland Üniversitesi Matematik Bölümü ziyaretçi ö¤retim

üyesi.

1 2 3

2 3 1

3 1 2

1 2

12

2 1

21

1 2 3

2 3 4

3 4 1

4

1

2

4 1 2 3

1 2 3

2 3 4

3 4 5

4

5

1

4 5 1 2

5

1

2

3

5 1 2 3 4
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n latin kare say›s›

1 1

2 2

3 12

4 576

5 161280

6 812851200

7 61479419904000

8 108776032459082956800

9 5524751496156892842531225600

10 9982437658213039871725064756920320000

11 776966836171770144107444346734230682311065600000

Öyle bir c sabiti vard›r ki, n “çok büyük”
bir say›ysa, derecesi n olan afla¤›
yukar› (cn)n

2
 tane latin kare vard›r.

1,1 2,2 3,3

2,3 3,1 1,2

3,2 1,3 2,1

1 2 3

2 3 1

3 1 2

1 2 3

3 1 2

2 3 1

1 3 4 2 1 4 2 3 11 34 42 23

4 2 1 3 3 2 4 1 43 22 14 31

2 4 3 1 4 1 3 2 24 41 33 12

3 1 2 4 2 3 1 4 32 13 21 44

+ =



kareler de bulamam›flt›r. Bundan yola ç›karak, Eu-

ler’in ölümünden sonra, derecesi 4k + 2 olan iki dik

karenin olamayaca¤› san›s› ortaya ç›km›flt›r.

Euler, birbirine dik iki latin kare-

nin birini Yunan di¤erini Latin harfle-

riyle simgelendirdi¤inden, bunlara gre-

kolatin kare demifl. Sorusunu ve bul-

duklar›n› 1782’de yay›mlam›flt›r [Eul bkz. s. 58].

Yüz y›ldan fazla bir zaman bu san› ne kan›tlanabil-

mifl ne de san›ya ters bir örnek gösterilebilmifltir. Ni-

hayet, 1900’de, Cezayir’de bir k›z okulunda mate-

matik ö¤retmeni olan Frans›z

Gaston Tarry (1843-1913), tüm

olas›l›klar› tarayarak, daha do¤-

rusu ö¤rencilerine taratarak,

gerçekten de, alt›nc› dereceden

birbirine dik iki latin karesi ol-

mad›¤›n› göstermifltir. Tarry’nin

kan›t› türünden kaba kuvvet

kan›tlar matematikte pek hofl karfl›lanmazlar.

1984’te Stinson, derecesi 6 olan grekoromen

karelerin olamayaca¤›n› matematikçilerin ince zev-

kine daha hitap eden üç sayfal›k bir kan›t vermifl-

tir [Sti].

1958’de, bir bilgisayar flirketinde çal›flan Er-

nest Tilden Parker (1926-1991) onuncu dereceden

grekoromen karelerin olabilece¤ine dair baz› ipuç-

lar› yakalad›. R.C. Bose, Parker’›n bulduklar›ndan

yola ç›karak çok büyük k’ler için 4k + 2 dereceli

grekoromen kareler buldu. Ard›ndan, 1958’de,

Bose ile Hintli matematikçi Schrikhande 22 derece-

li bir grekoromen kare infla etmeyi baflard›lar ve

ABD’de New York Times gazetesine haber ol-

dular. Parker bu sonucu gördükten sonra, 1959’da

10’uncu dereceden

bir grekoromen ka-

re elde etti. 1960’da

Bose, Shrikhande

ve Parker bir araya

gelerek problemi

tamamen çözüp 2

ve 6 d›fl›nda bütün

n’ler için, aralar›n-

da dik n-inci dere-

ceden latin kareler infla ettiler [BS1, BS2, BPS, Lie].

Bu arada, bu araflt›rmalarda bilgisayar kullan›lma-

d›¤›n› da belirtelim.

Dik Latin Kare ‹nflas›.

Bu bölümde, 4k + 2 biçi-

minde olmayan her n için,

n-inci dereceden birbirine

dik latin kareler infla ede-

ce¤iz. Hatta ço¤u zaman

sadece iki tane de¤il, her

biri di¤erine dik birçok la-

tin kare infla edece¤iz. Bu-

nu iki aflamada yapaca-

¤›z. Önce n’nin bir asal›n

üssü oldu¤u durumu ele

alaca¤›z, genel problemi

daha sonra çözece¤iz. Yöntemi MacNeish’a borçlu-

yuz [Mac].

Bu arada flunu da belirtelim ki, kombinatorik

dal›nda genel kan›, bir problemin ard›nda cebir be-

lirmiyorsa, o problemin ya ilginç olmad›¤› ya da

insan gücünü aflt›¤› yönündedir.
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Teorem. Herbiri di¤erine dik en fazla n−1

tane n-inci dereceden latin kare olabilir.

Kan›t: Önce, birbirine dik k tane latin kare

varsa, gene birbirine dik ama bu sefer ilk s›rala-

r› s›ras›yla 1, 2, ..., n say›lar›ndan oluflan k tane

latin kare oldu¤unu kan›tlayal›m. Birbirine dik k

latin kareden birini ele alal›m, diyelim A. Birinci

s›ras›ndaki say›lar s›ras›yla a11, a12, ..., a1n ol-

sun. A karesindeki her a1j say›s›n› j’ye dönüfltü-

relim. Gene bir latin kare elde ederiz elbet. Elde

etti¤imiz latin kareye A′ diyelim. E¤er A ile B la-

tin kareleri birbirine dikse, A′ ile B latin karesi

de birbirine diktir, çünkü e¤er A′B’de (j, b) iki

defa beliriyorsa, o zaman (a1j, b) de AB’de iki

kez belirir. Böylece birbirine dik k latin kareden

birinin ilk s›ras›n› istedi¤imiz gibi 1, 2, ..., n s›ra-

s›na dönüfltürdük. Ayn› yöntemi di¤er latin ka-

relere de uygulayal›m.

fiimdi ilk s›ralar› 1, 2, ..., n olan birbirine dik

k latin karesi alal›m. ‹kinci s›rada ve birinci sü-

tunda bulunan say›lara bakal›m. Bunlar 2, 3, ...,

n olabilir. Ayr›ca hepsi birbirinden de¤iflik olma-

l›. Demek ki en fazla n − 1 tane n dereceli birbi-

rine dik latin kare olabilir.

Hangi n’ler için n dereceli birbirine dik n − 1

tane latin kare vard›r? Bu soru bugüne dek ya-

n›tlanamam›fl, ama hiç olmazsa sorunun çok

önemli geometrik bir soruya denk oldu¤u kan›t-

lanabilmifltir. Bkz. sayfa 46, Bose Teoremi.

AαCδ Dβ Bγ
Dγ Bβ Aδ Cα
Bδ DαCγ Aβ
Cβ Aγ Bα Dδ

Gaston Tarry

00 11 22 33 44 55 66 77 88 99

36 82 19 24 03 47 75 61 90 58

65 06 94 18 27 83 41 39 52 70

49 35 86 57 10 21 93 08 74 62

53 48 05 96 71 12 29 80 67 34

28 73 40 85 56 69 14 92 31 07

17 20 63 42 95 76 38 54 09 81

72 64 37 01 89 98 50 13 26 45

84 97 51 79 68 30 02 46 15 23

91 59 78 60 32 04 87 25 43 16

Onuncu dereceden bir grekoromen kare

‹skambil kâ¤›tlar›ndan bir
latin kare



E¤er n bir Asal›n Üssüyse. MD-2004 say›lar›n-

da cisimlerden sözedilmiflti. Örne¤in, asal p’ler için

modüler say›lar kümesi Z/pZ, kesirli say›lar kümesi

Q ve gerçel say›lar kümesi R, bilindik toplama ve

çarpma ifllemleriyle birlikte birer cisimdirler. Genel

olarak, bir cisim, bir küme ve bu küme üzerine top-

lama (+) ve çarpma ad› verilen iki ifllemden oluflur.

Bir cismin oluflmas› için, toplama ve çarpma ifllem-

lerinin sa¤lamas› gereken baz› koflullar vard›r. Bu

koflullar› bir kez daha yazmayaca¤›z, ama bu koflul-

lar›n x(y + z) = xy + xz gibi son derece “do¤al” ve

çocuklu¤umuzdan beri al›fl›k oldu¤umuz koflullar

olduklar›n› belirtelim. Cisimlerin önemli bir özelli-

¤i de, her x ≠ 0 için (burada 0, toplaman›n etkisiz

ö¤esidir), xy = 1 eflitli¤ini sa¤layan bir y olmas›d›r

(burada 1, çarpman›n etkisiz eleman›d›r.)

fiimdi F sonlu bir cisim olsun. Örne¤in, asal bir

p için F = Z/pZ olabilir. F’nin eleman say›s›na n di-

yelim ve bu n eleman› 0, 1, 2, ..., n−1 olarak adlan-

d›ral›m. 0, al›fl›lageldi¤i üzere, toplaman›n etkisiz

eleman› olsun. fiimdi her k ∈ F \ {0} için, F üzerine

•k olarak adland›raca¤›m›z bir ifllemi,

x •k y = xk + y

kural›yla tan›mlayal›m. A1, A2, ..., An−1 bu n−1 ifl-

lemin çarp›m tablolar› olsun.

Bu çarp›m tablolar›n›n her biri bir latin karedir,

çünkü x •k y = x′ •k y ise, yani xk + y = x′k + y ise,

o zaman xk = x′k ve, k ≠ 0 oldu¤undan, x = x′ eflit-

li¤i geçerlidir. Ayn› flekilde, x •k y = x •k y′ eflitli¤in-

den de kolayca y = y′ elde edilir. Böylece her ifllem

tablosunda, her sütun ve her s›rada her eleman›n en

fazla bir kez görüldü¤ünü kan›tlam›fl olduk.

Ayr›ca, latin karesi oluflturan bu n − 1 çarp›m

tablosu birbirine diktir. Nitekim, e¤er Ak ve Al la-

tin karelerinde iki de¤iflik (x, y) ve (z, t) pozisyo-

nundaki elemanlar eflitlerse (bkz. yukardaki flekil),

yani xk + y = zk + t ve xl + y = zl + t ise, o zaman,

(x − z)k = t − y = (x − z)l ve e¤er x ≠ z ise k = l,

tam istedi¤imiz gibi. Öte yandan e¤er x = z ise y =

t, yani ayn› pozisyonlardan söz ediyoruz.

Matematik Dünyas› okuru daha bilmiyor ama,

n elemanl› bir cisim ancak, n bir asal›n üssüyse var-

d›r. Dolay›s›yla yukardaki yöntem bize n derece-

den n − 1 tane birbirine dik latin kareyi ancak n bir

asal›n üssüyse verir.

Di¤er n’ler için, n-inci dereceden dik latin ka-

releri flöyle infla edece¤iz: Önce n’yi asal çarpanlar›-

na ay›r›p n’yi tam olarak bölen her pk asal üssü için

yukardaki gibi birbirine dik pk − 1 tane latin kare

bulaca¤›z. Sonra, afla¤›da aç›klayaca¤›m›z yöntemle

bu latin kareleri (de¤iflik p’ler için) birbirleriyle

“çarpaca¤›z”. Böylece n-inci dereceden dik latin ka-

reler elde edece¤iz.

Latin Karelerin Çarp›m›. A ve B, s›ras›yla n ve

m-inci dereceden iki latin kare olsun. Bu iki latin

kareden nm dereceli bir latin kare elde edece¤iz.

Önce, B’nin her b terimini A × b karesiyle de¤ifltire-

lim. Bu, en iyi bir örnekle anlat›l›r:

Sonra, elde etti¤imiz karede her çifti 1’den

nm’ye kadar olan bir say›yla de¤ifltirelim. nm dere-

celi bir latin kare elde ederiz. Bu yeni latin kareyi

A × B olarak gösterelim. Yukardaki örnekten bir

sonraki sayfadaki latin kare elde edilir.
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Ak
x

xk+yy

z

zk+tt

Al
x

xl+yy

z

zl+tt

x

(xk+y, xl+y)y

z

t (zk+t, zl+t)

AkAl
A =

B =

(1,1) (2,1)

(2,1) (1,1)

(1,2) (2,2)

(2,2) (1,2)

(1,3) (2,3)

(2,3) (1,3)

(1,2) (2,2)

(2,2) (1,2)

(1,1) (2,1)

(2,1) (1,1)

(1,3) (2,3)

(2,3) (1,3)

(1,2) (2,2)

(2,2) (1,2)

(1,3) (2,3)

(2,3) (1,3)

(1,1) (2,1)

(2,1) (1,1)1 2 3

2 3 1

3 1 2

1 2

12

Birkaç Cisim Örne¤i
p bir asal ve k ≥ 1 bir do¤al say› olsun. pk ele-

manl› bir cisim oldu¤u kan›tlanabilir, bir gün

MD’de kan›tlar›z. Burada, baz› p ve k de¤erleri

için pk elemanl› bir cisim sunaca¤›z. Kümemiz Fpk

= Fp[x] olsun, yaln›z x üzerine bir koflulumuz var.

p = k = 2 ise, x2 = x + 1;

p = 2 ve k = 3 ise, x3 = x + 1;

p ≡ 3 (mod 4) ve k = 2 ise, x2 = −1;

p ≡ 5 (mod 6) ve k = 2 ise, x2 = x − 1
olsun. fiimdi Fpk kümesinde toplamay› ve çarpma-

y› “en do¤al” biçimde yapal›m. Her seferinde bir

cisim elde ederiz.



Latin karelerin çarp›m›n›n flu özelli¤i vard›r:

A1 ve A2 latin kareleri n-inci dereceden ve birbiri-

ne dikse, ayr›ca B1 ve B2 latin kareleri m-inci dere-

ceden ve birbirine dikse, o zaman, A1 × B1 ve A2 ×
B2 birbirine dik ve mn-inci dereceden latin kareler-

dir. (Okura al›flt›rma.)

Bu sonuçtan yararlanarak flu sonuca var›r›z:

E¤er

L1, L2, .., Lt

latin kareleri n-inci dereceden ve birbirlerine dikse

ve

K1, K2, .., Kt

latin kareleri m-inci dereceden ve birbirlerine dik-

se, o zaman,

L1 × K1, L2 × K2, .., Lt × Kt

latin kareleri mn-inci dereceden ve birbirlerine dik-

tirler.

Dolay›s›yla, e¤er n = p1
r1 ... pk

rk ise ve pi’ler

birbirinden de¤iflik asallarsa, o zaman, daha önce-

ki bölümde buldu¤umuz yöntemle yukardaki yön-

temi kullanarak birbirine dik n-inci dereceden

min{p1
r1, ..., pk

rk} − 1 tane latin kare bulabiliriz.

Böylece, e¤er n è 2 mod 4 ise, yani her pi
ri ≠ 2

ise n-inci dereceden birbirine dik latin kareler bul-

mufl oluruz.

Ama n ≡ 2 mod 4 ise de (ama n ≠ 2 ya da 6)

birbirine dik n-inci dereceden latin kareler vard›r.

‹flte n = 10 iken birbirine dik iki latin kare:

Latin karelerin uygarl›¤›m›za ve günlük yafla-

m›m›za katk›lar› çoktur. Zaten bu kadar do¤al bir

yap›n›n uygulamas›n›n olmamas› herhalde imkân-

s›zd›r. Yerimizin ve ilgimizin azl›¤›ndan latin kare-

lerin uygulamalar›ndan söz etmeyece¤iz. ♣
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4 X 9 8 3 2 7 5 6 1 5 4 X 1 2 7 8 9 3 6

2 3 7 5 4 X 9 8 1 6 3 1 6 4 8 5 9 2 X 7

8 1 6 9 X 4 5 3 2 7 X 9 8 7 3 6 1 4 5 2

9 8 1 4 5 6 3 2 7 X 2 5 4 3 6 1 7 8 9 X

X 9 8 6 1 3 2 7 4 5 9 8 7 6 1 X 4 5 2 3

7 2 3 1 6 5 4 X 9 8 1 6 3 5 9 2 X 7 4 8

5 4 X 3 2 7 6 1 8 9 8 7 2 9 X 4 5 3 6 1

6 5 4 2 7 1 8 9 X 3 4 X 9 2 7 8 3 6 1 5

1 6 5 7 8 9 X 4 3 2 7 2 5 X 4 3 6 1 8 9

3 7 2 X 9 8 1 6 5 4 6 3 1 8 5 9 2 X 7 4

A × B =

1 2

2 1

3 4

4 3

5 6

6 5

3 4

4 3

1 2

2 1

5 6

6 5

3 4

4 3

5 6

6 5

1 2

2 1

Onuncu dereceden birbirine dik iki latin kare;
10 yerine X yazd›k.


