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Kapak Konusu: Geometrik Kombinatorik

Latin ve Grekoromen Kareler
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)
} 1,2, ...,nsayilar1 (yadan

tane simge), 7 x 11 boyutlu bir 1zgaraya

(tabloya), herbiri her satir ve her siitunda birer kez

belirecek bigimde yerlesmigse, elde edi-

11213
len say1 dizinine n-inci dereceden latin
2131 .o .. ce e
kare denir. Ornegin, soldaki, tgtinct
31112 | dereceden bir latin karedir.

Bu 6rnegin devirli yapisini genellestirerek her 7
dogal saysi icin kolaylikla bir latin kare olusturabi-
liriz. 7 = 4 ve 5 i¢in iste bu devirli yapilar:

112131415
1121314

21314 1|51
213 (4|1

314|512
3141112

4 15|11 1(213
41112 1|3

S|1112 13 |4

n=4 n=13

Ikinci dereceden, asagidaki iki latin kare vardir
sadece. Ugiincii dereceden 12 (bunlar1 bir sonraki
yazida sayfa 14’te gorebilirsiniz), dordiincii derece-
den 576 latin kare vardir. Dere-
ceyi bege gikardigimizda latin ka-
re sayisi 161.280% cikar, belki
firlar demek daha dogru olur. Asagidaki ¢izelgede

12 211

2 (1) (1]2

de goriildiigu uzere, derece buiytidiikge latin kare sa-
yist cok hizli bir artig gosterir. Sadece yakin zaman-
da 17’inci dereceden latin kare sayisinin agagidaki
48 basamakli bir say1 oldugu gosterilebilmistir.

latin kare sayisi
1

2

12

576

161280
812851200
61479419904000

108776032459082956800
5524751496156892842531225600
9982437658213039871725064756920320000
776966836171770144107444346734230682311065600000

Oyle bir ¢ sabiti vardir ki, 7 “cok bityitk”
bir say1ysa, derece51 n olan asag1
yukari (cn)" tane latin kare vardir.
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Euler’in Subay Problemi. Al#: alaymn her birin-
den, ber biri farkls riitbeye sahip (sozgelimi asteg-
men, tegmen, yiizbasi, binbast, albay, general) alt1

* Queensland Universitesi Matematik Boliimii ziyaretci 6gretim
uyesi.

subay seciliyor. Bu 36 subay, her sirada ve her sii-
tunda her riitbe ve ber alaydan birer temsilci ola-
cak bicimde 6 x 6’lik bir kareye yerlestirilebilir mi?

Euler bu soruyu 1782’de sormus ama yanitlaya-
mamig ve yanitin olumsuz olacagini 6ngérmiistiir.

Eger alay ve riitbeleri 1’den 6 ya kadar numa-
ralandirirsak, her subay, x, y € {1, 2, 3, 4, 5, 6} i¢in,
ayr1 bir (x, y) ikilisine tekabul eder. Euler’in sorusu-
nu ¢ozmek demek, bu 36 tane (x, y) ikilisini (yani
alay ve riitbeleriyle gosterilen subaylari) 6 x 6’lik
bir kareye, hem birinci koordinatlar (yani x’ler)
hem de ikinci koordinatlar (yani y’ler) bir latin ka-
re olugacak bicimde yerlestirmek demektir.

Bu tiir karelere grekoro-

men (ya da grekolatin) kare- ;’; i’i i’;
ler denir. Koordinatlarindan e
3,2[1,3[2,1

iki ayri latin kare elde edilmig /\

213 1123

1 3
Birlegtirildiginde greko- [3777T5 BE

bir grekoromen kare yanda

goruluyor.

romen kare elde edilen latin
karelere dik latin kareler denir. Yukarda birbirine
dik iki latin kare gordiik. Iste birbirine dik iki latin
kare daha:

113]4]2 1[4[2]3 11(34(42(23
41211(3] , [3[2[4]1| _ [43]22]14|31
2(4[3]1 411]13)2 24(41(33[12
3[1[2]4 213|114 32113]21]44

Ikiden fazla latin kare birbirine dik olabilir. Is-
te herhangi ikisi birbirine dik dort latin kare:

12345 12345 12345 12345
23451 34512 45123 51234
34512 51234 23451 45123
45123 23451 51234 34512
51234 45123 34512 23451

Tarihge. Euler’in Subay Problemi, dedigimiz gi-
bi, derecesi 6 olan bir grekoromen kare bulmaya,
yani derecesi 6 olan birbirine dik iki latin kare bul-
maya denktir. Euler boyle iki latin kare bulamadig1
gibi, derecesi 10, 14, 18, 22 olan birbirine dik latin



Matematik Diinyasi, 2004 Kis

kareler de bulamamistir. Bundan yola ¢ikarak, Eu-
ler’in oliiminden sonra, derecesi 4k + 2 olan iki dik
karenin olamayacag sanist ortaya ¢ikmugtir.

Euler, birbirine dik iki latin kare-
nin birini Yunan digerini Latin harfle-

A
Dy
Bd
CB

Cd
BB
Do
Ay

DB
Ad
Cy
Ba

By

Cal
AR
Do

riyle simgelendirdiginden, bunlara gre-

kolatin kare demis. Sorusunu ve bul-
duklarini 1782’de yayimlamigtir [Eul bkz. s. 58].
Yiiz yildan fazla bir zaman bu sani ne kanitlanabil-
mis ne de saniya ters bir 6rnek gosterilebilmistir. Ni-
hayet, 1900°de, Cezayir’de bir kiz okulunda mate-

67

matik Ogretmeni olan Fransiz
Gaston Tarry (1843-1913), tim
olasiliklari tarayarak, daha dog-
rusu Ogrencilerine taratarak,
gercekten de, altinc1 dereceden

s

birbirine dik iki latin karesi ol-

madigini gostermistir. Tarry’nin

kanit1 tiirinden kaba kuvvet

Gaston Tarry

Teorem. Herbiri digerine dik en fazla n—1
tane n-inci dereceden latin kare olabilir.

Kanit: Once, birbirine dik k tane latin kare
varsa, gene birbirine dik ama bu sefer ilk sirala-
r1 sirasiyla 1, 2, ..., z sayilarindan olusan k tane
latin kare oldugunu kanitlayalim. Birbirine dik k&
latin kareden birini ele alalim, diyelim A. Birinci
sirasindaki sayilar sirasiyla aqq, a1, ..., a1, ol-
sun. A karesindeki her ay; sayisini ’ye doniistii-
relim. Gene bir latin kare elde ederiz elbet. Elde
ettigimiz latin kareye A’ diyelim. Eger A ile B la-
tin kareleri birbirine dikse, A’ ile B latin karesi
de birbirine diktir, ¢iinkii eger A’B’de (j, b) iki
defa beliriyorsa, o zaman (ay;, b) de AB’de iki
kez belirir. Boylece birbirine dik k latin kareden
birinin ilk sirasini istedigimiz gibi 1, 2, ..., 7 sira-
sina donustiirditk. Ayni yontemi diger latin ka-
relere de uygulayalim.

Simdi ilk siralar1 1, 2, ..., 7 olan birbirine dik
k latin karesi alalim. Ikinci sirada ve birinci sii-
tunda bulunan sayilara bakalim. Bunlar 2, 3, ...,
n olabilir. Ayrica hepsi birbirinden degisik olma-
li. Demek ki en fazla # — 1 tane 7 dereceli birbi-
O

Hangi 7’ler igin » dereceli birbirine dik 7 — 1

rine dik latin kare olabilir.

tane latin kare vardir? Bu soru bugiine dek ya-
nitlanamamig, ama hi¢ olmazsa sorunun g¢ok
onemli geometrik bir soruya denk oldugu kanit-
lanabilmigtir. Bkz. sayfa 46, Bose Teoremi.

10

kanitlar matematikte pek hog kargilanmazlar.

1984’te Stinson, derecesi 6 olan grekoromen
karelerin olamayacagini matematikgilerin ince zev-
kine daha hitap eden tg sayfalik bir kanit vermis-
tir [Sti].

1958°de, bir bilgisayar sirketinde caligan Er-
nest Tilden Parker (1926-1991) onuncu dereceden
grekoromen karelerin olabilecegine dair bazi ipug-
lar1 yakaladi. R.C. Bose, Parker’in bulduklarindan
yola ¢ikarak cok buyiik k’ler icin 4k + 2 dereceli
grekoromen kareler buldu. Ardindan, 1958’de,
Bose ile Hintli matematikgi Schrikhande 22 derece-
li bir grekoromen kare inga etmeyi basardilar ve
ABD’de New York Times gazetesine haber ol-
dular. Parker bu sonucu gordiikten sonra, 1959°da
10’uncu dereceden

00 11
36 82
65 06
49 35
53 48
28 73
17 20
72 64
84 97
91 59

22
19
94
86
05
40
63
37
51
78

44
03
27
10
71

bir grekoromen ka-
re elde etti. 1960’da
Shrikhande

ve Parker bir araya

Bose,

gelerek  problemi
tamamen ¢ozip 2

ve 6 disginda biitiin

n’ler icin, aralarin-
da dik #n-inci dere-
ceden latin kareler inga ettiler [BS1, BS2, BPS, Lie].
Bu arada, bu aragtirmalarda bilgisayar kullanilma-
digini da belirtelim.

Dik Latin Kare Insas.
Bu bolimde, 4k + 2 bigi-
minde olmayan her 7 igin,

]

€]

=
-

n-inci dereceden birbirine

=
= .
=
=l

dik latin kareler insa ede-

-E :

Y L] 58

I:

cegiz. Hatta ¢ogu zaman

sadece iki tane degil, her

biri digerine dik bir¢ok la-

tin kare inga edecegiz. Bu-

.

L] e &

nu iki asamada yapaca-

g1z. Once 7’nin bir asalin
iskambil kagitlarindan bir

tssti oldugu durumu ele :
latin kare

alacagiz, genel problemi
daha sonra ¢ozecegiz. Yontemi MacNeish’a borglu-
yuz [Mac].

Bu arada sunu da belirtelim ki, kombinatorik
dalinda genel kani, bir problemin ardinda cebir be-
lirmiyorsa, o problemin ya ilging olmadigi ya da
insan giiciini astigi yoniindedir.

Onuncu dereceden bir grekoromen kare
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Eger 7 bir Asalin Ussiiyse. MD-2004 sayilarin-
da cisimlerden sézedilmisti. Ornegin, asal p’ler icin
modiiler sayilar kiimesi Z/pZ, kesirli sayilar kiimesi
Q ve gercel sayilar kimesi R, bilindik toplama ve
carpma iglemleriyle birlikte birer cisimdirler. Genel
olarak, bir cisim, bir kiime ve bu kiime tizerine top-
lama (+) ve carpma adi verilen iki iglemden olusur.
Bir cismin olugmast i¢in, toplama ve ¢arpma iglem-
lerinin saglamasi gereken bazi kosullar vardir. Bu
kosullar1 bir kez daha yazmayacagiz, ama bu kosul-
larin x(y + z) = xy + xz gibi son derece “dogal” ve
cocuklugumuzdan beri alisik oldugumuz kosullar
olduklarini belirtelim. Cisimlerin ¢nemli bir 6zelli-
gi de, her x # 0 i¢in (burada 0, toplamanin etkisiz
Ogesidir), xy = 1 esitligini saglayan bir y olmasidir
(burada 1, carpmanin etkisiz elemanidir.)

Simdi F sonlu bir cisim olsun. Ornegin, asal bir
p icin F = Z/pZ olabilir. F’nin eleman sayisina 7 di-
yelim ve bu 7 eleman1 0, 1, 2, ..., n—1 olarak adlan-
diralim. 0, aligilageldigi Uzere, toplamanin etkisiz
elemani olsun. Simdi her k € F\ {0} icin, F {izerine
e, olarak adlandiracagimiz bir islemi,

xe,y=xk+y
kuraliyla tanimlayalim. A4, A,, ..., A,_; bu n-1 is-
lemin ¢arpim tablolar1 olsun.

Bu ¢arpim tablolarinin her biri bir latin karedir,
cunkii x o, y = x' ¢ yise, yani xk +y = x'k + y ise,
0 zaman xk = x'k ve, k # 0 oldugundan, x = x' esit-
ligi gegerlidir. Aym sekilde, x ¢, y = x o, y' esitligin-
den de kolayca y = y’ elde edilir. Boylece her iglem
tablosunda, her siitun ve her sirada her elemanin en
fazla bir kez gorildigunt kanitlamis olduk.

A x z A x z
y k+ y bel+y
t k+1] t 21+
AkAl X ke
y (xk+y, x1+y)
t (zk+t, zl+2)

Ayrica, latin karesi olusturan bu #z — 1 ¢arpim
tablosu birbirine diktir. Nitekim, eger A, ve A la-
tin karelerinde iki degisik (x, y) ve (z, t) pozisyo-
nundaki elemanlar esitlerse (bkz. yukardaki gekil),
yani xk +y=zk +tve xl + y =zl + t ise, 0 zaman,
(x—2)k=t—-y=(x—2)l veegerx #zise k = I,

tam istedigimiz gibi. Ote yandan eger x = z ise y =
t, yani ayni pozisyonlardan soz ediyoruz.

Matematik Diinyasi okuru daha bilmiyor ama,
n elemanli bir cisim ancak, # bir asalin tssiiyse var-
dir. Dolayisiyla yukardaki yontem bize 7 derece-
den 7 — 1 tane birbirine dik latin kareyi ancak 7 bir
asalin Ussiiyse verir.

Birka¢ Cisim Ornegi

p bir asal ve k > 1 bir dogal say1 olsun. pX ele-
manl bir cisim oldugu kanitlanabilir, bir giin
MD’de kanitlariz. Burada, bazi p ve k degerleri
icin pk elemanli bir cisim sunacagiz. Kiimemiz Fpk
= Fy[x] olsun, yalniz x iizerine bir kosulumuz var.

p=k=2ise,x2=x+1;

p=2vek=3ise,x3=x+1;

p=3(mod4)vek=2ise, x2 =-1;

p=5(mod6)vek=2ise,x2=x-1
olsun. $imdi F kiimesinde toplamay1 ve carpma-
y1 “en dogal” bi¢imde yapalim. Her seferinde bir
cisim elde ederiz.

Diger #’ler icin, n-inci dereceden dik latin ka-
releri soyle insa edecegiz: Once 7’yi asal ¢arpanlari-
na ayirip 7’yi tam olarak bolen her pk asal iissii igin
yukardaki gibi birbirine dik pk — 1 tane latin kare
bulacagiz. Sonra, asagida aciklayacagimiz yontemle
bu latin kareleri (degisik p’ler icin) birbirleriyle
“carpacagiz”. Boylece n-inci dereceden dik latin ka-
reler elde edecegiz.

Latin Karelerin Carpimi. A ve B, sirasiyla n ve
m-inci dereceden iki latin kare olsun. Bu iki latin
kareden nm dereceli bir latin kare elde edecegiz.
Once, B’nin her b terimini A x b karesiyle degistire-
lim. Bu, en iyi bir 6rnekle anlatilir:

(L,1)|(2,1)](1,2)](2,2)[(1,3){(2,3)

A= 2,1)|(1,D|2,2)[(1,2)](2,3)](1,3)

(1,2)(2,2)](1,3){(2,3)] (1,1)|(2,1)

123 |]@22]L2)]2,3)](1,3)[(2,1)](1,1)

B=1213|1][13)[@3)|1,1)|2,1](1,2)2.2)

301 (2 |[23)]13))2,D1,1)](2,2)|(1,2)

Sonra, elde ettigimiz karede her ¢ifti 1’den
nm’ye kadar olan bir sayiyla degistirelim. 77 dere-
celi bir latin kare elde ederiz. Bu yeni latin kareyi
A x B olarak gosterelim. Yukardaki 6rnekten bir
sonraki sayfadaki latin kare elde edilir.
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1 2 3 4 S 6

2 1 4 3 6 S

3 4 N 6 1 2
AxB=

4 3 6 N 2 1

5 6 1 2 3 4

6 N 2 1 4 3

Latin karelerin ¢arpiminin su ozelligi vardir:
A ve A, latin kareleri z-inci dereceden ve birbiri-
ne dikse, ayrica B ve B, latin kareleri m-inci dere-
ceden ve birbirine dikse, 0 zaman, A; x By ve A; x
B, birbirine dik ve mn-inci dereceden latin kareler-
dir. (Okura aligtirma.)

Bu sonugtan yararlanarak su sonuca variriz:
Eger

Ly, Ly, .., L,
latin kareleri z-inci dereceden ve birbirlerine dikse
ve

Ky, Ky, o K,
latin kareleri #2-inci dereceden ve birbirlerine dik-
se, 0 zaman,

Ly x Ky, Ly x Ky, .., Ly x K,

latin kareleri mn-inci dereceden ve birbirlerine dik-
tirler.

Dolayisiyla, eger n = p{t ... p/k ise ve p;ler
birbirinden degisik asallarsa, o zaman, daha 6nce-
ki bolimde buldugumuz yontemle yukardaki yon-
temi kullanarak birbirine dik #-inci dereceden
min{p1, ..., p,"%} — 1 tane latin kare bulabiliriz.

Boylece, eger n € 2 mod 4 ise, yani her p;i# 2
ise n-inci dereceden birbirine dik latin kareler bul-

mus oluruz.

Ama 7 =2 mod 4 ise de (ama n # 2 ya da 6)
birbirine dik z-inci dereceden latin kareler vardir.
Iste 7 = 10 iken birbirine dik iki latin kare:

4X 983275615 4X12789
23754X9816[3 16483592
§ 16 9X 45 327X 9873¢614
9814563 27X|25436178
X986132745|198761X45
72316 54X 9816359 2X7
54X 3276189 8729X 453
6 5427 189X 314X9271823%6
16 578 9X 4327 235X436¢61
372X 9 8165 416 3185 92X

PR R N N SRV O ot

A O L = 0w X N9 o

Onuncu dereceden birbirine dik iki latin kare;
10 yerine X yazdik.

Latin karelerin uygarhigimiza ve ginlik yasa-
mumiza katkilar1 coktur. Zaten bu kadar dogal bir
yapinin uygulamasinin olmamasi herhalde imkan-
sizdir. Yerimizin ve ilgimizin azhigindan latin kare-
lerin uygulamalarindan s6z etmeyecegiz. %
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Ortaokulda blok fliit grubundaydim. Lisede

kimya olimpiyatlar1 takiminda yer aldim. Co-
cuklugumda gazetelerdeki bulmacalarla bagla-
yan bilmece merakim liseden sonra cesitli kuliip-
lere iiye olarak devam etti. Ozellikle zeka oyun-
larina ve matematik ve mantik bulmacalarina
bityiik ilgim var. Turkiye Zeka Oyunlar: Kulabii
ve Turkiye Zeka Vakfi’na tiyeydim. Diizenli ola-
rak bu kurumlarin diizenledigi zeka oyunlari ya-
rigmalarina katildim. Bunun diginda dans etmeyi
cok severim. Doktora sirasinda “balo danslar1”
dersleri aldim. Daha sonra, Latin Amerikali ar-
kadaglarimin da etkisiyle Latin danslarina bagla-
dim. Ozellikle Merenge ve Salsa miizikleriyle
dans etmeyi severim. %
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