
Herhangi bir latin karenin

sütunlar›n›n yerlerini de¤ifltirirsek gene

bir latin kare elde ederiz elbette. ‹flte, latin kare ol-

ma özelli¤ini koruyan bu tür dönüflümlerden sözede-

ce¤iz bu yaz›da.

“Latin kare olma özelli¤ini koruyan dönüflüm-

ler”in matematiksel tan›m›n› yaz›n›n sonunda ve-

rece¤iz. Literatürde böyle bir tan›mda genel bir uz-

laflma olmad›¤›n› da hemen belirtelim.

Sütun ve S›ralar›n Permütasyonu. Bir latin ka-

renin sütunlar›n›n yerlerini de¤ifltirirsek gene bir

latin kare elde edece¤imiz çok bariz. Bu tür latin

kare özelli¤ini koruyan dönüflümlere latin dönüflü-

mü ad›n› verelim.

Latin dönüflümü kavram›n› biraz mu¤lak ver-

di¤imizin ay›rd›nday›z. Zaten yaz›m›z›n amaçla-

r›ndan biri de bu kavrama matematiksel bir içerik

kazand›rmak olacak.

E¤er derecemiz n ise, sütun de¤ifltiren latin dö-

nüflümlerinden tam n! tane vard›r, çünkü n sütunu

Sym(n)’nin elemanlar›yla tam n! de¤iflik biçimde

de¤ifltirebiliriz. Ayr›ca Id d›fl›nda hiçbir dönüflüm

bir latin kareyi sabitlemez, yani Id d›fl›nda her dö-

nüflüm her latin kareyi bir baflka latin kareye dö-

nüfltürür.

E¤er α ∈ Sym(n) ise, latin karenin n sütununu

α’ya uygun biçimde de¤ifltiren dönüflümüne kα ad›-

n› verelim. Bunlar›n kümesine de Kn ya da k›saca

K diyelim. Buradaki k ve K “kolon”un k’sidir.

S›ralar› de¤ifltirirsek de latin kare olma özelli¤i

bozulmaz. Sym(n) grubunun her eleman› her latin

kare için bu yöntemle ayr› bir latin dönüflümü verir.

E¤er β ∈ Sym(n) ise, latin karenin s›ralar›n› β’ya uy-

gun biçimde de¤ifltiren dönüflüme sβ diyelim. Bunla-

r›n kümesine de Sn ya da k›saca S diyelim. Burada-

ki s ve S de “s›ra”n›n s’sidir.

Her α, β ∈ Sym(n) için,

kα I sβ = sβ I kα
kα I kβ = kαβ
sα I sβ = sαβ
sId = kId = Id

eflitlikleri kolayca kan›tlanabilir. Bu hesaplardan

flu ç›kar: Bu s›ra ve sütun de¤ifltirme dönüflümleri-

nin birbirleriyle bileflkelerini al›p bunlar› bir latin

kareye uygularsak, bir latin kareden (n!)2 kadar la-

tin kare üretebiliriz. Hatta, iyimser bir günümüzde,

böylece tam (n!)2 tane latin kare üretece¤imizi

umabiliriz. Ama ne yaz›k ki bu (n!)2 latin karenin

baz›lar› eflit olabilirler. Örne¤in, yandaki

latin karenin önce birinci ve ikinci sütun-

lar›n›, sonra birinci ve ikinci s›ralar›n› de-
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Sym(n) Grubu
Daha sonraki yaz›lardan ba¤›ms›z olan bu

yaz›y› hakk›yla anlamak için Sym(n) grubunu bil-

mek gerekir. 2003-I say›m›zda (sayfa 26) bahset-

ti¤imiz Sym(n) grubunu (yaz›dan ba¤›ms›z görün-

mesi için) an›msatal›m.

{1, 2, ..., n} kümesinden gene {1, 2, ..., n} kü-

mesine giden birebir ve örten fonksiyonlara efl-

leflme ad› verilir. Bu eflleflmelerin kümesi Sym(n)

olarak gösterilir. Kolayca kan›tlanabilece¤i üze-

re Sym(n)’nin tam n! tane eleman› vard›r.

Sym(n)’nin elemanlar›n› göstermek için, ev-

rensel kabul görmüfl çok pratik bir yöntem var-

d›r. Bir örnekle aç›klayal›m: Sym(8)’in 1’i 2’ye,

2’yi 4’e, 4’ü tekrar 1’e, 3’ü 6’ya ve 6’y› tekrar 3’e

götüren ve di¤er say›lar› sabitleyen eflleflmesi,

(1 2 4)(3 6)

olarak yaz›l›r. Bir baflka örnek: Sym(5)’in

(1 2 3 4 5)

olarak gösterilen eleman›, 1’i 2’ye, 2’yi 3’e, 3’ü

4’e, 4’ü 5’e ve 5’i tekrar 1’e götürür. Sym(n)’nin

{1, 2, ..., n} kümesinin hiçbir eleman›n yerini de-

¤ifltirmeyen etkisiz eleman› Id olarak yaz›l›r.

‹ki eflleflmenin bileflkesi gene bir eflleflmedir.

Bu ifllem yüzünden Sym(n)’ye grup ad› verilir.

Örne¤in, (1 2)(3 4 5) eflleflmesiyle (2 3 4) efllefl-

mesinin bileflimi (1 2 4)(3 5)’tir. Bunu,

(1 2)(3 4 5)I(2 3 4) = (1 2 4)(3 5)

biçiminde gösteririz. Ama dikkat:

(2 3 4)I(1 2)(3 4 5) = (1 3 2)(4 5) ≠ (1 2 4)(3 5).
1 2
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¤ifl tokufl edersek, ayn› latin kareyi elde ederiz.

Afla¤›da buna baflka örnekler de görece¤iz.

Matematiksel deyiflle, Sym(n) × Sym(n) grubu-

nun, n dereceli latin kareler kümesi üzerine bir et-

kisi vard›r, ancak Sym(n) × Sym(n) grubunun bir-

den fazla eleman› bir latin kareyi sabitleyebilir.

K ve S’deki dönüflümlerin birbirleriyle türlü bi-

çimde bileflkelerini alarak elde edece¤imiz dönü-

flümler kümesine KS diyelim:

KS = {kα I sβ : α, β ∈ Sym(n)}

K, S ve KS kümeleri bileflke alt›nda kapal›d›r, yani

bu kümelerden al›nan herhangi iki dönüflümün bi-

leflkesi gene bu kümededir. Bu özellikleri yüzünden,

K, S ve KS kümelerine grup denir.

Sym(3) × Sym(3) (ya da K3S3) grubu-

nun yandaki üçüncü dereceden latin ka-

reye etkisini afla¤›daki tabloda bulacaks›-

n›z. Bu tabloda, üst s›radaki dönüflümler

sütunlar›, sol taraftaki dönüflümler s›ralar› etkiliyor.

Etkisiz dönüflümlerin etkileri (!) koyu griyle gösteril-

mifl: Görüldü¤ü gibi, k(123) I s(132) ve k(132) I s(123)

latin dönüflümleri bu latin kareyi etkilemiyor.

K3S3 grubunu yukardaki latin kareye uygula-

yarak, (3!)2/3, yani 12 tane latin kare ürettik,

üçüncü dereceden tüm latin kareleri.

(n!)2 tane eleman› olan KnSn grubunu n-inci

dereceden herhangi bir latin kareye uygulayarak en

fazla (n!)2 tane yeni latin kare elde ederiz elbette,

daha fazla de¤il.

(4!)2 = 576 eflitli¤inden ve dördüncü dereceden

tam 576 tane latin kare oldu¤undan (bkz. sayfa 9),

aynen n = 3 fl›kk›nda oldu¤u gibi, n = 4 için de,

K4S4 grubunun dönüflümlerini dördüncü derece-

den bir latin kareye uygulayarak, dördüncü derece-

den tüm latin kareleri elde etmeyi umabiliriz, hiç

olmazsa say›lar tutuyor (her ikisi de 576). Malesef

olmuyor: K4S4 grubunun k(12)(34) I s(12)(34) elema-

n›, yandaki latin kareyi sabitler. Biraz

grup teorisiyle, bu bilgiden, dördüncü

dereceden her latin karenin K4S4 gru-

bunun en az iki eleman› taraf›ndan

sabitlendi¤i ç›kar.

E¤er n ≥ 5 ise, latin kare say›s› (n!)2’den çok da-

ha büyük oldu¤undan, bu dönüflümlerle tüm n-inci

dereceden latin kareleri elde etme flans›m›z hiç yok.

Simetri. Baflka latin dönüflümü var m›? Yeni bir

tane daha bulmak pek o kadar zor de¤il: Karenin

s›ralar›n› sütun, sütunlar›n› s›ra yapabiliriz, yani

çapraza göre karenin simetrisini alabiliriz.

Bu dönüflüme τ ad›n› verelim. Ayr›ca T = {Id, τ}
olsun. T bir gruptur, çünkü τ I τ = Id ∈ T.

Her α, β ∈ Sym(n) için, kan›t› kolay olan,

kα I sβ I τ = τ I kβ I sα
eflitli¤inden, KnSn ile T gruplar›n›n elemanlar›n›n

türlü bileflkelerini alarak, toplam en fazla 2(n!)2 ta-

ne latin dönüflümü elde ederiz. ‹flte bu latin dönü-

flümleri:

{kα I sβ I τε : α, β ∈ Sym(n), ε ∈ {0, 1}}.

(Burada, τ0 = Id ve τ1 = τ anlam›na kullan›l›yor.)

Bileflke ifllemi alt›nda kapal› olan bu kümeye (dola-

y›s›yla gruba) KST ad›n› verelim.
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Düzgün Latin Kareler
Önce sütunlar›, sonra sat›rlar› de¤ifltirerek,

n-inci dereceden bir latin karenin ilk sütun ve s›-

ras›n›n yandaki gibi oldu¤unu

varsayabiliriz. Bu tür latin ka-

relere düzgün latin kare denir.

E¤er Ln, derecesi n olan latin

kare say›s›ysa ve Dn, derecesi

n olan düzgün latin kare say›s›ysa, o zaman,

Ln = n!(n−1)!Dn

eflitli¤ini kan›tlamak mümkündür. Daha yay›na

kabul edilmemifl bir makaleye göre,

Teorem [McW]. [n/2]! say›s› Dn’yi böler.

1 2 3 ... n
2
3

c

n

1 2 3

2 3 1

3 1 2

Id (12) (13) (23) (123) (132)

123 213 321 132 312 231
Id 231 321 132 213 123 312

312 132 213 321 231 123
231 321 132 213 123 312

(12) 123 213 321 132 312 231
312 132 213 321 231 123
312 132 213 321 231 123

(13) 231 321 132 213 123 312
123 213 321 132 312 231
123 213 321 132 312 231

(23) 312 132 213 321 231 123
231 321 132 213 123 312
312 132 213 321 231 123

(123) 123 213 321 132 312 231
231 321 132 213 123 312
231 321 132 213 123 312

(132) 312 132 213 321 231 123
123 213 321 132 312 231

1 2 3

2 1 4

3 4 1

4

3

2

124 3

1 2 3

4 3 1

3 4 5

4

5

2

2 5 4 1

5

2

1

3

5 1 2 3 4

1 4 3

2 3 4

3 1 5

2

5

4

4 5 2 1

5

1

2

3

5 2 1 3 4

τ



Döndürüler. Karenin 90 derecelik döndürüsü

de bir latin dönüflümüdür. Afla¤›da döndürüye bir

örnek görülüyor.

Ancak bu dön-

dürüyü daha önce ta-

n›mlad›¤›m›z dönü-

flümlerden elde ede-

biliriz, yani bu dön-

dürü yukarda tan›m-

lanan KST grubundad›r. Afla¤›daki flekildeki gibi,

kareye önce τ simetrisini uygulayal›m. Sonra birin-

ci ve n-inci sütunlar›, ikinci ve (n−1)-inci sütunlar›

vs de¤ifltirelim. Aynen 90 derecelik döndürüyü el-

de ederiz. Yani 90 derecelik döndürü,

k(1 n)(2 n−1) ... I τ
dönüflümüdür.

Yukardaki latin dönüflümleri geometrikti, yani

geometri kullan›larak tan›mlanm›fllard›. fiimdi biraz

daha kombinatorik dönüflümler tan›mlayaca¤›z.

Say›lar›n Permütasyonu. Daha baflka latin dö-

nüflümleri de var. Hem de çok var: Herhangi bir la-

tin karede, sözgelimi, tüm 1’leri 2, tüm 2’leri 3 ve

tüm 3’leri 1 yaparsak gene bir latin kare elde ede-

riz. Genel olarak, {1, 2, ..., n} kümesinin her per-

mütasyonu, yani Sym(n) grubunun her eleman›, bu

yöntemle bir latin dönüflümü verir. Bunlardan da

elbette tam n! tane vard›r.

E¤er α ∈ Sym(n) ise, n-inci dereceden bir latin

karenin her i say›s›n› α(i) say›s› yapan latin dönü-

flümüne pα olarak gösterelim. Elbette,

pα I pβ = pαβ.

pα latin dönüflümlerinin kümesine de P diyelim:

P = {pα : α ∈ Sym(n)}.

P bir gruptur elbet. Buradaki p ve P, permütasyo-

nun p’sidir.

Baz› latin karelerde, baz› pα dönüflümleri daha

önce buldu¤umuz KST grubunda olabilirler. Örne-

¤in, p(123) dönüflümünü

soldaki latin kareye uy-

gularsak k(132) dönüflü-

münün etkisini buluruz.

P grubunun n! latin dönüflümüyle KST grubu-

nun (en fazla 2(n!)2 olan) latin dönüflümlerinin çeflit-

li bileflkelerini alarak, daha birçok latin dönüflümü

buluruz. Bu yöntemle en fazla 2(n!)3 tane latin dönü-

flümü elde ederiz, çünkü, her α, β ∈ Sym(n) için,

sα I pβ = pβ I sα
kα I pβ = pβ I kα
τ I pβ = pβ I τ

eflitlikleri geçerlidir. Bu eflitlikler daha öncekiler

kadar bariz de¤il. Birazdan latin dönüflümlerini

baflka türlü görerek (yani bak›fl aç›s› de¤ifltirerek)

yukardaki eflitlikleri bariz bir hale getirece¤iz.

Latin Kümeler. Baflka latin dönüflümler var

m›? Evet var! Ama bunlar› tan›mlamadan önce la-

tin kareleri baflka türlü görmesini ö¤renelim.

L bir latin kare olsun. L′ kümesi-

ni flöyle tan›mlayal›m: L′ = {(i, j, k) :

L’nin i-inci s›ras›nda ve j-inci sütu-

nunda k say›s› var}. Örne¤in, e¤er L

yandaki latin kareyse, o zaman,

L′ = {(1, 1, 1), (1, 2, 2), (1, 3, 3),

(2, 1, 2), (2, 2, 3), (2, 3, 1),

(3, 1, 3), (3, 2, 1), (3, 3, 2)}.

Her L latin karesi bu yöntemle,

{1, 2, ..., n}3

kümesinin bir L′ altkümesini verir. Latin kareler-

den bu yöntemle elde edilen L′ altkümeleri flu üç

özelli¤i sa¤larlar:

1. Her i ve j için, (i, j, k) ∈ L′ iliflkisini sa¤layan

bir ve sadece bir tane k vard›r. (Yani her (i, j) hüc-

resine bir ve sadece bir tane k say›s› yazabiliriz.)

2. Her i ve k için, (i, j, k) ∈ L′ iliflkisini sa¤layan

bir ve sadece bir tane j vard›r. (Yani her i-inci s›raya

her k say›s› bir ve sadece bir kez yaz›lm›fl olmal›.)

3. Her j ve k için, (i, j, k) ∈ L′ iliflkisini sa¤layan

bir ve sadece bir tane i vard›r. (Yani her j-inci sütuna

her k say›s› bir ve sadece bir kez yaz›lm›fl olmal›.)

{1, 2, ..., n}3 kümesinin yukardaki özellikleri

sa¤layan altkümelerine latin kümeleri ad›n› verelim.

Demek ki her latin kare bir latin kümesi do¤urur.

Bunun tersi de do¤rudur: Her latin kümesi bir L la-

tin karesi için L′ latin kümesine eflittir. Bir baflka de-

yiflle, latin karelerle latin kümeleri aras›nda kavram

olarak önemli bir ayr›m yoktur; biri di¤erine

“denk”tir.

Dikkat ettiyseniz latin kümelerin tan›m›nda üç

koordinat aras›nda ayr›m yok: Tan›mda i, j ve k’nin

yerlerini de¤ifltirirsek gene ayn› kavram› elde ederiz.
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Latin Dönüflümleri. Art›k, tam matematiksel

olarak tan›mlamad›¤›m›z “latin kare olma özelli¤i-

ni koruyan dönüflümleri” bulmak yerine, “latin

kümesi olma özelli¤ini koruyan dönüflümleri” bu-

labiliriz. “Latin kümesi olma özelli¤ini koruyan

dönüflümler”le neyi kastetti¤imizi aç›klayal›m. (En

sonunda matematiksellefliyoruz!)

E¤er {1, 2, ..., n}3 kümesinin bir σ eflleflmesi,

her L′ ⊆ {1, 2, ..., n}3 latin kümesini gene bir latin

kümesine yolluyorsa, o zaman σ eflleflmesine n-inci

dereceden latin dönüflümü diyelim. (Eski “tan›m›”

unutal›m!) Her latin dönüflümü latin kare olma

özelli¤ini koruyan bir dönüflüm do¤urur elbette.

Sym(n) grubu, {1, 2, ..., n}3 kümesinin her ko-

ordinat›n› ayr› ayr› ve tahmin edilece¤i gibi dö-

nüfltürür ve böylece Sym(n)3 grubunun her elema-

n›, {1, 2, ..., n}3 kümesinin flöyle tan›mlanm›fl bir

latin dönüflümünü do¤urur: E¤er α, β, γ ∈ Sym(n)

ve (i, j, k) ∈ {1, 2, ..., n}3 ise,

(α, β, γ)(i, j, k) = (α(i), β(j), γ(k)).

Bu yolla, Sym(n)3 grubunun her eleman› bir latin

dönüflümüne yol açar.

Bir latin kümede, üç koordinat aras›nda bir ay-

r›m olmad›¤›ndan, {1, 2, ..., n}3 kümesinin üç ko-

ordinat›n› Sym(3) grubunun yard›m›yla de¤ifltir-

mek de latin dönüflümleri verir. Böylece 3!, yani 6

latin dönüflümü daha bulmufl oluruz.

Böylece toplam 6(n!)3 tane latin dönüflümü el-

de ederiz, yukarda buldu¤umuzun üç kat›!

fiimdi de, daha önce tan›mlad›¤›m›z K, S, T, P

gruplar›n›n {1, 2, ..., n}3 kümesinin hangi dönü-

flümlerine tekabül ettiklerini bulal›m. α ∈ Sym(n)

ise, latin karelerin sα, kα, τ ve pα dönüflümleri s›ra-

s›yla {1, 2, ..., n}3 kümesinin

sα(i, j, k) = (α(i), j, k) = (α, Id, Id)(i, j, k)

kβ(i, j, k) = (i, β(j), k) = (Id, β, Id)(i, j, k)

τ(i, j, k) = (j, i, k)

pγ(i, j, k) = (i, j, α(k)) = (Id, Id, γ)(i, j, k)

dönüflümlerine tekabül ederler. Bunlar›n d›fl›nda,

örne¤in,

σ(i, j, k) = (i, k, j)

dönüflümü de vard›r. Bu σ dönüflümü, latin kareler-

de flu dönüflüme tekabül eder: L bir latin kareyse ve

L’nin (i, j) hücresinde k varsa, σL’nin (i, k) hücre-

sinde j olsun.

Soru. Yukarda, 6(n!)3 tane latin dönüflümü

bulduk. Daha fazla var m›d›r?

Bu sorunun yan›t›n› baflvurdu¤umuz birkaç

uzman›n da bilmedi¤ini belirtelim. Ama yan›t çok

zor olmamal›. ♣
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Anlayana: Buldu¤umuz latin dönüflümler grubu,

Sym(n)3 Ù Sym(3) grubuyla eflyap›sald›r. σ ve τ
dönüflümleri Sym(3) grubunu gerer.

1 2 3

4 1 2

3 4 1

4

3

2
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1 2 3

2 1 4

3 4 1

4

3

2

124 3

Bu iki latin kareden biri, yukarda buldu¤umuz latin dönüflüm-
leri di¤erine uygulanarak elde edilmez. Ama 4’üncü derece-
den her latin kare bu ikisinden birine latin dönüflümleri uygu-
lanarak elde edilebilir.

Simetrisiz Latin Kareler
Sym(n)3 Ù Sym(3) grubunun Id d›fl›nda hiç-

bir eleman› taraf›ndan sabitlenmeyen latin karele-

re simetrisiz latin kare denir. Beflinci dereceye ka-

dar simetrisiz latin kare olmad›¤›n› gördük. Be-

flinci ve alt›nc› dereceden de olamaz çünkü,

6×(5!)3 = 10.368.000 > 161.280

6×(6!)3 = 2.239.488.000 > 812.851.200

(sa¤daki say›lar 5’inci ve 6’nc› dereceden latin

kare say›s›d›r.) Ayn› eflitsizlik 7 için geçerli ol-

mad›¤›ndan yedinci dereceden simetrisiz bir la-

tin kare olabilir. Nitekim var da! Afla¤›da 7’nci

dereceden simetrisiz bir latin kare görüyorsunuz

[Nor].

Henüz yay›na kabul edilmemifl bir makale-

lerinde (haberler MD’ye çabuk ulafl›r!), Brendan

D. McKay ve Ian M. Wanless simetrili latin ka-

relerin tüm latin karelere oran›n›n n sonsuza gi-

derken 0 oldu¤unu kan›tlad›, yani latin karele-

rin “büyük ço¤unlu¤u”nun simetrisi yoktur.

McKay ve Wanless, oran›n

den küçük oldu¤unu kan›tlad›lar.

1 2 3 4 5 6 7

2 7 5 3 6 4 1

3 1 7 6 4 5 2

4 6 1 5 2 7 3

5 3 6 1 7 2 4

6 4 2 7 1 3 5

7 5 4 2 3 1 6


