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Herhangi bir latin karenin
sutunlarmnin yerlerini degistirirsek gene

bir latin kare elde ederiz elbette. Iste, latin kare ol-
ma Ozelligini koruyan bu tiir doniigiimlerden sozede-
cegiz bu yazida.

“Latin kare olma 6zelligini koruyan déntstim-
ler”in matematiksel tanimini yazinin sonunda ve-
recegiz. Literatirde boyle bir tanimda genel bir uz-
lagma olmadigini da hemen belirtelim.

Sym(») Grubu

Daha sonraki yazilardan bagimsiz olan bu
yaziy1 hakkiyla anlamak i¢in Sym(7) grubunu bil-
mek gerekir. 2003-I sayimizda (sayfa 26) bahset-
tigimiz Sym(z) grubunu (yazidan bagimsiz gorin-
mesi i¢in) animsatalim.

{1, 2, ..., n} kiimesinden gene {1, 2, ..., n} kii-
mesine giden birebir ve 6rten fonksiyonlara es-
lesme adi verilir. Bu eslesmelerin kiimesi Sym(#)
olarak gosterilir. Kolayca kanitlanabilecegi tize-
re Sym(n)’nin tam 7! tane elemani vardir.

Sym(#n)’nin elemanlarini gostermek igin, ev-
rensel kabul gormius ¢cok pratik bir yontem var-
dir. Bir ornekle acgiklayalim: Sym(8)’in 1’i 2’ye,
2’yi 4, 4’1 tekrar 1’e, 3’ti 6’ya ve 6°y1 tekrar 3’e
gotiiren ve diger sayilari sabitleyen eslesmesi,

(124)36)
olarak yazilir. Bir bagka 6rnek: Sym(5)’in
(12345)
olarak gosterilen elemani, 1’1 2’ye, 2’yi 3’e, 3’0
4e, 4t S’ ve 5’1 tekrar 1’e goturiir. Sym(#n)’nin
{1, 2, ..., n} kiimesinin higbir elemanin yerini de-
gistirmeyen etkisiz elemam 1d olarak yazilir.

Iki eslesmenin bileskesi gene bir eslesmedir.
Bu islem yiizinden Sym(n)’ye grup adi verilir.
Ornegin, (1 2)(3 4 5) eslesmesiyle (2 3 4) esles-
mesinin bilesimi (1 2 4)(3 5)’tir. Bunu,

(12)(345)11234)=(124)3Y9)
biciminde gosteririz. Ama dikkat:
(234)1(12)(345)=(132)(45)=(124)3)3).
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Siitun ve Siralarin Permiitasyonu. Bir latin ka-
renin sttunlarinin yerlerini degistirirsek gene bir
latin kare elde edecegimiz ¢ok bariz. Bu tiir latin
kare ozelligini koruyan donustumlere latin doniisii-
mii adin1 verelim.

Latin doniigimu kavramini biraz muglak ver-
digimizin ayirdindayiz. Zaten yazimizin amagla-
rindan biri de bu kavrama matematiksel bir igerik
kazandirmak olacak.

Eger derecemiz 7 ise, stitun degistiren latin do-
nusiimlerinden tam #! tane vardir, ¢iinki 7 stitunu
Sym(n)’nin elemanlariyla tam 7! degisik bicimde
degistirebiliriz. Ayrica Id disinda hi¢bir dontisiim
bir latin kareyi sabitlemez, yani Id diginda her do-
nusim her latin kareyi bir bagka latin kareye do-
nustirur.

Eger a. € Sym(n) ise, latin karenin # siitununu
a’ya uygun bicimde degistiren doniistimiine k, adi-
nt verelim. Bunlarin kiimesine de K,, ya da kisaca
K diyelim. Buradaki k ve K “kolon”un k’sidir.

Siralar1 degistirirsek de latin kare olma ozelligi
bozulmaz. Sym(#) grubunun her elemani her latin
kare i¢in bu yontemle ayr1 bir latin dontigiimii verir.
Eger B € Sym(n) ise, latin karenin siralarini B’ya uy-
gun bicimde degistiren doniisiime sg diyelim. Bunla-
rin kiimesine de S,, ya da kisaca S diyelim. Burada-
ki s ve S de “sira”nin s’sidir.

Her o, B € Sym(n) icin,

ko Vs =sp 1 Ry

S
S b sp=$p
Sid = kId = Id

esitlikleri kolayca kanitlanabilir. Bu hesaplardan
su ¢ikar: Bu sira ve stitun degistirme doniigiimleri-
nin birbirleriyle bileskelerini alip bunlari bir latin
kareye uygularsak, bir latin kareden (!)% kadar la-
tin kare tretebiliriz. Hatta, iyimser bir glinumuzde,
boylece tam (n!)? tane latin kare iiretecegimizi
umabiliriz. Ama ne yazik ki bu (7!)2 latin karenin

bazilari esit olabilirler. Ornegin, yandaki 12
latin karenin once birinci ve ikinci sttun-

C e e . 211
larini, sonra birinci ve ikinci siralarimi de-
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gis tokus edersek, ayni latin kareyi elde ederiz.
Asagida buna baska ornekler de gorecegiz.
Matematiksel deyisle, Sym(#) x Sym(n) grubu-
nun, 7z dereceli latin kareler kiimesi iizerine bir et-
kisi vardir, ancak Sym(#n) x Sym(#) grubunun bir-
den fazla eleman: bir latin kareyi sabitleyebilir.

Diizgiin Latin Kareler
Once siitunlari, sonra satirlar1 degistirerek,
n-inci dereceden bir latin karenin ilk siitun ve si-

rasinin yandaki gibi oldugunu

1123 n

2 varsayabiliriz. Bu tiir latin ka-
> relere diizgiin latin kare denir.
Z Eger L, derecesi 7 olan latin

kare sayistysa ve D,,, derecesi
n olan diizgiin latin kare sayisiysa, o zaman,
L, =n!(n-1)!D,,
esitligini kanitlamak mumkiindiir. Daha yayina
kabul edilmemis bir makaleye gore,
Teorem [McW]. [#/2]! sayist D,yi boler.

K ve S$’deki doniigimlerin birbirleriyle tiirli bi-
¢imde bilegkelerini alarak elde edecegimiz dont-
sumler kiimesine KS diyelim:

KS = {ky 1 sp: 0, B € Sym(n)}
K, S ve KS kiimeleri bilegske altinda kapalidir, yani
bu kiimelerden alinan herhangi iki déntigtimin bi-
leskesi gene bu kiimededir. Bu ozellikleri yiiziinden,
K, S ve KS kumelerine grup denir.
Sym(3) x Sym(3) (ya da K3S3) grubu-

213 | nun yandaki tigiincii dereceden latin ka-
; reye etkisini agagidaki tabloda bulacaksi-
1

niz. Bu tabloda, iist siradaki dontisimler
sttunlari, sol taraftaki dontigiimler siralari etkiliyor.
Etkisiz donugimlerin etkileri (!) koyu griyle gosteril-
mis: Gortildigi gibi, k(123) 15132 ve R(132) 15123
latin déntgtimleri bu latin kareyi etkilemiyor.

d 12y [ 13) | 23) | (123) ] (132)

123 | 213 | 321 | 132 | 312 | 231

Id 231 | 321 | 132 | 213 | 123 | 312

312 | 132 | 213 | 321 | 231 | 123

231 | 321 | 132 | 213 | 123 | 312

(12) 123 | 213 | 321 | 132 | 312 | 231
312 | 132 | 213 | 321 | 231 | 123

312 | 132 | 213 | 321 | 231 | 123

(13) 231 | 321 | 132 | 213 | 123 | 312
123 | 213 | 321 | 132 | 312 | 231

123 | 213 | 321 | 132 | 312 | 231

(23) 312 | 132 | 213 | 321 | 231 | 123
231 | 321 | 132 | 213 | 123 | 312

312 | 132 | 213 | 321 | 231 | 123

(123) 123 | 213 | 321 | 132 | 312 | 231
231 | 321 | 132 | 213 | 123 | 312

231 | 321 | 132 | 213 | 123 | 312

(132) 312 | 132 | 213 | 321 | 231 | 123
123 | 213 | 321 | 132 | 312 | 231
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K383 grubunu yukardaki latin kareye uygula-
yarak, (3!)2/3, yani 12 tane latin kare iirettik,
ticiinct dereceden tiim latin kareleri.

(n!)? tane elemani olan K,S, grubunu #n-inci
dereceden herhangi bir latin kareye uygulayarak en
fazla (n!)? tane yeni latin kare elde ederiz elbette,
daha fazla degil.

(41)2 = 576 esitliginden ve dordiincii dereceden
tam 576 tane latin kare oldugundan (bkz. sayfa 9),
aynen n = 3 sikkinda oldugu gibi, 7 = 4 icin de,
K4S4 grubunun dontisiimlerini dérdiincti derece-
den bir latin kareye uygulayarak, dordiincti derece-
den tiim latin kareleri elde etmeyi umabiliriz, hi¢
olmazsa sayilar tutuyor (her ikisi de 576). Malesef
olmuyor: K484 grubunun k13y34) 1 5(12)(34) elema-

ni1, yandaki latin kareyi sabitler. Biraz

.. - g . | 112]3]4
grup teorisiyle, bu bilgiden, dordiincii STiTal3]
dereceden her latin karenin K4Sy gru- 7,777,
bunun en az iki elemam tarafindan [43[2]1

sabitlendigi cikar.

Eger 1 > 5 ise, latin kare sayisi (n!)2’den ¢ok da-
ha buyiik oldugundan, bu dontisiimlerle tiim 7-inci
dereceden latin kareleri elde etme sansimiz hig yok.

Simetri. Bagka latin doniigiimti var mi1? Yeni bir
tane daha bulmak pek o kadar zor degil: Karenin
siralarini siitun, sttunlarini sira yapabiliriz, yani
capraza gore karenin simetrisini alabiliriz.

T
’/11\ 203145 114325
4‘“3x 1|52 203451
304 (5|21 301 (5 [4|2
2(5 413 40520113
S| (23 |4, 512|134

Bu doniisiime T adini verelim. Ayrica T = {Id, 1}
olsun. T bir gruptur, ¢inkut Il t=1Id € T.

Her o, B € Sym(#n) igin, kanit1 kolay olan,

ko Vsglt=11kgls,

esitliginden, K,,S, ile T gruplarinin elemanlarinin
tiirlii bileskelerini alarak, toplam en fazla 2(r!)? ta-
ne latin doniisiimii elde ederiz. Iste bu latin dénii-
sumleri:

{kq 1'sg 1 1%:a, B e Sym(n), & € {0, 1}}.
(Burada, 10 = Id ve t! = t anlamma kullaniliyor.)
Bilegke islemi altinda kapali olan bu kiimeye (dola-
yisiyla gruba) KST adini verelim.
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Dondiiriiler. Karenin 90 derecelik dondirisi
de bir latin dontsimiidir. Asagida dondiruye bir
ornek gortliiyor.

Ancak bu don-

ﬁz 3T4]51[5121314]1] dirtiyt daha once ta-
4|3|1[5[2]|1]5][4]3]2] nimladigimiz doni-
314151211 112141511131 giimlerden elde ede-
2541331254b.1.. i bu dén-
sTi2 514413 1 2 5| biliriz, yani bu don

diirt yukarda tanim-
lanan KST grubundadir. Asagidaki sekildeki gibi,
kareye Once t simetrisini uygulayalim. Sonra birin-
ci ve n-inci siitunlari, ikinci ve (z—1)-inci siitunlar
vs degistirelim. Aynen 90 derecelik dondiiriiyt el-
de ederiz. Yani 90 derecelik dondiiri,

Rt m@2n-1y.. 11

dontsumudur.
0N
21345 114(13[2]5 512[3]4]1
4 1152 2(3(4(5|1 1(5|14)3[2
3|4 211 3115|142 214|15[1]3
21514 3 4(512]1[3 311(2[5]4
S[112]3 S1211]3|4 413|125

Yukardaki latin doniigimleri geometrikti, yani
geometri kullanilarak tanimlanmiglardi. Simdi biraz
daha kombinatorik dontisimler tanimlayacagiz.

Sayilarin Permiitasyonu. Daha bagka latin do-
niisiimleri de var. Hem de ¢ok var: Herhangi bir la-
tin karede, sozgelimi, tim 1’leri 2, tiim 2’leri 3 ve
tum 3’leri 1 yaparsak gene bir latin kare elde ede-
riz. Genel olarak, {1, 2, ..., n} kiimesinin her per-
miitasyonu, yani Sym(#n) grubunun her elemani, bu
yontemle bir latin doniigiimii verir. Bunlardan da
elbette tam 7! tane vardir.

Eger o € Sym(n) ise, n-inci dereceden bir latin
karenin her i sayisin1 o(i) sayisi yapan latin donii-
stimiine p, olarak gosterelim. Elbette,

Pal pB = pocB'
P latin doniisiimlerinin kiimesine de P diyelim:
P={p, :a e Sym(n)}.
P bir gruptur elbet. Buradaki p ve P, permiitasyo-
nun p’sidir.

Bazi latin karelerde, bazi p, dontisimleri daha

once buldugumuz KST grubunda olabilirler. Orne-

gin dontustimini
R > 13 11 gin, P123) $

soldaki latin kareye uy-

213! 3| 1|2 | gularsak R(132y doniisii-

30112 1|2 |3 | minin etkisini buluruz.

P grubunun #! latin doniisiimiiyle KST grubu-
nun (en fazla 2(n!)? olan) latin déniisiimlerinin gesit-
li bileskelerini alarak, daha bircok latin doniigiimii
buluruz. Bu yontemle en fazla 2(7!)3 tane latin donii-
stimii elde ederiz, ciinkii, her a, B € Sym(n) icin,

sa Vg =0p 1 sy
ka | pB = pB | kot
thpg=ppglr
esitlikleri gegerlidir. Bu esitlikler daha oncekiler
kadar bariz degil. Birazdan latin donusiimlerini
bagka tiirlii gorerek (yani bakig agisi degistirerek)
yukardaki esitlikleri bariz bir hale getirecegiz.

Latin Kiimeler. Bagka latin donusiimler var
mi? Evet var! Ama bunlari tanimlamadan once la-
tin kareleri bagka tiirli gormesini 6grenelim.

L bir latin kare olsun. L’ kiimesi-

L L 1(12(3
ni soyle tanimlayalim: L' = {(i, j, k) :

L o 203 (1
L’nin #-inci sirasinda ve j-inci sttu-
nunda k sayisi var}. Ornegin, eger L | 3 | 1 |2

yandaki latin kareyse, 0 zaman,
L'={1,1,1),(1,2,2),(1, 3, 3),
(2,1,2),(2,2,3), (2,3, 1),
(3,1, 3), (3,2, 1), (3, 3, 2)}.
Her L latin karesi bu yontemle,
1,2, ..., n)3
kiimesinin bir L’ altkiimesini verir. Latin kareler-
den bu yontemle elde edilen L’ altkiimeleri su ti¢
ozelligi saglarlar:

1. Her i ve j i¢in, (4, j, k) € L' iligkisini saglayan
bir ve sadece bir tane k vardir. (Yani her (i, j) hiic-
resine bir ve sadece bir tane k sayis1 yazabiliriz.)

2. Her i ve k igin, (i, j, k) e L' iligkisini saglayan
bir ve sadece bir tane j vardir. (Yani her i-inci siraya
her k sayisi bir ve sadece bir kez yazilmig olmali.)

3. Herj ve k i¢in, (i, j, k) € L' iligkisini saglayan
bir ve sadece bir tane 7 vardir. (Yani her j-inci siituna
her k sayis1 bir ve sadece bir kez yazilmis olmali.)

{1, 2, ..., n}3 kiimesinin yukardaki o6zellikleri
saglayan altkiimelerine latin kiimeleri adini verelim.
Demek ki her latin kare bir latin kiimesi dogurur.
Bunun tersi de dogrudur: Her latin kiimesi bir L la-
tin karesi i¢in L’ latin kiimesine esittir. Bir baska de-
yisle, latin karelerle latin kiimeleri arasinda kavram
olarak onemli bir ayrim yoktur; biri digerine
“denk”tir.

Dikkat ettiyseniz latin kiimelerin taniminda tig
koordinat arasinda ayrim yok: Tanimda i, j ve k’nin
yerlerini degistirirsek gene ayni kavrami elde ederiz.
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Latin Doniigtimleri. Artik, tam matematiksel
olarak tanimlamadigimiz “latin kare olma ozelligi-
ni koruyan dontgumleri” bulmak yerine, “latin
kiimesi olma 6zelligini koruyan dontisiimleri” bu-
labiliriz. “Latin kiimesi olma 6zelligini koruyan
donusiimler”le neyi kastettigimizi agiklayalim. (En
sonunda matematiksellesiyoruz!)

Eger {1, 2, ..., n}3 kiimesinin bir ¢ eslesmesi,
her L' {1, 2, ..., n}3 latin kiimesini gene bir latin
kiimesine yolluyorsa, o zaman ¢ eglesmesine n-inci
dereceden latin doniistimii diyelim. (Eski “tanimi1”
unutalim!) Her latin dontisimi latin kare olma
ozelligini koruyan bir dontigim dogurur elbette.

Sym(n) grubu, {1, 2, ..., 7}3 kiimesinin her ko-
ordinatini ayri ayri ve tahmin edilecegi gibi do-
niistiiriir ve boylece Sym(n)3 grubunun her elema-
n, {1, 2, ..., n}3 kiimesinin sdyle tanimlanmis bir
latin dontstimiuni dogurur: Eger o, B, y € Sym(#n)
ve (i, 7, k) € {1, 2, ..., n}3 ise,

(0, By 1)l > k) = (uli), B, (k).

Bu yolla, Sym(#)3 grubunun her elemani bir latin

dontsiimiine yol agar.

Bir latin kiimede, ti¢ koordinat arasinda bir ay-
rim olmadigindan, {1, 2, ..., #}3 kiimesinin ii¢ ko-
ordinatint Sym(3) grubunun yardimiyla degistir-
mek de latin donusiimleri verir. Boylece 3!, yani 6
latin dontigiimii daha bulmug oluruz.

Boylece toplam 6(7!)3 tane latin doniisiimii el-
de ederiz, yukarda buldugumuzun ti¢ kat1!

Simdi de, daha once tanimladigimiz K, S, T, P
gruplarmmn {1, 2, ..., #}3 kiimesinin hangi dénii-
sumlerine tekabul ettiklerini bulalim. o € Sym(#n)
ise, latin karelerin s, k, T ve p, doniisimleri sira-
styla {1, 2, ..., #}3 kiimesinin

Sls j k) = (i), j, k) = (o, Id, 1d)(3, /, k)
kgl j» k) = (i, B, &) = (1d, B, 1d)G, j, &)
iy j, k) = (j, 1, k)

b jy k) = (i, J, k) = (1d, 1d, 1), , &)

dontsiimlerine tekabiil ederler. Bunlarin disinda,

Ornegin,

oliy j, k) = (i, k, j)
dontisimi de vardir. Bu 6 doniisgimu, latin kareler-
de su doniigime tekabiil eder: L bir latin kareyse ve
L’nin (i, j) htucresinde k varsa, cL’nin (i, k) hiicre-
sinde j olsun.

Anlayana: Buldugumuz latin doniisiimler grubu,
Sym(n)3 U Sym(3) grubuyla esyapisaldir. c ve t

doniigimleri Sym(3) grubunu gerer.

Soru. Yukarda, 6(n!)3 tane latin doniisiimii
bulduk. Daha fazla var midir?

Bu sorunun yanitini bagvurdugumuz birkag
uzmanin da bilmedigini belirtelim. Ama yanit cok
zor olmamali. &

1(2 (3|4 1123 |4
411123 2114 |3
3141112 314112
213141 41312 |1

Bu iki latin kareden biri, yukarda buldugumuz latin donisim-
leri digerine uygulanarak elde edilmez. Ama 4’linci derece-
den her latin kare bu ikisinden birine latin donlsimleri uygu-
lanarak elde edilebilir.

Simetrisiz Latin Kareler
Sym(n)3 U Sym(3) grubunun Id diginda hig-

bir elemani tarafindan sabitlenmeyen latin karele-
re simetrisiz latin kare denir. Besinci dereceye ka-
dar simetrisiz latin kare olmadigimi gordiik. Be-
sinci ve altina1 dereceden de olamaz ciinkii,

6x(5!)3 = 10.368.000 > 161.280

6x(6!)3 =2.239.488.000 > 812.851.200
(sagdaki sayilar 5’inci ve 6’nci dereceden latin
kare sayisidir.) Aymi esitsizlik 7 icin gegerli ol-
madigindan yedinci dereceden simetrisiz bir la-
tin kare olabilir. Nitekim var da! Asagida 7’nci
dereceden simetrisiz bir latin kare goriiyorsunuz
[Nor].

1234567
2753641
3176452
4615273
5361724
6427135
7542316

Hentiz yayina kabul edilmemis bir makale-
lerinde (haberler MD’ye ¢abuk ulasir!), Brendan
D. McKay ve Ian M. Wanless simetrili latin ka-
relerin tim latin karelere oraninin # sonsuza gi-
derken 0 oldugunu kanitladi, yani latin karele-
rin “biyik cogunlugu”nun simetrisi yoktur.
McKay ve Wanless, oranin

—3n? [8+0(n?)
n

den kiiciik oldugunu kanitladilar.
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