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v ¢ocugun bulundugu bir
anaokulunda 6gretmen ¢ocuklara aymi
anda k cocugun oynayabilecegi bir oyun oynat-
mak istiyor. Oyunun oynanabilmesi i¢in ¢ocuk sa-
yisinin, yani v’nin k’den biiyiikesit olmasi gerekir
elbet. Her cocugu memnun etmek i¢in oyun birkag
kez oynanabilir, ancak iki kosul var:

1) Herhangi iki ¢ocugun ayni oyunda bulun-
duklar1 oyun sayisi esit olmali, diyelim A, ve

2) Ayni k ¢ocuk ayni oyunu birlikte iki kez oy-
namamali.

Bu miimkiin midir?

v = k ise, tek bir ¢oztim var: Biitiin ¢ocuklar ay-
n1 anda oyunu oynarlar. Bu durumda A = 1’dir.

Eger oyun iki kisi arasinda oynaniyorsa, yani k
= 2 ise, gene bir tek ¢oziim var: Her cocugu her co-
cukla oynatmak zorundayiz. Boylece her cocuk
oyunu v — 1 kez oynar ve oyun toplam v(v—1)/2
kez oynanir. Herhangi iki ¢cocuk birbiriyle sadece
bir kez oynadigindan A = 1’dir.

Eger k = 3 ise analiz zorlagiyor. Olas: tiim 3 ki-
silik ekipleri kurarak, oyunu toplam

[UJ v(v-1)(r-2)
3)° 6

kez oynatabiliriz ve boylece probleme bir ¢6ztim el-
de ederiz. Bu durumda, iki ¢ocugun yanina oyun
arkadagi olarak geri kalan v — 2 cocugun her biri te-
ker teker geleceginden, iki ¢ocuk ayni oyunda v — 2
kez birlikte olurlar, yani A = v — 2°dir. Ayrica her

¢ocuk oyunu
v=1} (w-1)(v-2)
[ 2 J: 2

kez oynar. Ancak oynanmasi gereken oyun sayisi
¢ok fazla oldugundan bu ¢oziim uygulamada ise
yaramayabilir. Ornegin cocuk sayis1 7 ise oyunun
toplam 35 kez oynanmasi gerekir, ki her oyun 15
dakika siirse, bu, nerdeyse 9 saat eder. Daha eko-
nomik bagka bir ¢6ztim var mi?

Eger v = 7 ise var! Cocuklara A, B, C, D, E, F,
G diye ad verip oyunlar:1 soyle oynatalim:

*  Auburn Universitesi Matematik Boliimii doktora égrencisi.
** Kog Universitesi Matematik Boliimii 6gretim iiyesi.
Bu yazi i¢in [And], [CV] ve [AK]’den yararlanilmistir.
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ABC, CDE, EFA, AGD, CGF, EGB, BDF.
Boylece herhangi iki ¢cocuk oyunu birlikte sadece
bir kez oynar, yani A = 1 olur. Ayrica her ¢ocuk
oyunu 3 kez oynar ve oynanan toplam oyun sayist
da sadece 7°dir. Asagida, solda, bu durumu ge-
ometrik olarak gosteren bir ¢izim goriiyorsunuz,
bunun saginda da bu geometrik ¢oziime cebirsel
bir tad veren degisik bir adlandirma usulii.
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Kuram. Cocuklarin kiimesine S diyelim. $’nin
eleman sayisi v olsun. Oyunu oynayacak her k ¢o-
cuk kiimesine blok, bloklarin kiimesine de B diye-
lim. Tlging olmayan durumu ekarte etmek igin v >
k varsayimini yapalim. Eger S’deki her eleman cif-
ti tam tamina A blokta yer aliyorsa, o zaman (S, B)
ciftine 2-(v, k, L) tasarimz adi verilir. Daha genel
olarak, eger S’nin her ¢ elemanli altkiimesi tam ta-
mina A blokta yer aliyorsa, B’ye (v, k, A) tasari-
mu adi verilir.

Tarih. Tasarimlar konusu ¢ok eskiye daya-
nir. Gegmiste, daha cok amatér matematikgi
olan asker ve din adamlarinin ilgi duydugu bir
dal olmustur. Ornegin, 1844°te daha ¢cok mate-
matik Ogrencilerini eglendirerek egitmek icin
Amerika’da Rhode Island’da yillik ¢ikan Lady’s
and Gentelman’s Diary’de, derginin editori ve
amator matematik¢i papaz Wesley Woolhouse
su 6dulli soruyu sormustur: v, k ve ¢ verilmis ol-
sun. S, v elemanli bir kiime olsun. $’nin 6yle k
elemanli altkiimeler toplulugu bulabilir miyiz ki
S$’nin ¢ elemanh her altkiimesi, topluluktaki bu
kiimelerin sadece birinde yer alsin. ¢ = 2 oldugu
durumda 2-(v, k, 1) tasarimini elde ederiz.

Tasarimlar bugiin ziraatten istatistige kadar
bir¢ok dala uygulanmaktadir.
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Yukardaki ornegi, cocuklarin adlari yerine

okul numaralarini kullanarak,
§={1,2,3,4,5,6,7}
ve
B ={{1, 2, 3}, {3, 4, 5}, {5, 6, 1},
{1,7,4}, (3,7, 6}, {2,7,5}, {2, 4, 6}}

olarak gorebiliriz. Bu bir 2-(7, 3, 1) tasarimudir.

Eger t = 2 ve A = 1 ise, bloklar1 bir geometrinin
“dogru”lari olarak gormek bize biraz sezgi kazandi-
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iki noktadan gecen
“dogru”lar, yani iki
elemaniiceren bloklar,
toplam A tane.

Her dogruda k tane
nokta var.

rabilir. Nitekim $’nin herhangi
iki elemam tek bir blokta bulu-
nur, yani “herhangi iki nokta-
dan tek bir dogru gecer”. Bu
yorumla, her dogruda k nokta
vardir. A > 1 (ama ¢ = 2) ise bi-
le tasarimlar bir tir geometri
olarak algilamakta yarar olabilir. Bu ylizden $’nin
elemanlarina bazen nokia diyecegiz.

2-(v, 3, 1) tasarimlari aynen Steiner ticli sis-
temleridir. 1847°de Rev. T. Kirkman, 2-(v, 3, 1) ta-
sariminin ancak v = 1 veya 3 (mod 6) oldugu du-
rumlarda elde edilebildigini gostermistir. Bunun
kanitini Steiner Uglii Sistemleri ve Cizgeler yazisin-
da gormustiik.

Tasarim konusu, bir istatistik¢i olan F. Ya-
tes’in 1936’da yazdig1 bir makaleyle 6nem kazan-
mugtir [Yat]. Bu makalede yer alan 6rneklerden bi-
ri de sudur: S = {a, b, ¢, d, e, f} olsun, ve
B ={{a, b, c}, {a, b, d}, {a, c, e}, {a, d, f}, {a, e, f},

{b, ¢, [}, 1b, d, e}, {b, e, f}, {c, d, e}, {c, d, f}}
olsun. Ilging bir 6rnek. Burada v = 6,k =3 ve A =
2. Ayrica her nokta hep ayni sayida (4) blokta yer
aliyor. Birazdan gorecegimiz tizere, bu, 2-(v, k, A)
tasarimlarinin ortak ozelligidir.

2-(v, k, A) tasarimlan elde etmek i¢in en kaba
¢oziim, B’yi $’nin tim k elemanh altkiimeleri ola-
rak almaktir. O zaman,

v-2
2= k-2
olur. Ama biz A’y1 ¢ok daha kuguk almak istiyo-
ruz. A = 1 ya da 2 olsa fena olmaz ornegin.

Simdi bir noktanin i¢inde bulundugu blok sa-
yisinin noktadan noktaya degismedigini kanitlaya-
cagiz ve parametreler arasinda iligkiler bulacagz.
Kanit yontemimiz, bu tiir geometrik ve kombina-
toryel problemlerde sik sik kullanilir: Ayni kiime-
nin elemanlari iki degisik bigimde sayilir ve bulu-
nan sayilar esitlenir.
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Teorem 1. b tane bloku olan bir 2-(v, k, \) ta-
sarmunda her eleman, asagidaki esitlikleri sagla-
yan r tane blokta yer alir.

(1) bk =wvr,

(i) Mv-1) = r(k-1).

Kanit. Eger P bir noktaysa, rp, P’yi i¢eren blok
sayist olsun. Sabit bir P noktast igin,

(O, h:PQeleBvePel}
kiimesinin eleman sayisini iki degisik bi¢imde sayip
buldugumuz sayilar esitleyelim.

Birinci sayim. Birinci koordinat P’den degisik
herhangi bir nokta olabileceginden, birinci koordi-
nat i¢in v — 1 tane segenegimiz var. Birinci koordi-
nat Q secildikten sonra ikinci koordinat, P ve Q
noktalarini iceren bloklardan se¢ilmelidir; demek ki
birinci koordinat segildiginde ikinci koordinat icin
A segenek var. Dolayisiyla kiimenin eleman sayist

(v—1)
dir.

Ikinci saymm. Ikinci koordinat P’yi iceren her-
hangi bir blok olabileceginden, ikinci koordinat
i¢in 7p segenegimiz var. Bu bloklardan biri, diyelim
I, ikinci koordinat olarak secildiginde, birinci ko-
ordinat ’nin P’den degisik herhangi bir noktasi
olabilir, Dolayisiyla birinci koordinat secildiginde
ikinci koordinat igin k& — 1 secenegimiz var. Demek
ki kiimenin eleman sayisi,

rpk — 1)
dir.

Yukardaki iki hesaptan, (v—1)A = rp(k — 1) ¢1-
kar. Demek ki P ne olursa olsun 7p degismez, hep
ayni sayidir. Bundan boyle bu sayiya r diyelim.
Boylece (ii) kanitlanmis oldu.

Birinci esitligi kanitlamak igin,

{(P,1I): P el € B}
kiimesini iki degisik bicimde sayacagiz.

Birinci sayim. Birinci koordinat igin v segene-
gimiz var. Birinci koordinat icin v secenek arasin-
dan P segildiginde, ikinci koordinat, P’yi iceren
herhangi bir blok olabilir ve bunlardan 7 tane var-
dir. Demek ki kiimenin eleman sayisi v#’dir.

Ikinci saymm. Ikinci koordinat icin b secenegi-
miz var. Ikinci koordinat icin b secenek arasindan
I secildiginde, birinci koordinat I’deki herhangi bir
nokta olabilir ve bunlardan k tane var. Demek ki
kiimenin eleman sayis1 bk’dir.

Yukardaki iki hesaptan vr = bk cikar.
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Bir Tasarimin Timleyeni

(S, B) bir 2-(v, k, A) tasarimi olsun. Noktala-
ra dokunmadan, sadece bloklar1 degistirerek yeni
bir tasarim elde edebiliriz. Eger | € B eski tasa-
rimda bir bloksa, I’nin S’deki timleyeni 1€, yani
S\ I kiimesi yeni tasarimin bir bloku olacak. Boy-
lece bir 2-(v, v — k, b — 2r + \) tasarimi elde ede-
riz. (Buradaki b ve r sayilari Teorem 1’deki sayi-
lar.) Bunun kolay kanitini1 okura birakiyoruz. El-
de edilen bu tasarima (S, B)’nin tiimleyeni denir.

Bu egitlikler, (v, k, 1) parametrelerinin b ve 7 sa-
yilarini belirledigini gosterir.

Alistirma. Teoremdeki esitlikleri kullanarak 2-
(11, 6, 2) tasariminin olmadigini kanitlayin.

Asagidaki teorem, tasarimlarin en az eleman
sayisi kadar bloka sahip olmalar1 gerektigini soyler.
Ancak teoremin kaniti cok basit de olsa lineer cebir
gerektirir. Lineer cebir gormemis okurlar kanit1 at-
lamali. Ote yandan bir dénem lineer cebir gérmiis
her okur kanit1 anlayabilmeli.

Teorem 2 (Fisher Esitsizligi, 1940). Herbangi
bir 2-(v, k, A) tasarmm icin, b > v ve k < r olmalidur.

Kamt: Tasarimin bloklarimi 1y, ..., I, olarak,
noktalarin1 da Py, ..., P, olarak siralayalip v x b
boyutlu A matrisini (ki bu matrise tasarimin olu-
sum matrisi adi verilir) soyle tanimlayalim: A’nin
i-inci sira, j-inci siitundaki girdisi, eger P; noktast I;
blokundaysa 1, degilse 0 olsun.

Simdi v x v boyutlu AA? matrisine bakalim.
(Burada A? matrisi A matrisinin devrigidir, yani
kosegene gore simetrigidir.) Az biraz dustiniince
kolayca goriilecegi tizere, AA? matrisinin i-inci sira,
j-inci siitundaki girdisi P; ve P; noktalarini iceren
dogru sayisidir, yani i # j ise A, i = j ise #’dir:

rAA A
A oA

AA =0 A7 A =(r=)Idy + A e
SRR}
AR e

Buradaki J,,,,, her girdisi 1 olan v x v boyutlu mat-
ristir.

Simdi bu matrisin determinantin1 hesaplaya-
lim. Once biitiin siralar ilk siitunda toplayalim,
determinantin degismeyecegini biliyoruz:

>
>

r+@w-10)A A
r+ (v—-1A
r+w-1H. L r - A

>
>

rrw—Dn A A .. 7
Sonra birinci siray1 diger siralardan ¢ikaralim, de-
terminant gene degismez:

rrw-Dr A A .. A
0 r=% 0 0
0 0 r-x 0 |
0 0 0 r—

Bu son matrisin determinantini hesaplamak kolay-
dir: (7 + (v = DA)(r — AL,

Eger r = A ise 0 zaman Teorem 1 (ii) bize v = k
verir. Ama bu esitlik tasarim tanimina aykiri. De-
mek ki 7 # L. O zaman, yukarda yaptigimiz hesap-
lara gore, det(AA?) # 0. (Bunu Teorem 3’tin kani-
tinda da kullanacagiz.) Demek ki AA? matrisi bire-
bir bir lineer fonksiyonun matrisidir. Dolayisiyla
At de birebir bir lineer fonksiyonun matrisidir.
Ama A%, b x v boyutlu bir matris, yani RY vektor
uzaymdan R? vektor uzayima giden bir lineer fonk-
siyonun matrisi. Boyle bir lineer fonksiyonun bire-
bir olmasi icin v < b esitsizligi saglanmalidir. k <7
esitsizligi de bundan ve Teorem 1 (i)’den ¢ikar. O

2-(16, 6, 2) Tasarimi
4 x 4 boyutlu bir izgara alalim. Noktalari-
miz bu izgaranin 16 hiicresi olsun. Noktalari

soldaki sekildeki gibi, i =
Pll PlZ P13 P14 9
; ; ’ 101,2,3,4vej=1,2,3,4
Pyy | Py | Pys | Py iin, P;; simgesiyle goste-
relim. Bloklarimiz bir hiic-
P31 P32 P33 P34 : .
| 71 ) 7| renin dort yaninda olan 6
Py | Py, | Pys|Pyq| kareden olussun. Boylece

16 blokumuz olur. Asagi-
daki sekilde (2, 3) hiicresinin dort bir yanindaki
noktalardan olugan bloku goriiyorsunuz. Blokla-
ndai=1,2,3,4vej=1,2,3,4icin, I;; olarak
gosterelim. Ornegin, sekil-
deki blok I 3 blokudur. Piy|Pip|Pis|Pra

Herhangi iki degisik
noktanin ortak iki blokta
bulundugunu gérmek zor |Ps1|Psa|Pss|Psa
degil. Bu bir 2-(16, 6, 2)

tasarimidir.

P P P,, P

2,1 2% 253 2

P P P P

41 [ Fa2 | P43 Tas
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Ahgtirma. Teorem 1 ve 2’yi kullanarak 2-(16,
6, 1) tasariminin olamayacagini kanitlayin.

Simetrik Tasarimlar. b = v oldugunda, bk = vr
esitliginden (Teorem 1) k = 7’yi elde ederiz. Bu
ozelligi saglayan tasarimlara simetrik tasarim de-
nir. Yani, bir simetrik tasarimda nokta sayisiyla
blok sayisi, ayrica bloklarin nokta sayisiyla her
noktanin ait oldugu blok sayisi birbirine esittir. Bu
tasarima izdiisiimsel de denir. Teorem 1’den dola-
y1, bir 2-(v, k, A) tasariminin simetrik olmasi i¢in
yeter ve gerek kosul, Mv—1) = k(k—1) esitligidir.

Tasarima simetrik denmesinin nedeni bloklar
ve noktalar arasindaki iligkinin simetrik ozelikler
tasimasindandir. Bloklar ve noktalar arasindaki si-
metrik iligki soyledir:

her blok k noktaya sahiptir,
her nokta & blokta yer alir,

herhangi iki degisik nokta A bloktadir,
herhangi iki degisik blok A noktada kesisir.
Her blokun k elemana sahip olmasi tanimdan,
her noktanin k blokta yer almasi & = r esitliginden,
her nokta ciftinin A blokta birlikte yer almasi da
gene tamimdan kaynaklaniyor. Herhangi iki degi-
sik blokun A noktada kesistigini birazdan (malesef
lineer cebir kullanarak) kanitlayacagz.
Dolayisiyla, simetrik bir 2-(v, k, X) tasarimin-
da noktalar: blok, bloklar1 nokta yaparsak gene si-
metrik bir 2-(v, A, k) tasarimi elde ederiz.

Teorem 3. Simetrik bir 2-(v, k, \) tasarmmunda
herbangi iki degisik blok )\ noktada kesisir.

Kamt: Kanitimiz Teorem 2’nin kanitini (dola-
yisiyla lineer cebir) kullanacak. A, tasarimin olu-
sum matrisi olsun. Tasarim simetrik oldugundan,
A, v x v boyutlu kare bir matristir. Teorem 2’nin

2-(11, 5, 2) ve 2-(11, 6, 3)
Tasarimlari
Mv-1) = k(k-1) esitligi saglandigindan, bir 2-
(11, 5, 2) tasarimu simetrik olmalidir. Noktalarimiz
Z/11Z’nin 11 elemani olacak. Bloklar insa edelim.
Ik bakista higbir ilgingligi olmayan su kiime-
yi ele alalim: {1, 3, 4, 5, 9}.
Bu kiimenin tim farkl ikililerini birbirinden
modiilo 11 ¢ikarip elde ettigimiz sonuglara bakalim:
1| 23] 4]s]el7]s]9]0
4-3 3-1‘ 4-1 5-1‘ 9-4 9-3‘ 5-9‘ 9-1|3-54-5

5-4| 5-3| 1-9| 9-5| 3-9{4-9| 1-5|1-4| 1-3| 3-4
Toplam 5 x 4 = 20 farkli (x, y) ikilisi var, ama
fark olarak 1°den 10’a kadar sadece
on say1 beliriyor ve her say1 tam iki

kez beliriyor.

Simdi {1, 3, 4, 5, 9} kiimesinin 4 q
elemanlarina 1 ekleyelim ve ekleme-
yi modiilo 11 siirdiirelim:

Il = {17 37 43 57 9}
|2 = {23 4, 53 69 X}
|3 = {39 57 63 7> 0}
I4 = {47 67 73 87 1}
IS = {53 7a 83 99 2}
|6 = {69 87 93 X> 3}
I7 = {77 97 Xa 07 4}
|8 = {83 X) Os 1) 5}
|9 = {99 07 13 2> 6}
IX= {Xa 17 23 37 7}
Iy = {0, 2, 3, 4, 8}.
(10 yerine X yazdik.)

Bunlar da tasarimmmizin bloklari. Her sayi
tam 5 blokta ve her say ¢ifti tam 2 ortak blokta
belirir. Bu soylediklerimiz, {1, 3, 4, 5, 9} kiimesi-
nin yukarda belirttigimiz 6zelliklerden cikar.

Simdi bu tasarimin olugsum matrisini bulalim:
00100011101

0
1
0
0
1
0
1
1
1
0

—POOOR OO
R R O OO OO
PR OROOROOO
RO OOR OO0
OO0 —
POOROOO - ==
OO = —=O

1001
0100
1010
1101
1110
0111
0011
0001
1000
0100
z bu 2

-(11, 5,2
leyeni bir 2-(11, 6, 3) tasarimidir ve olusum mat-

tasariminin tim-

~—

Buldugumuz b

risini bir 6nceki olugum matrisinin
0’larint 1, 1’lerini O yaparak bulabi-

liriz (Neden?) Iste o matris:
11011100010

RPORRROOO—O
OO0 O
PR OO0 O
RO OR O
—ROOORORRO—
OCOOROR RO
OO ORROR R
ORORROR RO
RO O = OO!
OO OO0
RO OO0

Ortada 2-(11, §, 2) tasariminin ¢izge bigimin-
de bir “resmi”ni goriiyorsunuz. Ug blok &zellikle
belirtilmis. Bu resim tizerine daha fazla bilgiyi in-
ternetten de indirilebilen [Brol1]’de bulabilirsiniz.
Cizgenin (ya da tasarimin) 6zyapi dontisimleri
grubunun PSL,(11) olmasi ayrica ilging.
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kanitinda AA? i¢in bir ifade bulmustuk: Eger ],
her girdisi 1 olan v x v boyutlu matrisse,

AAt = (r-=MId, + A,
dir. Bunu AA? = A?A esitligini kanitlamakta kulla-
nacagiz. Bundan boyle ], yerine | yazalim.

Once A] = JA esitligini kanitlayalim. Matris
¢arpimindan ve A ve J’nin tanimindan kolayca ¢1-
kacagi tzere AJ her girdisi 7 olan bir matristir, ya-
ni rJ’ye esittir. Gene matris carpimindan ve tanim-
lardan, JA matrisi her girdisi k& olan bir matris ol-
dugu, yani kJ’ye esit oldugu cikar. Her ikisi de v x
v boyutlu oldugundan ve Teorem 3’e gore 7 = k ol-
dugundan, AJ = JA bulunur.

Simdi, AA? = (r — WId, + 1] ve AJ = JA esitlik-
lerinden, A(AA?) = (AAY)A, yani,

AAAT = AATA
esitligini buluruz. Soldaki A’lar1 sadelestirebilirsek,
AA! = AtA esitligini elde ederiz. Bu sadelestirmeyi
yapabilmek i¢in A’nin tersinir oldugunu kanitla-
mak yeterlidir.

Simdi A’nin tersinir oldugunu kanitlayalim.
Teorem 2’nin kanitinda AA? matrisinin determi-
nantinin 0 olmadigini bulmustuk. Ayrica A bir ka-
re matris. Demek ki det(A)det(A?) = det(AA?) = 0
ve dolayisiyla det(A) # 0, yani A tersinir bir matris.
Dolayisiyla AA? = AA.

Simdi A’A matrisinin ne oldugunu A? ile A’yi
(bu sirayla) ¢arparak bulalim. Matris ¢carpimindan
ve A’nin tanimindan, A*A matrisinin (7, j) girdisi-
nin hem I; hem de I; bloklarinda bulunan nokta sa-
yisi, yani [l; A 1l oldugu goriiliir. (Eger i = j ise bu
sayit k’dir, ama bizi i # j durumu ilgilendiriyor.)
Ama yukarda kanitladigimiz tzere, AA? = A’A ve
A?A matrisinin ne oldugu Teorem 2’nin kanitinda
yazili: i # j icin bu matrisin (i, j) girdisi A. Demek ki
i #jigin hem I; hem de |; bloklarinda bulunan nok-
ta sayist A’dir. O

Acik Soru: 2-(v, k, 2) simetrik tasarimina ikili
diizlem (Ingilizcesi biplane) denir. Ciinkii herhangi
iki farkli nokta tam iki blokun/dogrunun ustiinde-
dir ve herhangi iki farkli blok/dogru tam iki nokta-
da kesigir. Bu durumda v = k(k — 1)/2 + 1°dir. Bir
onceki sayfada gri alanda bir 6rnek verdik, bir
sonraki sayfada da verecegiz. Sadece k = 3, 4, 5, 6,
9, 11 ve 13 oldugu durumlarda ikili duzlemlerin
varhig biliniyor. Bagka k degerleri icin de ikili diiz-
lem var m1?
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izdlisiimsel Diizlemler

2-(v, k, 1) simetrik tasarimlarinin su ozelligi
vardir:

a) Herhangi iki farkli nokta tek bir bloktadir.

b) Herhangi iki farkli blok tek bir noktada
kesisir.

¢) Herhangi ticti ayni blokta olmayan dort
nokta vardir.

Bu ozellikleri saglayan nokta ve bloklar ki-
mesine k — 1 dereceli izdiistimsel (ya da projektif)
diizlem denir. Izdiisiimsel diizlemler geometrinin
en 6nemli ve en ilging konularindandir. Sonlu iz-
dusiimsel dizlemler bugitine dek siniflandirilama-
dig1 gibi, bugiin boyle bir siniflandirma yapacak
kadar giicli yontemlerin bilinmedigi dustiniil-
mektedir. Bugiine dek derecesi bir asal sayinin gii-
cii olmayan izdiigiimsel diizlem bulunamamistir.

Teorem [Bruck-Ryser|. n dereceli bir izdii-
stimsel diizlem varsa ve n =1, 2 (mod 4) ise n iki
karenin toplanu olarak yazilabilir.

Bu teoreme gore derecesi 6 olan izdigiimsel
bir diizlem yoktur. Derecesi 10 olan i¢in bir izdii-
simsel dizlemin olmadig: bilgisayarlarin yardi-
miyla ancak 1989’da kanitlanmustir [LTS, Lam].
Bugiin, izdiisiimsel bir diizlemin olup olmadig: bi-
linmeyen kiigiik derece 12’dir.

Alistirmalar

1. V sonlu bir kiime ve B, V’nin altkiimelerin-
den olugan bir kiime olsun. B’nin herhangi iki de-
gisik elmaninin ortak tam iki elemaninin oldugunu
varsayalim. Ayrica V’nin herhangi iki degisik ele-
mani B’nin tam iki elemaninda olsun. B’nin her
elemanininda ayni sayida (diyelim k) eleman oldu-
gunu ve (B, V)’nin bir 2-(v, k, 2) bir ikili diizlem ol-
dugunu kanitlayin.

2. K,,, v noktal tamgizge olsun (Yani K,’de v
nokta var ve herhangi iki nokta arasinda bir kenar
var.) 2 < k < v bir dogal say1 olsun. K,’nin K} ’ye es-
yapisal v tane 1y, ..., 1, altgizgesi su iki kosulu sag-
lasin: a) K,’nin herhangi bir kenar1 bu altcizgelerin
tam ikisindedir. b) Herhangi iki farkli I; ve 1; altgiz-
e 1)
yapisinin bir 2-(v, k, 2) simetrik tasarimini verdigi-

gesinin kesisimi bir kenardir. Boyle bir (K, 14,

ni ve her 2-(v, k, 2) simetrik tasariminin boyle bir

(Kp, 145 -y 1) yapisini verdigini kanitlayin.
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Bir 2-Tasarimin Tirevi
(S, B) simetrik bir 2-(v, k, A) tasarim olsun.
B’deki bloklara 14, ...,

rametreleri 2-(k, A, A—1) olan yeni bir tasarim el-

1, diyelim. (S, B)’den pa-

de edecegiz. Yeni tasarimim noktalar: I,’nin nok-

talar1 olsun. Bloklar da Iy, ..., I,_

Bu bir 2-(k, A, A-1) tasarimudir.

1N, olsun.

3. Eger bir t-(v, k, 1) tasarimi varsa, her 0 <i <

.. k—i v—i oy qor e

¢ igin, [tfij sayisinin, k[t—ij sayisini boldugini
kanitlayin.

Fark Kiimesi. Sayfa 31°deki 2-(11, 5, 2) tasari-
minin nasil elde edildigine bir defa daha bakalim.
{1, 3, 4, 5, 9} kiimesinin elemanlarina hep 1 ekle-
dik. (Ama bunu modiilo 11 yaptik, yani Z/11Z k-
mesinde ¢alistik.) Bu yontemi genellestirebiliriz.

Bir (v, k, A) fark kiimesi, V = {0, 1, ..., v—1} kui-
mesinin agagidaki 6zelligi saglayan k elemanl bir S
altkiimesidir: 0 disinda V’nin her sayisi $’den tam
A tane ciftin farki olarak yazilabilir (hesaplar gene
modiilo v yapilacak elbet.)

Bir -Tasarimin Turevi
t-tasarimlar igin degisik bir #hirev kavrami
daha vardir. (S, B) bir ¢-(v, k, A) tasarimi ve p €
S olsun. (S, B)’nin p noktasinda tiirevini tanim-
layacagiz. Noktalar kiimesi S’ = S\ {p}, bloklar
kimesi B' = {1\ {p} : p € | € B} olsun. O zaman

(S, B) bir (z=1)-(v—1, k-1, X) tasarimudir.

Ornegin, S = {1, 3,4, 5, 9} bir (11, S, 2) fark kii-
mesidir. Bunlarin 0’a esit olmayan modiilo 11 kare-
ler olduguna ayrica dikkatinizi ¢ekeriz.

Bu da genel bir olgudur: p = 3 mod 4 bir asal ol-
sun. O zaman,

O, = {x2 € ZIpZ : x in € ZIpZ \ {0}}
kumesi bir (p, (p—1)/2, (p—3)/4) fark kiumesidir.
Bunun kaniti [Bro2]’de bulunabilir.

Ornegin, p = 23 alirsak,

0,3=1{1,2,3,4,6,8,9, 12, 13, 16, 18)
bir (23, 11, 5) fark kiimesidir.

Teorem 4. Her (v, k, \) fark kiimesi bir (v, k, L)
simetrik tasarumi verir. Nitekim, eger

I ={xq, ..., x,,}

Bilinen ikili Dizlemler

Asagidakiler igin referansimiz [Roy].

Parametreler Adi  Derecesi £k — A |Autl
2-(4, 3,2) B3A 1 48
2-(7,4,2) B4A 2 336
2-(11,5,2) BSA 3 1320
2-(16,6,2) B6A 4 23040
B6B 4 1536
B6C 4 768
2-(37,9,2) B9A 7 1512
B9B 7 108
B9C 7 666
2-(56,11,2) B11A 9 161280
B11B 9 576
B11C 9 128
B11D 9 288
B11E 9 48
2-(79,13,2) B13A 11 110

k < 9 ic¢in yukardaki liste egyapisallar1 say-
mazsak tamdir. Ancak v = 56 ve 79 icin yukarda
verilenlerle esyapisal olmayan bagka ikili diizlem-
ler de olabilir.

Aramyor! v’lik bir ikili diizlemin olup olmadi-
g1 bilinmeyen ilk say1 olan v = 121 ve 154 igin 2-
(121, 6, 2) ve 2-(154, 18, 2) ikili diizlemleri aran-
maktadir.
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2-(4, 3, 2) tasarimui (bloklar dikey):
0001
1122
2333

2-(7, 4, 2) tasarimi (bloklar dikey):
2345601
4560123
5601234
6012345

2-(11, 5, 2) tasarimi igin bkz. sayfa 31.
2-(16, 6, 2) tasarimlari (bloklar yatay):

A B C
1234812 13581013 13461015
0235913 02481113 02361112
01361014 13471114 137912 14
01271115 02571014 02471014
0812567 03461015 03591013
1913467 12561115 12491113
45721014 12491012 12581012
45631115 03591112 04891215
0412910 11 01691314 01681314
151381011 01781215 01571115
261489 11 23681214 25691415
8§9103715 23791315 23781315
048131415 45891415 34581114
159121415 45671213 45671213
261012 13 15 67891011 67891011

37111213 14

101112131415 10111213 1415
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bir (v, k, A) fark kiimesiyse, i = 0, 1, ..., v — 1 icin,
L={xy +4, ..., x, + 1}

olsun (toplamalar ZIvZ’de yapilacak.) O zaman |,

wees by bir (v, ky ) simetrik tasarmmmm bloklaridir.

Teoremin kolay kanitini okura birakiyoruz.
Asagidaki saniy1 kanitlarsaniz meghur oldugu-
nuzun resmidir (demek ki san1 ¢ok zor!)

Sani. (v, k, 1) parametreli bir fark kiimesi var-
sa k — 1 bir asaln giiciidiir.

D.M. Gordon sanmin dogrulugunu k < 2.000.000
igin bilgisayarda kontrol etti [Gor]. %

Mathieu Gruplari

3-(22, 6, 1), 2-(23, 7, 1) ve 5-(24, 8, 1) tasa-
rimlarindan, egyapisallari saymazsak, birer tane
vardir. Ayrica 5-(12, 6, 1) ve tiirevi olan 4-(11,
5, 1) tasarimlari da vardir. v = 11, 12, 22, 23, 24
icin, bu tasarimlarin 6zyap1 doniisimleri grupla-
rina M, diyelim. Her M,, basit bir gruptur. Bun-
lar, sonsuz siniflara girmeyen 26 kaza (sporadic)
grubundan besidir. Bu konuda basit diizeyde
yazilmig bir makale i¢in bkz. [Cuy]. #

Bruck-Ryser-Chowla Teoremi

Teorem. n =1, 2 (mod 4) olsun. Eger p =3
(mod 4) denkligini saglayan ve n’yi bélen en bii-
yiik giiciiniin tek oldugu bir asal varsa, o zaman,
k — A = n esitligini saglayan bir fark kiimesi yok-
tur.

Ayni teorem degisik bir dilde soyle de ifade
edilebilir [DS]:

Teorem. Eger (v, k, \) parametreli bir simet-
rik tasarum varsa, o zaman,
1. Eger v ciftse k — A bir tamkaredir.
ii. Eger v tekse
x2 = (k _ x)yz + (_1)(1/—1)/27%2
denkleminin tamsayilarda (0, 0, 0)’dan degisik
bir ¢oziimii vardir.

k — A sayisina tasarimin derecesi adi verilir.

Sayfa 32’deki Bruck-Ryser Teoremi bu te-
oremlerin bir sonucudur. Bu arada, Bruck-Ryser
Teoremi’nin izdisiimsel geometrilerin yoklugu-
nu dereceye baglayan bilinen tek genel teorem
oldugunu da belirtelim. %

Golomb Cetvelleri

0, 1, 3 ve 7 sayilar1 arasindaki tim farklara
bakalim: 1, 2, 3, 4, 6 ve 7. Herhangi ikisinin ara-
sindaki fark ayr1 bir sayi, yani asagidaki noktala-
rin birbirlerine olan mesafeleri hep degisik.

oo 4 ®
0 1 3 7

Yukardaki gibi bir dogal sayilar kiimesine
Golomb cetveli denir. Yukarda verdigimiz dort
sayili (centikli) bir Golomb cetveli.

Bu dort nokta arasindaki en uzun mesafe 7,
yani 0-1-3-7 Golomb cetvelinin uzunlugu 7. Dért
centikli ama daha kisa bir Golomb cetveli bulabi-
lir miyiz? Evet! 0, 1, 4, 6 noktalari arasindaki me-
safeler de hep degisik ve bu Golomb cetvelinin

uzunlugu 6.
*—o —0
0 1 4 6

Herhangi bir # dogal sayisi i¢in # centikli bir
Golomb cetveli yaratmaktan kolay: yoktur: ag = 0
olsun ve a,,¢’i 2a,, + 1 olarak tammlayalm. (a,,),,
dizisi soyle baslar: 0, 1, 3, 7, 15, 31 63, 127, ... Di-
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zinin ardigik terimleri arasindaki mesafe yeterince
arttigindan, ilk # sayinin n ¢entikli bir Golomb cet-
veli olusturdugunu kanitla-

mak kolay. Herhalde 4,
27 — 1 kuralim tahmin et-
migsinizdir. Tumevarimla
kolaylikla kanitlanir bu esit-
lik. Demek ki 7 centikli bu

Golomb cetvelinin uzunlugu

27 — 1, bayag biyiik. Amac,
n centikli en kisa Golomb

cetvelini bulmak.

Solomon Golomb

Iste bes centikli oldukca
kisa bir Golomb cetveli: 0, 1, 4, 9, 11. Daha kisas:
var mi?

Golomb cetvellerinin rontgenden iletigime
kadar pek ¢ok uygulamasi vardir. Ayrica sonlu
geometriyle yakindan ilgilidir.

En kisa Golomb cetveli bulmanin kolay bir
algoritmasi bilinmiyor. Bilgisayarlar 30 civari
centikle bile basa ¢ikamiyorlar. #



