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v çocu¤un bulundu¤u bir

anaokulunda ö¤retmen çocuklara ayn›

anda k çocu¤un oynayabilece¤i bir oyun oynat-

mak istiyor. Oyunun oynanabilmesi için çocuk sa-

y›s›n›n, yani v’nin k’den büyükeflit olmas› gerekir

elbet. Her çocu¤u memnun etmek için oyun birkaç

kez oynanabilir, ancak iki koflul var:

1) Herhangi iki çocu¤un ayn› oyunda bulun-

duklar› oyun say›s› eflit olmal›, diyelim λ, ve

2) Ayn› k çocuk ayn› oyunu birlikte iki kez oy-

namamal›.

Bu mümkün müdür?

v = k ise, tek bir çözüm var: Bütün çocuklar ay-

n› anda oyunu oynarlar. Bu durumda λ = 1’dir.

E¤er oyun iki kifli aras›nda oynan›yorsa, yani k

= 2 ise, gene bir tek çözüm var: Her çocu¤u her ço-

cukla oynatmak zorunday›z. Böylece her çocuk

oyunu v − 1 kez oynar ve oyun toplam v(v−1)/2

kez oynan›r. Herhangi iki çocuk birbiriyle sadece

bir kez oynad›¤›ndan λ = 1’dir.

E¤er k = 3 ise analiz zorlafl›yor. Olas› tüm 3 ki-

flilik ekipleri kurarak, oyunu toplam

kez oynatabiliriz ve böylece probleme bir çözüm el-

de ederiz. Bu durumda, iki çocu¤un yan›na oyun

arkadafl› olarak geri kalan v − 2 çocu¤un her biri te-

ker teker gelece¤inden, iki çocuk ayn› oyunda v − 2

kez birlikte olurlar, yani λ = v − 2’dir. Ayr›ca her

çocuk oyunu

kez oynar. Ancak oynanmas› gereken oyun say›s›

çok fazla oldu¤undan bu çözüm uygulamada ifle

yaramayabilir. Örne¤in çocuk say›s› 7 ise oyunun

toplam 35 kez oynanmas› gerekir, ki her oyun 15

dakika sürse, bu, nerdeyse 9 saat eder. Daha eko-

nomik baflka bir çözüm var m›?

E¤er v = 7 ise var! Çocuklara A, B, C, D, E, F,

G diye ad verip oyunlar› flöyle oynatal›m:

ABC, CDE, EFA, AGD, CGF, EGB, BDF.

Böylece herhangi iki çocuk oyunu birlikte sadece

bir kez oynar, yani λ = 1 olur. Ayr›ca her çocuk

oyunu 3 kez oynar ve oynanan toplam oyun say›s›

da sadece 7’dir. Afla¤›da, solda, bu durumu ge-

ometrik olarak gösteren bir çizim görüyorsunuz,

bunun sa¤›nda da bu geometrik çözüme cebirsel

bir tad veren de¤iflik bir adland›rma usulü.

Kuram. Çocuklar›n kümesine S diyelim. S’nin

eleman say›s› v olsun. Oyunu oynayacak her k ço-

cuk kümesine blok, bloklar›n kümesine de B diye-

lim. ‹lginç olmayan durumu ekarte etmek için v >

k varsay›m›n› yapal›m. E¤er S’deki her eleman çif-

ti tam tam›na λ blokta yer al›yorsa, o zaman (S, B)

çiftine 2-(v, k, λ) tasar›m› ad› verilir. Daha genel

olarak, e¤er S’nin her t elemanl› altkümesi tam ta-

m›na λ blokta yer al›yorsa, B’ye t-(v, k, λ) tasar›-

m› ad› verilir.
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Tarih. Tasar›mlar konusu çok eskiye daya-

n›r. Geçmiflte, daha çok amatör matematikçi

olan asker ve din adamlar›n›n ilgi duydu¤u bir

dal olmufltur. Örne¤in, 1844’te daha çok mate-

matik ö¤rencilerini e¤lendirerek e¤itmek için

Amerika’da Rhode Island’da y›ll›k ç›kan Lady’s

and Gentelman’s Diary’de, derginin editörü ve

amatör matematikçi papaz Wesley Woolhouse

flu ödüllü soruyu sormufltur: v, k ve t verilmifl ol-

sun. S, v elemanl› bir küme olsun. S’nin öyle k

elemanl› altkümeler toplulu¤u bulabilir miyiz ki

S’nin t elemanl› her altkümesi, topluluktaki bu

kümelerin sadece birinde yer als›n. t = 2 oldu¤u

durumda 2-(v, k, 1) tasar›m›n› elde ederiz.

Tasar›mlar bugün ziraatten istatisti¤e kadar

birçok dala uygulanmaktad›r.
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Yukardaki örne¤i, çocuklar›n adlar› yerine

okul numaralar›n› kullanarak,

S = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}

ve

B = {{1, 2, 3}, {3, 4, 5}, {5, 6, 1},

{1, 7, 4}, {3, 7, 6}, {2, 7, 5}, {2, 4, 6}}

olarak görebiliriz. Bu bir 2-(7, 3, 1) tasar›m›d›r.

E¤er t = 2 ve λ = 1 ise, bloklar› bir geometrinin

“do¤ru”lar› olarak görmek bize biraz sezgi kazand›-

rabilir. Nitekim S’nin herhangi

iki eleman› tek bir blokta bulu-

nur, yani “herhangi iki nokta-

dan tek bir do¤ru geçer”. Bu

yorumla, her do¤ruda k nokta

vard›r. λ > 1 (ama t = 2) ise bi-

le tasar›mlar› bir tür geometri

olarak alg›lamakta yarar olabilir. Bu yüzden S’nin

elemanlar›na bazen nokta diyece¤iz.

2-(v, 3, 1) tasar›mlar› aynen Steiner üçlü sis-

temleridir. 1847’de Rev. T. Kirkman, 2-(v, 3, 1) ta-

sar›m›n›n ancak v ≡ 1 veya 3 (mod 6) oldu¤u du-

rumlarda elde edilebildi¤ini göstermifltir. Bunun

kan›t›n› Steiner Üçlü Sistemleri ve Çizgeler yaz›s›n-

da görmüfltük.

Tasar›m konusu, bir istatistikçi olan F. Ya-

tes’in 1936’da yazd›¤› bir makaleyle önem kazan-

m›flt›r [Yat]. Bu makalede yer alan örneklerden bi-

ri de fludur: S = {a, b, c, d, e, ƒ} olsun, ve

B = {{a, b, c}, {a, b, d}, {a, c, e}, {a, d, ƒ}, {a, e, ƒ},

{b, c, ƒ}, {b, d, e}, {b, e, ƒ}, {c, d, e}, {c, d, ƒ}}

olsun. ‹lginç bir örnek. Burada v = 6, k = 3 ve λ =

2. Ayr›ca her nokta hep ayn› say›da (4) blokta yer

al›yor. Birazdan görece¤imiz üzere, bu, 2-(v, k, λ)

tasar›mlar›n›n ortak özelli¤idir.

2-(v, k, λ) tasar›mlar› elde etmek için en kaba

çözüm, B’yi S’nin tüm k elemanl› altkümeleri ola-

rak almakt›r. O zaman,

olur. Ama biz λ’y› çok daha küçük almak istiyo-

ruz. λ = 1 ya da 2 olsa fena olmaz örne¤in.

fiimdi bir noktan›n içinde bulundu¤u blok sa-

y›s›n›n noktadan noktaya de¤iflmedi¤ini kan›tlaya-

ca¤›z ve parametreler aras›nda iliflkiler bulaca¤›z.

Kan›t yöntemimiz, bu tür geometrik ve kombina-

toryel problemlerde s›k s›k kullan›l›r: Ayn› küme-

nin elemanlar› iki de¤iflik biçimde say›l›r ve bulu-

nan say›lar eflitlenir.

Teorem 1. b tane bloku olan bir 2-(v, k, λ) ta-

sar›m›nda her eleman, afla¤›daki eflitlikleri sa¤la-

yan r tane blokta yer al›r.

(i) bk = vr,

(ii) λ(v−1) = r(k−1).

Kan›t. E¤er P bir noktaysa, rP, P’yi içeren blok

say›s› olsun. Sabit bir P noktas› için,

{(Q, l) : P ≠ Q ∈ l ∈ B ve P ∈ l}

kümesinin eleman say›s›n› iki de¤iflik biçimde say›p

buldu¤umuz say›lar› eflitleyelim.

Birinci say›m. Birinci koordinat P’den de¤iflik

herhangi bir nokta olabilece¤inden, birinci koordi-

nat için v − 1 tane seçene¤imiz var. Birinci koordi-

nat Q seçildikten sonra ikinci koordinat, P ve Q

noktalar›n› içeren bloklardan seçilmelidir; demek ki

birinci koordinat seçildi¤inde ikinci koordinat için

λ seçenek var. Dolay›s›yla kümenin eleman say›s›

(v − 1)λ
d›r.

‹kinci say›m. ‹kinci koordinat P’yi içeren her-

hangi bir blok olabilece¤inden, ikinci koordinat

için rP seçene¤imiz var. Bu bloklardan biri, diyelim

l, ikinci koordinat olarak seçildi¤inde, birinci ko-

ordinat l’nin P’den de¤iflik herhangi bir noktas›

olabilir, Dolay›s›yla birinci koordinat seçildi¤inde

ikinci koordinat için k − 1 seçene¤imiz var. Demek

ki kümenin eleman say›s›,

rP(k − 1)

dir.

Yukardaki iki hesaptan, (v−1)λ = rP(k − 1) ç›-

kar. Demek ki P ne olursa olsun rP de¤iflmez, hep

ayn› say›d›r. Bundan böyle bu say›ya r diyelim.

Böylece (ii) kan›tlanm›fl oldu.

Birinci eflitli¤i kan›tlamak için,

{(P, l) : P ∈ l ∈ B}

kümesini iki de¤iflik biçimde sayaca¤›z.

Birinci say›m. Birinci koordinat için v seçene-

¤imiz var. Birinci koordinat için v seçenek aras›n-

dan P seçildi¤inde, ikinci koordinat, P’yi içeren

herhangi bir blok olabilir ve bunlardan r tane var-

d›r. Demek ki kümenin eleman say›s› vr’dir.

‹kinci say›m. ‹kinci koordinat için b seçene¤i-

miz var. ‹kinci koordinat için b seçenek aras›ndan

l seçildi¤inde, birinci koordinat l’deki herhangi bir

nokta olabilir ve bunlardan k tane var. Demek ki

kümenin eleman say›s› bk’dir.

Yukardaki iki hesaptan vr = bk ç›kar. ■■
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‹ki noktadan geçen
“do¤ru”lar, yani iki
eleman› içeren bloklar,
toplam λ tane.
Her do¤ruda k tane
nokta var.

...



Bu eflitlikler, (v, k, λ) parametrelerinin b ve r sa-

y›lar›n› belirledi¤ini gösterir.

Al›flt›rma. Teoremdeki eflitlikleri kullanarak 2-

(11, 6, 2) tasar›m›n›n olmad›¤›n› kan›tlay›n.

Afla¤›daki teorem, tasar›mlar›n en az eleman

say›s› kadar bloka sahip olmalar› gerekti¤ini söyler.

Ancak teoremin kan›t› çok basit de olsa lineer cebir

gerektirir. Lineer cebir görmemifl okurlar kan›t› at-

lamal›. Öte yandan bir dönem lineer cebir görmüfl

her okur kan›t› anlayabilmeli.

Teorem 2 (Fisher Eflitsizli¤i, 1940). Herhangi

bir 2-(v, k, λ) tasar›m› için, b ≥ v ve k ≤ r olmal›d›r.

Kan›t: Tasar›m›n bloklar›n› l1, ..., lb olarak,

noktalar›n› da P1, ..., Pv olarak s›ralayal›p v × b

boyutlu A matrisini (ki bu matrise tasar›m›n olu-

flum matrisi ad› verilir) flöyle tan›mlayal›m: A’n›n

i-inci s›ra, j-inci sütundaki girdisi, e¤er Pi noktas› lj

blokundaysa 1, de¤ilse 0 olsun.

fiimdi v × v boyutlu AAt matrisine bakal›m.

(Burada At matrisi A matrisinin devri¤idir, yani

köflegene göre simetri¤idir.) Az biraz düflününce

kolayca görülece¤i üzere, AAt matrisinin i-inci s›ra,

j-inci sütundaki girdisi Pi ve Pj noktalar›n› içeren

do¤ru say›s›d›r, yani i ≠ j ise λ, i = j ise r’dir:

Buradaki Jv×v her girdisi 1 olan v × v boyutlu mat-

ristir.

fiimdi bu matrisin determinant›n› hesaplaya-

l›m. Önce bütün s›ralar› ilk sütunda toplayal›m,

determinant›n de¤iflmeyece¤ini biliyoruz:

Sonra birinci s›ray› di¤er s›ralardan ç›karal›m, de-

terminant gene de¤iflmez:

Bu son matrisin determinant›n› hesaplamak kolay-

d›r: (r + (v − 1)λ)(r − λ)v−1.

E¤er r = λ ise o zaman Teorem 1 (ii) bize v = k

verir. Ama bu eflitlik tasar›m tan›m›na ayk›r›. De-

mek ki r ≠ λ. O zaman, yukarda yapt›¤›m›z hesap-

lara göre, det(AAt) ≠ 0. (Bunu Teorem 3’ün kan›-

t›nda da kullanaca¤›z.) Demek ki AAt matrisi bire-

bir bir lineer fonksiyonun matrisidir. Dolay›s›yla

At de birebir bir lineer fonksiyonun matrisidir.

Ama At, b × v boyutlu bir matris, yani Rv vektör

uzay›ndan Rb vektör uzay›na giden bir lineer fonk-

siyonun matrisi. Böyle bir lineer fonksiyonun bire-

bir olmas› için v ≤ b eflitsizli¤i sa¤lanmal›d›r. k ≤ r

eflitsizli¤i de bundan ve Teorem 1 (i)’den ç›kar. ■■
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2-(16, 6, 2) Tasar›m›
4 × 4 boyutlu bir izgara alal›m. Noktalar›-

m›z bu ›zgaran›n 16 hücresi olsun. Noktalar›

soldaki flekildeki gibi, i =

1, 2, 3, 4 ve j = 1, 2, 3, 4

için, Pi,j simgesiyle göste-

relim. Bloklar›m›z bir hüc-

renin dört yan›nda olan 6

kareden oluflsun. Böylece

16 blokumuz olur. Afla¤›-

daki flekilde (2, 3) hücresinin dört bir yan›ndaki

noktalardan oluflan bloku görüyorsunuz. Blokla-

r› da i = 1, 2, 3, 4 ve j = 1, 2, 3, 4 için, li,j olarak

gösterelim. Örne¤in, flekil-

deki blok l2,3 blokudur.

Herhangi iki de¤iflik

noktan›n ortak iki blokta

bulundu¤unu görmek zor

de¤il. Bu bir 2-(16, 6, 2)

tasar›m›d›r.

Bir Tasar›m›n Tümleyeni

(S, B) bir 2-(v, k, λ) tasar›m› olsun. Noktala-

ra dokunmadan, sadece bloklar› de¤ifltirerek yeni

bir tasar›m elde edebiliriz. E¤er l ∈ B eski tasa-

r›mda bir bloksa, l’nin S’deki tümleyeni lc, yani

S \ l kümesi yeni tasar›m›n bir bloku olacak. Böy-

lece bir 2-(v, v − k, b − 2r + λ) tasar›m› elde ede-

riz. (Buradaki b ve r say›lar› Teorem 1’deki say›-

lar.) Bunun kolay kan›t›n› okura b›rak›yoruz. El-

de edilen bu tasar›ma (S, B)’nin tümleyeni denir.
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Al›flt›rma. Teorem 1 ve 2’yi kullanarak 2-(16,

6, 1) tasar›m›n›n olamayaca¤›n› kan›tlay›n.

Simetrik Tasar›mlar. b = v oldu¤unda, bk = vr

eflitli¤inden (Teorem 1) k = r’yi elde ederiz. Bu

özelli¤i sa¤layan tasar›mlara simetrik tasar›m de-

nir. Yani, bir simetrik tasar›mda nokta say›s›yla

blok say›s›, ayr›ca bloklar›n nokta say›s›yla her

noktan›n ait oldu¤u blok say›s› birbirine eflittir. Bu

tasar›ma izdüflümsel de denir. Teorem 1’den dola-

y›, bir 2-(v, k, λ) tasar›m›n›n simetrik olmas› için

yeter ve gerek koflul, λ(v−1) = k(k−1) eflitli¤idir.

Tasar›ma simetrik denmesinin nedeni bloklar

ve noktalar aras›ndaki iliflkinin simetrik özelikler

tafl›mas›ndand›r. Bloklar ve noktalar aras›ndaki si-

metrik iliflki flöyledir:

her blok k noktaya sahiptir,

her nokta k blokta yer al›r,

herhangi iki de¤iflik nokta λ bloktad›r,

herhangi iki de¤iflik blok λ noktada kesiflir.

Her blokun k elemana sahip olmas› tan›mdan,

her noktan›n k blokta yer almas› k = r eflitli¤inden,

her nokta çiftinin λ blokta birlikte yer almas› da

gene tan›mdan kaynaklan›yor. Herhangi iki de¤i-

flik blokun λ noktada kesiflti¤ini birazdan (malesef

lineer cebir kullanarak) kan›tlayaca¤›z.

Dolay›s›yla, simetrik bir 2-(v, k, λ) tasar›m›n-

da noktalar› blok, bloklar› nokta yaparsak gene si-

metrik bir 2-(v, λ, k) tasar›m› elde ederiz.

Teorem 3. Simetrik bir 2-(v, k, λ) tasar›m›nda

herhangi iki de¤iflik blok λ noktada kesiflir.

Kan›t: Kan›t›m›z Teorem 2’nin kan›t›n› (dola-

y›s›yla lineer cebir) kullanacak. A, tasar›m›n olu-

flum matrisi olsun. Tasar›m simetrik oldu¤undan,

A, v × v boyutlu kare bir matristir. Teorem 2’nin
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2-(11, 5, 2) ve 2-(11, 6, 3)
Tasar›mlar›

λ(v−1) = k(k−1) eflitli¤i sa¤land›¤›ndan, bir 2-

(11, 5, 2) tasar›m› simetrik olmal›d›r. Noktalar›m›z

Z/11Z’nin 11 eleman› olacak. Bloklar› infla edelim.

‹lk bak›flta hiçbir ilginçli¤i olmayan flu küme-

yi ele alal›m: {1, 3, 4, 5, 9}.

Bu kümenin tüm farkl› ikililerini birbirinden

modülo 11 ç›kar›p elde etti¤imiz sonuçlara bakal›m:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

4-3 3-1 4-1 5-1 9-4 9-3 5-9 9-1 3-5 4-5

5-4 5-3 1-9 9-5 3-9 4-9 1-5 1-4 1-3 3-4

Toplam 5 × 4 = 20 farkl› (x, y) ikilisi var, ama

fark olarak 1’den 10’a kadar sadece

on say› beliriyor ve her say› tam iki

kez beliriyor.

fiimdi {1, 3, 4, 5, 9} kümesinin

elemanlar›na 1 ekleyelim ve ekleme-

yi modülo 11 sürdürelim:
l1 = {1, 3, 4, 5, 9}
l2 = {2, 4, 5, 6, X}
l3 = {3, 5, 6, 7, 0}
l4 = {4, 6, 7, 8, 1}
l5 = {5, 7, 8, 9, 2}
l6 = {6, 8, 9, X, 3}
l7 = {7, 9, X, 0, 4}
l8 = {8, X, 0, 1, 5}
l9 = {9, 0, 1, 2, 6}
lX = {X, 1, 2, 3, 7}
l0 = {0, 2, 3, 4, 8} .

(10 yerine X yazd›k.)

Bunlar da tasar›m›m›z›n bloklar›. Her say›

tam 5 blokta ve her say› çifti tam 2 ortak blokta

belirir. Bu söylediklerimiz, {1, 3, 4, 5, 9} kümesi-

nin yukarda belirtti¤imiz özelliklerden ç›kar.

fiimdi bu tasar›m›n oluflum matrisini bulal›m:

0 0 1 0 0 0 1 1 1 0 1
1 0 0 1 0 0 0 1 1 1 0
0 1 0 0 1 0 0 0 1 1 1
1 0 1 0 0 1 0 0 0 1 1
1 1 0 1 0 0 1 0 0 0 1
1 1 1 0 1 0 0 1 0 0 0
0 1 1 1 0 1 0 0 1 0 0
0 0 1 1 1 0 1 0 0 1 0
0 0 0 1 1 1 0 1 0 0 1
1 0 0 0 1 1 1 0 1 0 0
0 1 0 0 0 1 1 1 0 1 0

Buldu¤umuz bu 2-(11, 5, 2) tasar›m›n›n tüm-

leyeni bir 2-(11, 6, 3) tasar›m›d›r ve oluflum mat-

risini bir önceki oluflum matrisinin

0’lar›n› 1, 1’lerini 0 yaparak bulabi-

liriz (Neden?) ‹flte o matris:

1 1 0 1 1 1 0 0 0 1 0
0 1 1 0 1 1 1 0 0 0 1
1 0 1 1 0 1 1 1 0 0 0
0 1 0 1 1 0 1 1 1 0 0
0 0 1 0 1 1 0 1 1 1 0
0 0 0 1 0 1 1 0 1 1 1
1 0 0 0 1 0 1 1 0 1 1
1 1 0 0 0 1 0 1 1 0 1
1 1 1 0 0 0 1 0 1 1 0
0 1 1 1 0 0 0 1 0 1 1
1 0 1 1 1 0 0 0 1 0 1

Ortada 2-(11, 5, 2) tasar›m›n›n çizge biçimin-

de bir “resmi”ni görüyorsunuz. Üç blok özellikle

belirtilmifl. Bu resim üzerine daha fazla bilgiyi in-

ternetten de indirilebilen [Bro1]’de bulabilirsiniz.

Çizgenin (ya da tasar›m›n) özyap› dönüflümleri

grubunun PSL2(11) olmas› ayr›ca ilginç.

1
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kan›t›nda AAt için bir ifade bulmufltuk: E¤er Jv×v

her girdisi 1 olan v × v boyutlu matrisse,

AAt = (r − λ)Idv + λJv×v

dir. Bunu AAt = AtA eflitli¤ini kan›tlamakta kulla-

naca¤›z. Bundan böyle Jv×v yerine J yazal›m.

Önce AJ = JA eflitli¤ini kan›tlayal›m. Matris

çarp›m›ndan ve A ve J’nin tan›m›ndan kolayca ç›-

kaca¤› üzere AJ her girdisi r olan bir matristir, ya-

ni rJ’ye eflittir. Gene matris çarp›m›ndan ve tan›m-

lardan, JA matrisi her girdisi k olan bir matris ol-

du¤u, yani kJ’ye eflit oldu¤u ç›kar. Her ikisi de v ×
v boyutlu oldu¤undan ve Teorem 3’e göre r = k ol-

du¤undan, AJ = JA bulunur.

fiimdi, AAt = (r − λ)Idv + λJ ve AJ = JA eflitlik-

lerinden, A(AAt) = (AAt)A, yani,

AAAt = AAtA

eflitli¤ini buluruz. Soldaki A’lar› sadelefltirebilirsek,

AAt = AtA eflitli¤ini elde ederiz. Bu sadelefltirmeyi

yapabilmek için A’nin tersinir oldu¤unu kan›tla-

mak yeterlidir.

fiimdi A’n›n tersinir oldu¤unu kan›tlayal›m.

Teorem 2’nin kan›t›nda AAt matrisinin determi-

nant›n›n 0 olmad›¤›n› bulmufltuk. Ayr›ca A bir ka-

re matris. Demek ki det(A)det(At) = det(AAt) ≠ 0

ve dolay›s›yla det(A) ≠ 0, yani A tersinir bir matris.

Dolay›s›yla AAt = AtA.

fiimdi AtA matrisinin ne oldu¤unu At ile A’yi

(bu s›rayla) çarparak bulal›m. Matris çarp›m›ndan

ve A’n›n tan›m›ndan, AtA matrisinin (i, j) girdisi-

nin hem li hem de lj bloklar›nda bulunan nokta sa-

y›s›, yani |li ∩ lj| oldu¤u görülür. (E¤er i = j ise bu

say› k’dir, ama bizi i ≠ j durumu ilgilendiriyor.)

Ama yukarda kan›tlad›¤›m›z üzere, AAt = AtA ve

AtA matrisinin ne oldu¤u Teorem 2’nin kan›t›nda

yaz›l›: i ≠ j için bu matrisin (i, j) girdisi λ. Demek ki

i ≠ j için hem li hem de lj bloklar›nda bulunan nok-

ta say›s› λ’d›r. ■■

Aç›k Soru: 2-(v, k, 2) simetrik tasar›m›na ikili

düzlem (‹ngilizcesi biplane) denir. Çünkü herhangi

iki farkl› nokta tam iki blokun/do¤runun üstünde-

dir ve herhangi iki farkl› blok/do¤ru tam iki nokta-

da kesiflir. Bu durumda v = k(k − 1)/2 + 1’dir. Bir

önceki sayfada gri alanda bir örnek verdik, bir

sonraki sayfada da verece¤iz. Sadece k = 3, 4, 5, 6,

9, 11 ve 13 oldu¤u durumlarda ikili düzlemlerin

varl›¤› biliniyor. Baflka k de¤erleri için de ikili düz-

lem var m›?

Al›flt›rmalar

1. V sonlu bir küme ve B, V’nin altkümelerin-

den oluflan bir küme olsun. B’nin herhangi iki de-

¤iflik elman›n›n ortak tam iki eleman›n›n oldu¤unu

varsayal›m. Ayr›ca V’nin herhangi iki de¤iflik ele-

man› B’nin tam iki eleman›nda olsun. B’nin her

eleman›n›nda ayn› say›da (diyelim k) eleman oldu-

¤unu ve (B, V)’nin bir 2-(v, k, 2) bir ikili düzlem ol-

du¤unu kan›tlay›n.

2. Kv, v noktal› tamçizge olsun (Yani Kv’de v

nokta var ve herhangi iki nokta aras›nda bir kenar

var.) 2 ≤ k < v bir do¤al say› olsun. Kv’nin Kk’ye efl-

yap›sal v tane l1, ..., lv, altçizgesi flu iki koflulu sa¤-

las›n: a) Kv’nin herhangi bir kenar› bu altçizgelerin

tam ikisindedir. b) Herhangi iki farkl› li ve lj altçiz-

gesinin kesiflimi bir kenard›r. Böyle bir (Kk, l1, ..., lv)

yap›s›n›n bir 2-(v, k, 2) simetrik tasar›m›n› verdi¤i-

ni ve her 2-(v, k, 2) simetrik tasar›m›n›n böyle bir

(Kk, l1, ..., lv) yap›s›n› verdi¤ini kan›tlay›n.
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‹zdüflümsel Düzlemler
2-(v, k, 1) simetrik tasar›mlar›n›n flu özelli¤i

vard›r:

a) Herhangi iki farkl› nokta tek bir bloktad›r.

b) Herhangi iki farkl› blok tek bir noktada

kesiflir.

c) Herhangi üçü ayn› blokta olmayan dört

nokta vard›r.

Bu özellikleri sa¤layan nokta ve bloklar kü-

mesine k − 1 dereceli izdüflümsel (ya da projektif)

düzlem denir. ‹zdüflümsel düzlemler geometrinin

en önemli ve en ilginç konular›ndand›r. Sonlu iz-

düflümsel düzlemler bugüne dek s›n›fland›r›lama-

d›¤› gibi, bugün böyle bir s›n›fland›rma yapacak

kadar güçlü yöntemlerin bilinmedi¤i düflünül-

mektedir. Bugüne dek derecesi bir asal say›n›n gü-

cü olmayan izdüflümsel düzlem bulunamam›flt›r.

Teorem [Bruck-Ryser]. n dereceli bir izdü-

flümsel düzlem varsa ve n ≡ 1, 2 (mod 4) ise n iki

karenin toplam› olarak yaz›labilir.

Bu teoreme göre derecesi 6 olan izdüflümsel

bir düzlem yoktur. Derecesi 10 olan için bir izdü-

flümsel düzlemin olmad›¤› bilgisayarlar›n yard›-

m›yla ancak 1989’da kan›tlanm›flt›r [LTS, Lam].

Bugün, izdüflümsel bir düzlemin olup olmad›¤› bi-

linmeyen küçük derece 12’dir.



3. E¤er bir t-(v, k, l) tasar›m› varsa, her 0 ≤ i ≤ 

t için, say›s›n›n, say›s›n› böldü¤ünü 

kan›tlay›n.

Fark Kümesi. Sayfa 31’deki 2-(11, 5, 2) tasar›-

m›n›n nas›l elde edildi¤ine bir defa daha bakal›m.

{1, 3, 4, 5, 9} kümesinin elemanlar›na hep 1 ekle-

dik. (Ama bunu modülo 11 yapt›k, yani Z/11Z kü-

mesinde çal›flt›k.) Bu yöntemi genellefltirebiliriz.

Bir (v, k, λ) fark kümesi, V = {0, 1, ..., v−1} kü-

mesinin afla¤›daki özelli¤i sa¤layan k elemanl› bir S

altkümesidir: 0 d›fl›nda V’nin her say›s› S’den tam

λ tane çiftin fark› olarak yaz›labilir (hesaplar gene

modülo v yap›lacak elbet.)

Örne¤in, S = {1, 3, 4, 5, 9} bir (11, 5, 2) fark kü-

mesidir. Bunlar›n 0’a eflit olmayan modülo 11 kare-

ler oldu¤una ayr›ca dikkatinizi çekeriz.

Bu da genel bir olgudur: p ≡ 3 mod 4 bir asal ol-

sun. O zaman,

Qp = {x2 ∈ Z/pZ : x in ∈ Z/pZ \ {0}}

kümesi bir (p, (p−1)/2, (p−3)/4) fark kümesidir.

Bunun kan›t› [Bro2]’de bulunabilir.

Örne¤in, p = 23 al›rsak,

Q23 = {1, 2, 3, 4, 6, 8, 9, 12, 13, 16, 18}

bir (23, 11, 5) fark kümesidir.

Teorem 4. Her (v, k, λ) fark kümesi bir (v, k, λ)

simetrik tasar›m› verir. Nitekim, e¤er

l = {x1, ..., xn}
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Afla¤›dakiler için referans›m›z [Roy].

Parametreler Ad› Derecesi k − λ |Aut|

2-(4, 3, 2) B3A 1 48

2-(7, 4, 2) B4A 2 336

2-(11, 5, 2) B5A 3 1320

2-(16, 6, 2) B6A 4 23040

B6B 4 1536

B6C 4 768

2-(37, 9, 2) B9A 7 1512

B9B 7 108

B9C 7 666

2-(56, 11, 2) B11A 9 161280

B11B 9 576

B11C 9 128

B11D 9 288

B11E 9 48

2-(79, 13, 2) B13A 11 110

k ≤ 9 için yukardaki liste eflyap›sallar› say-

mazsak tamd›r. Ancak v = 56 ve 79 için yukarda

verilenlerle eflyap›sal olmayan baflka ikili düzlem-

ler de olabilir.

Aran›yor! v’lik bir ikili düzlemin olup olmad›-

¤› bilinmeyen ilk say› olan v = 121 ve 154 için 2-

(121, 6, 2) ve 2-(154, 18, 2) ikili düzlemleri aran-

maktad›r.

2-(4, 3, 2) tasar›m› (bloklar dikey):

0 0 0 1

1 1 2 2

2 3 3 3

2-(7, 4, 2) tasar›m› (bloklar dikey):

2 3 4 5 6 0 1

4 5 6 0 1 2 3

5 6 0 1 2 3 4

6 0 1 2 3 4 5

2-(11, 5, 2) tasar›m› için bkz. sayfa 31.

2-(16, 6, 2) tasar›mlar› (bloklar yatay):

A B C
1 2 3 4 8 12 1 3 5 8 10 13 1 3 4 6 10 15

0 2 3 5 9 13 0 2 4 8 11 13 0 2 3 6 11 12

0 1 3 6 10 14 1 3 4 7 11 14 1 3 7 9 12 14

0 1 2 7 11 15 0 2 5 7 10 14 0 2 4 7 10 14

0 8 12 5 6 7 0 3 4 6 10 15 0 3 5 9 10 13

1 9 13 4 6 7 1 2 5 6 11 15 1 2 4 9 11 13

4 5 7 2 10 14 1 2 4 9 10 12 1 2 5 8 10 12

4 5 6 3 11 15 0 3 5 9 11 12 0 4 8 9 12 15

0 4 12 9 10 11 0 1 6 9 13 14 0 1 6 8 13 14

1 5 13 8 10 11 0 1 7 8 12 15 0 1 5 7 11 15

2 6 14 8 9 11 2 3 6 8 12 14 2 5 6 9 14 15

8 9 10 3 7 15 2 3 7 9 13 15 2 3 7 8 13 15

0 4 8 13 14 15 4 5 8 9 14 15 3 4 5 8 11 14

1 5 9 12 14 15 4 5 6 7 12 13 4 5 6 7 12 13

2 6 10 12 13 15 6 7 8 9 10 11 6 7 8 9 10 11

3 7 11 12 13 14 10 11 12 13 14 15 10 11 12 13 14 15

Bilinen ‹kili Düzlemler

Bir 2-Tasar›m›n Türevi
(S, B) simetrik bir 2-(v, k, λ) tasar›m olsun.

B’deki bloklara l1, ..., lv diyelim. (S, B)’den pa-

rametreleri 2-(k, λ, λ−1) olan yeni bir tasar›m el-

de edece¤iz. Yeni tasar›m›n noktalar› lv’nin nok-

talar› olsun. Bloklar da l1∩lv, ..., lv−1∩lv olsun.

Bu bir 2-(k, λ, λ−1) tasar›m›d›r.

Bir t-Tasar›m›n Türevi
t-tasar›mlar için de¤iflik bir türev kavram›

daha vard›r. (S, B) bir t-(v, k, λ) tasar›m› ve p ∈
S olsun. (S, B)’nin p noktas›nda türevini tan›m-

layaca¤›z. Noktalar kümesi S′ = S \ {p}, bloklar

kümesi B′ = {l \ {p} : p ∈ l ∈ B} olsun. O zaman

(S, B) bir (t−1)-(v−1, k−1, λ) tasar›m›d›r. 



bir (v, k, λ) fark kümesiyse, i = 0, 1, ..., v − 1 için,

li = {x1 + i, ..., xn + i}

olsun (toplamalar Z/vZ’de yap›lacak.) O zaman l0,

..., lv−1 bir (v, k, λ) simetrik tasar›m›n›n bloklar›d›r.

Teoremin kolay kan›t›n› okura b›rak›yoruz. 

Afla¤›daki san›y› kan›tlarsan›z meflhur oldu¤u-

nuzun resmidir (demek ki san› çok zor!)

San›. (v, k, 1) parametreli bir fark kümesi var-

sa k − 1 bir asal›n gücüdür.

D.M. Gordon san›n›n do¤rulu¤unu k < 2.000.000

için bilgisayarda kontrol etti [Gor]. ♣
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Mathieu Gruplar›
3-(22, 6, 1), 2-(23, 7, 1) ve 5-(24, 8, 1) tasa-

r›mlar›ndan, eflyap›sallar› saymazsak, birer tane

vard›r. Ayr›ca 5-(12, 6, 1) ve türevi olan 4-(11,

5, 1) tasar›mlar› da vard›r. v = 11, 12, 22, 23, 24

için, bu tasar›mlar›n özyap› dönüflümleri grupla-

r›na Mv diyelim. Her Mv basit bir gruptur. Bun-

lar, sonsuz s›n›flara girmeyen 26 kaza (sporadic)

grubundan beflidir. Bu konuda basit düzeyde

yaz›lm›fl bir makale için bkz. [Cuy]. ♣

Bruck-Ryser-Chowla Teoremi

Teorem. n ≡ 1, 2 (mod 4) olsun. E¤er p ≡ 3

(mod 4) denkli¤ini sa¤layan ve n’yi bölen en bü-

yük gücünün tek oldu¤u bir asal varsa, o zaman,

k − λ = n eflitli¤ini sa¤layan bir fark kümesi yok-

tur.

Ayn› teorem de¤iflik bir dilde flöyle de ifade

edilebilir [DS]:

Teorem. E¤er (v, k, λ) parametreli bir simet-

rik tasar›m varsa, o zaman,

i. E¤er v çiftse k − λ bir tamkaredir.

ii. E¤er v tekse

x2 = (k − λ)y2 + (−1)(v−1)/2λz2

denkleminin tamsay›larda (0, 0, 0)’dan de¤iflik

bir çözümü vard›r.

k − λ say›s›na tasar›m›n derecesi ad› verilir.

Sayfa 32’deki Bruck-Ryser Teoremi bu te-

oremlerin bir sonucudur. Bu arada, Bruck-Ryser

Teoremi’nin izdüflümsel geometrilerin yoklu¤u-

nu dereceye ba¤layan bilinen tek genel teorem

oldu¤unu da belirtelim. ♣

0, 1, 3 ve 7 say›lar› aras›ndaki tüm farklara

bakal›m: 1, 2, 3, 4, 6 ve 7. Herhangi ikisinin ara-

s›ndaki fark ayr› bir say›, yani afla¤›daki noktala-

r›n birbirlerine olan mesafeleri hep de¤iflik.

Yukardaki gibi bir do¤al say›lar kümesine

Golomb cetveli denir. Yukarda verdi¤imiz dört

say›l› (çentikli) bir Golomb cetveli.

Bu dört nokta aras›ndaki en uzun mesafe 7,

yani 0-1-3-7 Golomb cetvelinin uzunlu¤u 7. Dört

çentikli ama daha k›sa bir Golomb cetveli bulabi-

lir miyiz? Evet! 0, 1, 4, 6 noktalar› aras›ndaki me-

safeler de hep de¤iflik ve bu Golomb cetvelinin

uzunlu¤u 6.

Herhangi bir n do¤al say›s› için n çentikli bir

Golomb cetveli yaratmaktan kolay› yoktur: a0 = 0

olsun ve an+1’i 2an + 1 olarak tan›mlayal›m. (an)n
dizisi flöyle bafllar: 0, 1, 3, 7, 15, 31 63, 127, ... Di-

zinin ard›fl›k terimleri aras›ndaki mesafe yeterince

artt›¤›ndan, ilk n say›n›n n çentikli bir Golomb cet-

veli oluflturdu¤unu kan›tla-

mak kolay. Herhalde an =

2n − 1 kural›n› tahmin et-

miflsinizdir. Tümevar›mla

kolayl›kla kan›tlan›r bu eflit-

lik. Demek ki n çentikli bu

Golomb cetvelinin uzunlu¤u

2n − 1, baya¤› büyük. Amaç,

n çentikli en k›sa Golomb

cetvelini bulmak.

‹flte befl çentikli oldukça

k›sa bir Golomb cetveli: 0, 1, 4, 9, 11. Daha k›sas›

var m›?

Golomb cetvellerinin röntgenden iletiflime

kadar pek çok uygulamas› vard›r. Ayr›ca sonlu

geometriyle yak›ndan ilgilidir.

En k›sa Golomb cetveli bulman›n kolay bir

algoritmas› bilinmiyor. Bilgisayarlar 30 civar›

çentikle bile bafla ç›kam›yorlar. ♣

0 1 3 7

0 1 4 6

Solomon Golomb

Golomb Cetvelleri


