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. o } Diyelim ki ¢cok uzaklarda

bir yerdesiniz ve Tuirkiye’den sorulan

bir soruya “evet” ya da “hayir” yanitlarindan bi-
rini vermek istiyorsunuz. Ornegin uzaktan OSS si-
navina giriyor olabilirsiniz, ya da daha dramatik
bir ornek: Biri size “benimle evlenir misin?” diye
bir mesaj atmis olabilir.
Diyelim, evet mesaji ® olarak, hayir mesaji da
e olarak kodlanip yollaniyor ve diyelim evlenme
teklifini reddetmek istediniz. “Cok onur duydum,
ancak...” anlamina “hayir” diigmesine bastiniz. ee
sifreli mesaji yola ¢ikti... Mesaj, daglari, ovalari, en-
gin okyanuslar1 asacak, tayfunlari, boralar1 delip
gececek, doluya tipiye tutulacak, giines 1s1gina, me-
teor yagmurlarina, radyo dalgalarina maruz kala-
cak ve ta Tirkiye’ye gidecek... Yolda mesajin bagi-

mis oluruz. Ancak mesaj uzun oldugunda yerine
ulagmasi zaman alir ve diigiin dernek olana kadar
miistakbel egler karta kagabilir.

Yollanan sinyalin uzunlugunu artirdigindan,
kazalara kargt alinan 6nlemler yollanan sinyalin
yerine varis siresini uzatir. Dogrulukla hiz arasin-
da makul bir karar almaliyiz.

Yukarda yollanmak istenen mesaji kodladik:
evet yerine ®, hayir yerine ®®®e mesajlarini yolladik.
Alfabemizde bir tek harf vardi: e. Bu harfle o ve
eeee gsizciiklerini yazdik. Uygulamada yukardaki
gibi bir degil, birden ¢ok simge kullanilir, daha ¢ok
iki simgeli (harfli) bir alfabe kabul edilir: {0, 1}.

Anlaml sozctikler bu alfabeyle yazilan sozciik-
lere donustiiriliir ve 0100110 gibi kodlanmis me-
sajlar yollanur.

na bir kaza gelmesi muhtemel. Ka-
zayla noktalardan biri silinse 6rne-
gin, taliplinize “hayir ee” vyerine
“evet ®” mesaji gider. Ya da teklifi
kabul edip seving gozyaslar icinde
“evet” mesaji yolladiniz ama yolda
seytan doldurdu ve mesajiniza yeni
bir nokta eklendi, yolladiginiz
mesaji yerine ®® olarak vardi... Tra-

jikomik bir durum!

Kodlar kurami olduk¢a yeni
bir dal sayilir. Claude Shan-
non’in 1948’de yazdigi bir
makale [Sha], elektronik mii-
hendisliginde bilisim (enfor-
masyon) kurami adi verilen
dalin ve bu dalin altinda hata
duizelten kodlar alaninin dog-
masini saglamistir.

Yukardaki ornekte oldugu gibi
yolda mesaja yeni simgeler eklen-
mez, ancak mesajin simgelerinden
biri degisebilir. Ornegin, yollanan
0100110 mesaji, yerine 0101110
olarak ulasabilir.

Evet/hayir ornegimize geri do-
nelim: Eger “evet”i 01 olarak, “ha-
yir”1 da 10 olarak yollarsak ve

Turkiye’ye yanlighkla 11 mesajt

Oysa evet mesaji ® olarak, ha-
yir mesaji ®®e®e olarak gonderilseydi, bir noktanin
eklenmesi ya da silinmesi halinde, mesaj onarilip
gene dogru yanit algilanabilirdi.

Hayir mesajinin eee olarak yollanmasi olas:
yanligin giderilmesine yaramaz. Ciinkii bu hayir
(e®e) mesajindan bir noktanin silinmesiyle evet (®)
mesajina bir nokta eklenmesi ayni sonucu verir
(ee). Kazayla ®® mesajini alan aygit bu anlamsiz
mesajin evet mi yoksa hayir mi olarak algilanmasi
gerektigini anlayamaz, ikilemde kalir.

Hayir mesajini ®eeeee olarak yollamak daha
da gtivencelidir. Boylece iki noktanin eklenmesi ya
da iki noktanin silinmesine karg1 da 6nlemimizi al-
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ulasirsa, mesaji alan kisi ya da ay-
git bu 11’in 01 mi yoksa 10 mu olarak algilanmasi
gerektigini algilayamaz.

“Evet”i 11 olarak, “hayir”1 da 00 olarak yol-
lasaniz da olas1 bir yanligshk duzeltilemez.

Ancak, “evet”i 000 olarak, “hayir”1 da 111
olarak yollarsak, o zaman 000, 001, 010 ve 100
mesajlar1 000 olarak, 011, 101, 110 ve 111 mesaj-
lar1 da 111 olarak algilanir. Ciinkii, 6rnegin, 001
mesaji 000’a 111’e oldugundan “daha yakindir”.

Elbette, bu durumda bile yollanan 000 mesaji,
yerine 011 olarak ulasabilir, ama bunun olasilig
¢ok daha diisiiktiir. Daha giivenilir bir sistem isti-
yorsak, o zaman mesajlar1 daha uzun sozciiklerle
kodlamaliyiz, 6rnegin evet ve hayir yerine 00000
ve 11111 sifrelerini segmeliyiz.
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Kodlar Kurami. Dedigimiz gibi, kod olugtur-
mak i¢in kod sozciiklerine, kod sozciklerini yaza-
bilmek i¢in de bir alfabeye ihtiyacimiz var. Alfabe
olarak g farkli simgeyi iceren sonlu bir kiime kul-
lanabiliriz. Uygulamada genellikle ¢ = 2 alinir ve
bu durumda alfabe {0, 1} olarak kabul edilir.

Sectigimiz alfabeyle yazacagimiz her sozciige
kod sézciigii, bu sozciiklerden olugan kiimeye de
kod denir. Ornegin, tiim anlamh Tiirkge sdzciikler
kimesi, 29 harfli bir alfabesi olan bir kod olarak,
ya da Turkiye’deki tiim telefon numaralar1 {0, 1, 2,
..., 9} alfabesini kullanan 10 uzunlugunda (alan
kodlar1 dahil) bir blok kod 6rnegi olarak diistinii-
lebilir. Biz tiim sozcuklerin uzunluklarinin ayni
alindigi ve kullanimi en yaygin olan blok kodlari-
n1 inceleyecegiz.

{0, 1} alfabesiyle # uzunlugunda 2” tane soz-
ciik yazabiliriz. 7 = 0, 1, 2, 3 ve 4 i¢in bunlar1 aga-
gida goreceksiniz. Sozciiklerin nasil “alfabetik si-
rayla” yazildiklarina dikkatinizi ¢ekeriz. O uzunlu-
gunda tek sozciik vardir: Hi¢ simgesi olmayan bosg-

sozciik: ().
n=0|n=1|n=2 n=23 n=4%
O 0 00 000 0000 1000
1 01 001 0001 1001
10 010 0010 1010
11 011 0011 1011
100 0100 1100
101 0101 1101
110 0110 1110
111 0111 1111

Bir kod se¢mek icin oOnce sozciiklerimizin
uzunlugunu se¢meliyiz, kodlanan biitiin sozctikle-
rin uzunlugu ayni olacak.

Kodlamak istedigimiz sozcuk sayisi arttikga,
uzunluk da artar elbet, ¢uinkii sozgelimi, {0, 1} al-
fabesiyle 4 uzunlugunda sadece 16 sozciik yazabi-
liriz. Ornegin Tiirkce alfabeyi {0, 1}’le kodlayabil-
mek i¢in uzunlugun en az 5 olmasi gerekir.

Ama olasi yanlglar1 diizeltebilen bir kod yaz-
mak i¢in uzunlugu daha da artirmamiz gerekir.
Sozgelimi, sadece evet ve hayirt kodlamak icin
uzunlugun 1 olmasi yeter; ama bir hata dizeltebi-
len bir kod yazmak istiyorsak, uzunluk en az 3 ol-
maly; iki hata diizelten bir kod yazmak i¢inse uzun-
luk en az 5 olmali.

Bir ¢kili kod, belli bir # icin, 0 ve 1’lerden olus-
mus 7z uzunlugunda bir diziler kiimesidir. Ornegin,

C = {000, 111}
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bir ikili koddur. Burada 7 = 3. C’nin elemanlarina
kod sozciikleri denir.

Kodlar kuramu, bilginin bir yerden bir yere
dogru ve etkin bicimde iletilmesiyle ilgilenir. Gii-
niimiizde kompakt disk kayitlarinda hatayi en aza
indirmek, telefon hatlar1 tizerinden ya da bir uydu-
dan diizgiin bilgi akigini saglamak gibi gesitli uygu-
lamalar1 vardir. Bilgi akisi esnasinda mesajlarda
olusabilecek hatalari diizelten kodlarla tanigmamiz
1940’lara dayanuir.

Bilgi akiginin gerceklestigi ortama kanal denir;
telefon hatlar1 ya da atmosfer kanal ornekleridir.
Parazit ya da giiriiltii adint verdigimiz istenmeyen
dis etkenler varan mesajin gonderilenden farkli ol-
masina neden olabilir.

Asagidaki semada bilgi akisi gosterilmektedir.
Yollamak istedigimiz mesaja M diyelim. Ornegin
M, “evet” mesaji olabilir. Bu mesaj kodlanarak K
kod sozctigti haline getirilir. S6zgelimi, K, 000 ola-
bilir. K, gidecegi yere dogru kanalda yol alirken pa-
razite maruz kalir ve ulagsacagi yere K yerine K’ ola-
rak ulasir. K’, 010 olabilir. Bu asamada bir hata gi-
derici devreye girer ve yanlig olan K’ mesajini K kod
sOzcuigl olarak duzeltir. Hata giderici 010 mesaji-
nin 000’a 111°den daha yakin oldugunu anlar.

M mesaji
ikodlayla
kodlanarak gonderilen K mesaji
K mesaji kanaldan geciyor {_
ulagsan K’ mesaji N
Jhata giderici
K mesaj
dkod ¢cozlci

kodu ¢ozilen M mesaji

Kanalin en az derecede parazite maruz kalma-
sini saglamak hatalar1 dnlemenin bir yoludur elbet-
te, ama bu bir dereceye kadar mumkiindiir, ayrica
matematige degil mithendislige girer, bizim konu-
muz degil yani. Hatalar1 diizeltmek ise matemati-
gin konusudur.

Hata duizeltici kodlamanin ardindaki diisiince,
kod sozciiklerini birbirlerinden yeterince farkl se-
¢ip, gonderilen sozcugiin birkag terimi parazit ne-
deniyle yanls iletilse bile, iletilen s6zctigun hala ta-
ninabilir, yani asil sozcige diger biitiin kod soz-
ciiklerine oldugundan daha “yakin” olmasini sag-
lamaktir.

d

JiZzeie
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Bu yakinligi 6lgmek icin bir uzaklik fonksiyo-
nu kullanilir. x ve y € C ise, x ve y’nin aralarinda-
ki Hamming uzakligs d(x, y), x’in y’den farkli olan
koordinatlarinin sayisidir. Ornegin,

d(000, 111) = 3,
d(0100101, 1101101) = 2,
d(01101010, 01101010) = 0.

C kodunun minimum uzakhg d(C), Cnin
icindeki butiin x # y kod s6zctkleri igin d(x, y)’nin
aldigi en kiguk degeridir:

d(C) = min{d(x, y) : x, vy € C, x = y}.

Ormek: C = {1101000, 0110100, 0011010,
0001101, 1000110, 0100011, 1010001} olsun. Her
x # vy icin kod s6zcugii i¢in, d(x, y) = 4 olduguna go-
re (denemeden inanmayin bence!) d(C) = 4’tiir.

C kodunun tek bir simge hatasinmi duzeltmeye
olanak verebilmesi i¢in, herhangi iki kod sézcugu-
niin arasindaki uzaklik en az 3 olmalidir, yani d(C)
> 3 olmalidir, bu ¢ok bariz. C kodunun iki simge
hatasim1 duzeltmeye olanak verebilmesi igin de,
d(C) = 5 olmalidir. Genel olarak, C kodunun e sim-
ge hatasini diizeltmeye olanak verebilmesi igin,
d(C) 2 2e¢ + 1 olmalidir. Bu durumda, C’ye e-hata
diizelten kod denir, yani C en fazla e tane hata dii-
zeltme ozelligine sahiptir.

Soru: C = {0101010, 1001100, 0011001,
1110000, 0100101, 1000011, 0010110} ise C’nin
hata duzeltme kapasitesi nedir?

Kodlart tanimlarken tasarimlarda yaptigimiz
gibi baz1 parametreler kullanmak isimizi kolaylas-
tirir. Alfabesinde g harf olan, # uzunlugunda M ta-
ne kod s6zcugii iceren ve minimum uzakligi d olan
bir koda g-(n, M, d) kodu diyelim. Ornegin yukar-
daki sorudaki C bir 2-(7, 7, 4) kodudur.

Kodlar ve Geometri. Yukardaki C kodunun
sozctiklerini bir matrisin satirlari olarak yazalim:

0101010
1001100

SR ORrRO
SO R =k O

1
1
0
0
1

SO =
—_O R OO
e NN e)
OR kRO

Sttunlara 14, Iy, ..., 7, siralara Py, Py, ..., P diye-
lim ve P ve Pleri birazdan tanimlayacagimiz bir
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“geometri”nin noktalari ve dogrulari (ya da tasa-
rimcilarin dilinde, bloklari) olarak gorelim. Eger i-
inci sirada ve j-inci siitunda 1 varsa P; € I; olsun, 0
varsa P; ¢ |; olsun. Boylece 7 nokta ve 7 dogrudan
olusan bir “geometri” elde etmis oluruz. Bu ge-
ometrinin aynen sayfa 28’de resmini ¢izdigimiz ge-
ometri olduguna dikkatinizi ¢ekerim.

Bunun tersini de yapabiliriz. Nokta ve dogru-
lardan olugan sonlu bir “geometri” verilmis olsun,
ornegin nokta ve bloklardan olugsmus bir (v, k, )
tasarimi verilmis olabilir. Bu geometrinin dogrula-
rina I, 1,, ..., I, noktalarina Py, Py, ..., P, diyelim.
Geometrinin olusum matrisi, (i, j) girdisi, P; € 1; ya
da P; ¢ |; durumuna gore 1 ya da 0 olan v x b bo-
yutlu matristir. Yani olusum matrisinin #-inci sira-
daki ve j-inci stitundaki girdisi, eger P; € 1; ise 1,
P; ¢ |; ise 0’dir. Olusum matrisinin satirlarinit bir
kodun kod sozciikleri olarak gorebiliriz.

Bu fikirden birazdan yararlanacagz.

Kodlar ve Simetrik Tasarimlar. Nokta ve dog-
rulardan olugan bir geometriden bir kodun nasil el-
de edilebilecegini gordiik. Simdi herhangi bir ge-
ometri alacagimiza bir simetrik tasarim alalim (bkz.
sayfa 31) ve bu tasarimin yarattii koda goz atalim.
Bakalim boyle bir kodun bir 6zelligi var mi?

C’nin kod sozciikleri herhangi bir 2-(v, k, 1) si-
metrik tasariminin olusum matrisinin satirlar1 ol-
sun. Blok sayisi b ise, tasarim simetrik oldugundan,
b = v’dir. Dolayisiyla C, v uzunlugunda bir koddur.

Her blokta k tane nokta olduguna gore, bu
matrisin her satirinda, yani her kod sozctigiimiiz-
de, k tane 1 ve v — k tane 0 vardir. Ayrica, her blok
cifti A tane ortak eleman icerdiginden, herhangi iki
kod sozctiginin aymi A koordinatinda 1 vardir.
Dolayisiyla ilk sozciikte geri kalan & — A tane 1 di-
ger sozcuktekinden farkli yerlerdedir, ikinci sozciik

Mars'tan Mesaj Var!

Mars’in yoriingesine oturtulan ilk uzay araci
olan Mariner 9°dan fotograf alinmasinda yarar-
lanilan kod, yazinin sonunda gorecegimiz Reed-
Muller kodlarindan biridir. Bu kod ¢ok hizh bir
algoritmayla ¢ozildiiginden Mariner 9°dan sa-
niyede 16.200 bit veri aktarimi gergeklestirilmis,
Mars’tan fotograf almayi ilk basaran Mariner
4’in saniyede 25/3 bit veri aktarim hizinin kat
kat ustiine ¢ikilmustir [Hil].
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i¢in de aynusi gegerlidir. Yani, herhangi iki kod soz-
ctigiintin 2(k — A) koordinati birbirinden farklidir.
Bu da bize d(C)’nin 2(k — A) oldugunu gosterir.

2(k — L) >2(k— A —1) + 1 oldugundan, simet-
rik tasarimimizin olusum matisinden elde ettigimiz
C kodu, (k — A — 1)-hata duzelten bir kod olur.

Kodlar ve Latin Kareler. Birbirine dik latin ka-
relerden de kod uretebiliriz. Hatta birbirine dik ne
kadar fazla latin kare bulursak, elde ettigimiz kod
o kadar fazla hata duzeltir. Bir 6rnekle baglayalim.
Sayfa 9°da buldugumuz birbirine dik ve derecesi 5
olan dort latin kareden herhangi ikisini secelim.

12345 12345
23451 34512
A = 34512 B = 51234
45123 23451
51234 45123

olsun. A ve B’nin girdileri sirasiyla a;; ve b;; olsun.
C = 1{liyjy ap by) iy j=1,2,3, 4, 5)

olsun. Boylece alfabesinde 5 harf olan 25 sozciikli

ve 4 uzunlugunda bir kod buluruz. 1111, 3241,

4425 bu kodun kod sozciiklerinden bazilaridir.

Teorem 1. g-(4, g2, 3) kodunun olmas icin ge-
rek ve yeter kosul, q dereceden birbirine dik iki la-
tin karenin olmasidr.

Kanit: Once, g dereceden birbirine dik A =
(ai/)ij ve B = (bl/)l/
yalim. Ustte yaptigimiz gibi

C={(, /s jjs bz]) I Lj=1,2,.., 6]}
kodunu tanimlayalim. Bu kodun uzunlugunun 4

latin karelerinin oldugunu varsa-

oldugu ve g2 tane sozciik icerdigi bariz. 1lk iki ko-
ordinat son iki koordinati belirlediginden mini-
mum uzaklik en az 1’dir. Ote yandan, iki latin ka-
renin birbirine dik olmasindan dolayi, son iki ko-
ordinat da ilk iki koordinati belirler. Dolayisiyla
minimum uzaklk en az 2’dir. Simdi minimum
uzakhigin en az 3 oldugunu gosterelim. Tki degisik
(iy J» @i, b,-,-) ve (k, 1, agy, byy) kod sozciikleri alalim.
Eger i # k ve j # | ise uzaklik en az 3’tir. Eger i =
kyadaj=1ise, yani ya sira ya da siitun ayniysa o
zaman hem a;; # ay olur hem de b;; # by, yani mi-
nimum uzaklik 3’tir.

Simdi de g-(4, g2, 3) kodunun oldugunu varsa-
yalim. Alfabemizin 1, 2, ..., g sayilarindan olustugu-
nu varsayabiliriz. $imdi yukardaki ingay1 ters gevire-
rek tigtinct ve dordiinct koordinatlardan birbirine
dik iki latin kare elde etmek isten bile degildir. O

38

Boylece ornegimizdeki kodun minimum uzak-
liginin 3 oldugunu yani bir hata duzeltebildigini
gormiss olduk. Dik latin karelerle daha fazla hata
diizeltebilen kodlar tretebiliriz:

Teorem 2. g-(n, g2, n— 1) parametreli bir kodu-
n olmast icin yeter ve gerek kosul, q dereceli n — 2
tane birbirine dik latin kare olmasidir.

Bunu # = 4 iken kanitladik. Bu daha genel te-
oremin kanitinda da ayni yol izlenir. Ayrintilar:
okura birakiyoruz.

Ne yazik ki g dereceli # — 2 tane birbirine dik
latin karenin her zaman bulunup bulunmayacagini
bilmiyoruz, dolayisiyla yukardaki teoremin uygu-
lama alani bulunan dik kare sayisiyla sinirli.

Lineer Kodlar. Kod sozctiklerinin genellikle iki
harfli {0, 1} alfabesiyle yazildigini soyledik. Bun-
dan boyle F, = {0, 1} olsun. F,’nin elemanlarini ol-
dukg¢a dogal bigimde toplayabiliriz:

0+0=0
1+0=1
0+1=1
1+1=0

Bunun bildigimiz toplamadan tek farki 1 + 1 = 0
esitligi. Buna modiilo 2 toplama dendigini bir¢ok
okur biliyordur herhalde. Dikkat ederseniz F,’nin
iki elemaninin toplami ancak ve ancak iki eleman
birbirine esitse 0°dir, yoksa 1°dir. Bu basit olgu,
Teorem 3’tin kanitinda 6nemli olacak.

Eger kodun uzunlugu # ise, her kod sozciigu
011001100 gibi # uzunlugunda bir 0-1 dizisidir. »
uzunlugundaki 0-1 diziler kiimesini F5 olarak goste-
relim. Demek ki uzunlugu 7 olan bir C kodu, F; k-
mesinin bir altkiimesidir.

n uzunlugundaki dizileri, yani F5’nin elemanla-
rint Fy’nin toplamasiyla uyumlu bicimde toplaya-
biliriz: Iki diziyi toplamak igin, dizilerin terimlerini
teker teker toplariz. Sozgelimi,

1001110110
+ 1100010101
0101100011

Eger C < Fj bir kodsa, iki kod sozctiginiin
toplaminin gene bir kod s6zciigti olmast igin hicbir
neden yoktur, bazi x, y € C i¢in, x + y dizisi C’de
olmayabilir.

Eger her x,y € Cicin, x +y € Cise, yani C top-
lama altinda kapaliysa C’ye lineer kod denir. Line-
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er kodlar diger kodlara gore daha sevimli kodlar-

dir, ciinkii ¢6zilme algoritmalari daha cabuktur.
Her terimi 0 olan 00 ... O sifir dizisi her lineer

kodda bulunmak zorundadir, ¢iinki eger x € C

ise, x + x dizisi C’dedir ve her terimi 0’dir. (Bura-

da bir kodun bogkiime olamayacagini varsaydik,

bundan sonra da hep bu varsayimda bulunacagiz.)
00 ... 0 dizisini 0 olarak gosterecegiz.

Ornek. {000, 111} ve {000, 110, 101, 011} kod-
lar1 lineerdir ama yedi sozcikli {1101000,
0110100, 0011010, 0001101, 1000110, 0100011,
1010001} kodu lineer degildir, ¢iinkii 0 = 0000000
dizisini icermez, ayrica 1101000 ve 0110100 kodla-
rinin toplami olan 1011100 sézctigi kodda degildir.

Alstirma. C, iginde cift sayida 1’in oldugu n
uzunlugundaki 0-1 dizileri olsun. C’nin lineer bir
kod oldugunu kanitlayin. C’nin kag elemani vardir?

Lineer kodlarin diger kodlara olan avantajini
gostermek i¢in uzaklikla yakindan baglantili olan
agirhk kavramini tanimlayalim: Bir s6zcugiin agr-
hig1, sozcuigin igindeki 0’dan farkli terimlerin sayi-
sidir. Biz ikili kodlardan sozettigimize gore, bunu,
sozcuikteki 1’lerin sayisi olarak alabiliriz. Bir x soz-
cligiiniin agirhg w(x) olarak gosterilir. Ornegin
w(1101101) = 5. Asagidaki kolay teorem agirlikla
uzakligin iligkisini gosterir.

Teorem 3. Her x, y kod sozciikleri igin,
w(x) = d(x, 0)
ve
d(x,y) = w(x + y).
Kanit: Toplamanin tanimindan dogrudan ¢i-
kar. Ayrintilar okura birakilmigtir. O
Sonug 4. C lineer bir kod, w(C) de Cnin soz-
ciiklerinin agirligimn en kiiciigii olsun. O zaman,
d(C) = w(C).
Kanit: C’nin lineer kod olusundan, d(C)’nin ta-
nimindan ve Teorem 3’ten cikar. O
M sozcuk igeren bir kodda minimum uzaklhig
bulabilmek icin, tiim sozcikleri kargilagtirmamiz
gerektiginden, sozcikler arasinda
M) M(M-1)
2)7 2
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tane kargilastirma yapmamiz gerekir. Oysa M soz-
ciiklii bir lineer kodda M tane sozcugin agirliklari-
na hesaplamak kodun uzakligini bulmada yeterli
olacaktir. Ornegin, C = {000000, 101000, 100010,
001010, 000011, 100001, 001001, 101011} lineer
kodunun sekiz sozciiguinin birbirlerine olan uzakli-
gin1 6lgmek igin 8x7/2 = 28 hesap yapmaliyiz, oysa
agirliklarini 8 basit islemle hesaplayabiliriz; sonug,
101011 kod s6zcuginden dolayi, 4 ¢ikar.

Doguraylar ve Taban. Lineer kodlarin daha bir-
¢ok avantaji vardir, ama biz simdilik bu kadariyla
yetinip lineer kod elde etme yontemlerini gorelim.

Ornek 1. wy, w, € F4 olsun. O zaman,
{0, wq, wy, wq + wy}
lineer bir koddur. Bu kod (wq, w,) olarak gosteri-
lir. Ama dikkat! Bu kodda illa dort sozctik olma-
yabilir. Ornegin w;, w,’ye esitse kodda en fazla iki
sozciik vardir. Eger wy = w; = 0 ise o zaman kod-
da sadece bir sozcuk vardir.

Ornek 2. wy, wy, w3 € Fj ise,
{0,101, Wy, w3, w1 + WH, Wy + W3, Wy + W3, W + W) + W3}
lineer bir koddur ve (wy, w,, w3) olarak gosterilir.
Ama gene dikkat! Bu kodda illa 8 sozciik olmaya-
bilir. Ornegin wy + w, + w; sézciigii 0°a esit olabi-
lir, bu taktirde w3 = wq + w, olur ve kodumuz bir
onceki ornekteki (wq, w,) koduna esit olur.

Ornek 3. wy, wy, ..., wy, € F4 olsun. Bu k séz-
ctigi olabilecek her bicimde birbirleriyle toplaya-
him. 0, w1, wy, .., Wy, Wy + Wy, Wy + W3, Wy + w3,
weey WY + Wy + W3y ey W + Wy + oo + W, gibI $62-
ciikler elde ederiz. Cok bariz bir bigimde bu kiime
toplama altinda kapalidir, yani boylece bir lineer
kod elde ederiz. Bu lineer kod (w1, w,, ..., wy) ola-
rak gosterilir ve wyq, w,, ..., wy, sdzciklerine bu ko-
dun doguraylari adi verilir. Aymi kodun bircok
degisik doguray: olabilecegini de belirtelim.

Bu kodda kag¢ kod sozciigi vardir? Tumeva-
rimla bunlardan en fazla 2% tane oldugu kolaylikla
gosterilebilir,

Eger wq, w,, ..., wy, doguraylarinin bir grubu-
nun toplami bir bagka grubun toplamina esitse, o
zaman 2Kk’dan daha az sozciik elde ederiz elbette.
Bu durumda doguraylardan biri digerlerinin topla-
mi olarak elde edilir. Ornegin,

W1+ W) + W3 + We =W + W3 + Wy + Ws + Wy
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ise, sadelestirerek, once,
Wy + Wg = Wy + Ws + Wy
elde ederiz, sonra bu bes sozciikten herhangi birini
digerlerinin toplam1 olarak yazabiliriz. Ornegin,
Wy =Wy + Wy + W5 + Wes
dolayisiyla w-’yi doguraylarin arasindan atarsak
sozciik kaybina ugramayiz.

Yukardaki ornekteki gibi hareket ederek, ge-
reksiz doguraylari teker teker atabiliriz. Geriye,
her biri gerekli olan doguraylar kalir. Ornegin do-
guraylar olarak su sozciikleri alalim:

wy=11010  ws = 10001
wy =01101  wg = 01000
w3 =00110  w=10100
wy = 00011

Burada

Ws =wq + Wy + s
oldugundan, ws’i doguraylardan atabiliriz. Ama

Weg=W) + W3 + Wy
oldugundan w¢’y1 da atabiliriz. Ayrica

Wy =Wy + Wy + Wy

oldugundan w-’yi de atabiliriz. Geriye sadece

wy = 11010
w, = 01101
wy = 00110
wy = 00011

kalir ve artik bunlardan birini atamayiz, yoksa soz-

ciik kaybederiz. Bu dort s6zcuge kodun tabanz adi

verilir. Bundan da bu kodda 24 = 16 tane sozciik

oldugu anlagilir. Kodumuzdaki diger bitiin soz-

ciikler bu tabanin “lineer kombinasyonu”dur ve

tabanin hicbir kombinasyonu gereksiz degildir.
Bir kodun birden ¢ok tabani olabilir.

Ahstirmalar

1. Doguraylar1 4 agirhkh sozciikler olan
uzunlugundaki lineer kodda kag eleman vardir?

2. Doguraylar1 3 agirhkli sozciikler olan
uzunlugundaki lineer kodda kag eleman vardir?

Herhangi bir kodu tanimlamak igin i¢indeki
tium sozcikleri yazmamuz gerekebilirken, lineer bir
kodu tanimlarken k sozciikten olusan tabani ver-
mek yeterlidir. Ornegin, yukardaki kodun 16 ele-
manini siralamak yerine, tabaninin 4 elemanini 4 x
5’lik bir matris olarak siraya dizebiliriz:
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11010
01101
00110
00011
Bu da lineer kodlarin bir bagka avantajidir.

Golay Kodu. Marcel J.E. Golay, 1949°da kod-
lar kuraminin en ilgi cekici makalelerinden birini
yayimlamustir [Gol]. Tek sayfalik bu makalede Go-
lay simdi agiklayacagimiz kodlar1 tanitmistir.

(11, 6, 3)-simetrik tasariminin olusum matrisi-
nin devrigine M diyelim. M’yi sayfa 31’deki gri
alanda gormistik, 11 x 11 boyutunda bir matris-
ti. Simdi agsagidaki matrise bakalim.

co| 1y M
11 1

Yani, G, 12 x 23 boyutlu su matris olsun.

100000000000 10100011101
010000000000 11010001110
001000000000 01101000111
000100000000 10110100011
000010000000 11011010001
000001000000 11101101000
000000100000 01110110100
000000010000 00111011010
000000001000 00011101101
000000000100 10001110110
000000000010 00000111011
000000000001 11111111111

Bu matrisin 12 sirasini 23 uzunlugunda bir kodun
doguraylari olarak diisiinelim. Boylece en fazla 212
elemanl bir kod elde ederiz. Bu kodun tam 212 ta-
ne elemani oldugunu gostermek zor degildir, yani
siralar kodun bir tabanimi olustururlar. Bu koda
Golay kodu denir.

Golay kodunun minimum uzakhg: 7’dir, dola-
yisiyla 3 hata diizeltir.

notes notlar

L e —
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Reed-Muller Kodlart

Bilgi tasima ve hata diizeltme kapasitesi baki-
mindan ¢ok yararl bu ikili lineer kodlart 1954’te
D.E. Muller bulmustur [Mul]. Ayni y1l LS. Reed bu
kodlari ¢bzme algoritmalarini gelistirmistir [Ree].
. Xpp]
polinom halkasini ele alalim. Yalniz bu halkada

Bir m dogal sayis1 verilmis olsun. Fy[x, ..

heri =1, ..., m igin, x;* = x; kuralinin gegerli oldu-
gunu varsayalim. O zaman 6rnegin, x;7 = x;2 = x;
olur, hatta her m > 0 dogal sayisi i¢in x/” = x; olur.
Birkag 6rnek daha:
(1 + x9)% = x12 + 2x1x) + X2 = xq + X7,
(x1 + x9)3 = x93 + 3x2x5 + 3x72x72 + x52
= X1 + 6X1X) + Xy = X1 + X3,

(1 + %) (X1 + X3) = X1 + XX + X1X3 + XpX3.

Boylece yeni bir halka elde ederiz. Bu halka
polinom halkasindan degisiktir, ¢linkii polinom
halkasinda x2 = x; gibi bir kural gegerli degildir.
Bu yeni halkaya R,, adin1 verelim.

R,/nin her elemanmi F5' kartezyen carpimun-
dan F,’ye giden bir fonksiyon olarak gorebiliriz; ni-
tekim her f(x, ... > dpy)
elemanini Fy’nin f(ay, ..., 4,,) elemanina gotiiren

, X,,,) polinomu, F5”nin (ay, ...

fonksiyonu dogurur. Her 4; ya 0 ya da 1 oldugun-
dan, a? = a;dir ve x#nin dogurdugu fonksiyon
x;nin dogurdugu fonksiyona esittir. Bunun tersi de
dogrudur: F5”den F,’ye giden her fonksiyon
R,/ nin bir elemani tarafindan yukardaki kuralla
verilir. Bu son dedigimizi kanitlamayacagiz, ama
kanit1 ¢ok zor degildir. Sadece bir 6rnek verelim:

2Pnin (1, 0, ..., 0) elemanini 1’e, diger elemanlari-
n1 0’a gotiiren fonksiyon, R,,’nin

xq(xy + 1) oo (x,,, + 1)

elemani tarafindan verilir.

F5”den F,’ye giden bir fonksiyon F5”nin 2 ta-
ne elemaninda aldigi deger tarafindan belirlendi-
ginden, F5”den F,’ye giden fonksiyonlari 2 uzun-
lugunda diziler olarak gorebiliriz.

Sonug olarak R,, kiimesiyle uzunlugu 27 olan
0-1 dizileri arasinda kiime olarak bir fark yoktur.
Ayrica R,, kiimesindeki fonksiyon toplamasi igle-
mi fonksiyonlarla belirlenen dizilerin toplamasina
tekabul eder. Yani R,, kimesiyle uzunlugu 27
olan 0-1 dizileri arasinda toplama agisindan da bir
fark yoktur.

Simdi 0 <7 < m olsun ve R,,’de derecesi en faz-
la 7 olan elemanlara bakalim. Bu elemanlar, i{ + ...
+ i, < ricin, R, nin x;'1x,2 ... x,,/ tiriinden ya-
zilan “monom”larmin toplamudir. Iste RM(r, m)

Reed-Muller kodu, R, ’nin bu tiir elemanlarinin
kiimesidir ve yukarda da agiklamaya c¢alistigimiz
gibi uzunlugu 2 olan bazi 0-1 dizilerinden olusur
ve lineerdir.

Ahlstirma. RM(r, m) kodunun,

(’g}@@

elemandan olugan bir tabani oldugunu ve uzakliginin
2m=r oldugunu kanitlaym. Bu kod kag hata diizeltir?

Ornek 1. RM(2, 3) kodunun uzunlugu 23 =
8dir. Yukardaki alistirmaya gore 1 + 3 + 3 = 7 ele-
manlt bir tabani vardir, dolayisiyla toplam kod
sozciigii sayis1 27 = 128dir. Uzakhigr ise 2372 =
2’dir. Hig hata diizeltemez.

Ornek 2. Simdi RM(1, §) koduna bakalim.
Uzunlugu 295 = 32. Tabaninda 1 + 5 = 6 eleman var.
Demek ki 26 = 64 tane kod sozciigii var. Uzaklig:
25-1 = 16. Demek ki 7 hata diizeltebiliyor, cok iyi!

Bu, Mariner 9’dan fotograf aliminda kullani-
lan 2-(32, 64, 16)-kodudur.

RM(1, 5) kodunun tabanimnin elemanlarim te-
ker teker yazabiliriz: 1, xq, xy, x3, x4, x5. Eger
F3’in 16 elemanini 00000°dan 11111% kadar kii-
citkten biiyiige dogru siralarsak, bu 1, xq, x, x3,
x4, x5 fonksiyonlari, F%’in 16 elemaninda aldiklar:
degerlere gore sirasiyla,

fo=11111111111111111111111111111111
f1=00000000000000001111111111111111
f> =00000000111111110000000011111111
f3=00001111000011110000111100001111
f4=00110011001100110011001100110011
f5=01010101010101010101010101010101
dizilerine tekabiil ederler. Kodumuzun sézctikleri
yukardaki 5 sozciigin toplamlarindan olusur. Boy-
lesine onemli bir gorevde kullanilmig bir kodu gor-
dugiiniiz gibi biz bile kolaylikla insa edebildik. &
notar

notes

e
M.




