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Diyelim ki çok uzaklarda

bir yerdesiniz ve Türkiye’den sorulan

bir soruya “evet” ya da “hay›r” yan›tlar›ndan bi-

rini vermek istiyorsunuz. Örne¤in uzaktan ÖSS s›-

nav›na giriyor olabilirsiniz, ya da daha dramatik

bir örnek: Biri size “benimle evlenir misin?” diye

bir mesaj atm›fl olabilir.

Diyelim, evet mesaj› • olarak, hay›r mesaj› da

•• olarak kodlan›p yollan›yor ve diyelim evlenme

teklifini reddetmek istediniz. “Çok onur duydum,

ancak...” anlam›na “hay›r” dü¤mesine bast›n›z. ••

flifreli mesaj› yola ç›kt›... Mesaj, da¤lar›, ovalar›, en-

gin okyanuslar› aflacak, tayfunlar›, boralar› delip

geçecek, doluya tipiye tutulacak, günefl ›fl›¤›na, me-

teor ya¤murlar›na, radyo dalgalar›na maruz kala-

cak ve ta Türkiye’ye gidecek... Yolda mesaj›n bafl›-

na bir kaza gelmesi muhtemel. Ka-

zayla noktalardan biri silinse örne-

¤in, taliplinize “hay›r ••” yerine

“evet •” mesaj› gider. Ya da teklifi

kabul edip sevinç gözyafllar› içinde

“evet” mesaj› yollad›n›z ama yolda

fleytan doldurdu ve mesaj›n›za yeni

bir nokta eklendi, yollad›¤›n›z •

mesaj› yerine •• olarak vard›... Tra-

jikomik bir durum!

Oysa evet mesaj› • olarak, ha-

y›r mesaj› •••• olarak gönderilseydi, bir noktan›n

eklenmesi ya da silinmesi halinde, mesaj onar›l›p

gene do¤ru yan›t alg›lanabilirdi.

Hay›r mesaj›n›n ••• olarak yollanmas› olas›

yanl›fl›n giderilmesine yaramaz. Çünkü bu hay›r

(•••) mesaj›ndan bir noktan›n silinmesiyle evet (•)

mesaj›na bir nokta eklenmesi ayn› sonucu verir

(••). Kazayla •• mesaj›n› alan ayg›t bu anlams›z

mesaj›n evet mi yoksa hay›r m› olarak alg›lanmas›

gerekti¤ini anlayamaz, ikilemde kal›r.

Hay›r mesaj›n› •••••• olarak yollamak daha

da güvencelidir. Böylece iki noktan›n eklenmesi ya

da iki noktan›n silinmesine karfl› da önlemimizi al-

m›fl oluruz. Ancak mesaj uzun oldu¤unda yerine

ulaflmas› zaman al›r ve dü¤ün dernek olana kadar

müstakbel efller karta kaçabilir.

Yollanan sinyalin uzunlu¤unu art›rd›¤›ndan,

kazalara karfl› al›nan önlemler yollanan sinyalin

yerine var›fl süresini uzat›r. Do¤rulukla h›z aras›n-

da makul bir karar almal›y›z.

Yukarda yollanmak istenen mesaj› kodlad›k:

evet yerine •, hay›r yerine •••• mesajlar›n› yollad›k.

Alfabemizde bir tek harf vard›: •. Bu harfle • ve

•••• sözcüklerini yazd›k. Uygulamada yukardaki

gibi bir de¤il, birden çok simge kullan›l›r, daha çok

iki simgeli (harfli) bir alfabe kabul edilir: {0, 1}.

Anlaml› sözcükler bu alfabeyle yaz›lan sözcük-

lere dönüfltürülür ve 0100110 gibi kodlanm›fl me-

sajlar yollan›r.

Yukardaki örnekte oldu¤u gibi

yolda mesaja yeni simgeler eklen-

mez, ancak mesaj›n simgelerinden

biri de¤iflebilir. Örne¤in, yollanan

0100110 mesaj›, yerine 0101110

olarak ulaflabilir.

Evet/hay›r örne¤imize geri dö-

nelim: E¤er “evet”i 01 olarak, “ha-

y›r”› da 10 olarak yollarsak ve

Türkiye’ye yanl›fll›kla 11 mesaj›

ulafl›rsa, mesaj› alan kifli ya da ay-

g›t bu 11’in 01 mi yoksa 10 m› olarak alg›lanmas›

gerekti¤ini alg›layamaz.

“Evet”i 11 olarak, “hay›r”› da 00 olarak yol-

lasan›z da olas› bir yanl›fll›k düzeltilemez.

Ancak, “evet”i 000 olarak, “hay›r”› da 111

olarak yollarsak, o zaman 000, 001, 010 ve 100

mesajlar› 000 olarak, 011, 101, 110 ve 111 mesaj-

lar› da 111 olarak alg›lan›r. Çünkü, örne¤in, 001

mesaj› 000’a 111’e oldu¤undan “daha yak›nd›r”.

Elbette, bu durumda bile yollanan 000 mesaj›,

yerine 011 olarak ulaflabilir, ama bunun olas›l›¤›

çok daha düflüktür. Daha güvenilir bir sistem isti-

yorsak, o zaman mesajlar› daha uzun sözcüklerle

kodlamal›y›z, örne¤in evet ve hay›r yerine 00000

ve 11111 flifrelerini seçmeliyiz.
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Kodlar kuram› oldukça yeni

bir dal say›l›r. Claude Shan-

non’›n 1948’de yazd›¤› bir

makale [Sha], elektronik mü-

hendisli¤inde biliflim (enfor-

masyon) kuram› ad› verilen

dal›n ve bu dal›n alt›nda hata

düzelten kodlar alan›n›n do¤-

mas›n› sa¤lam›flt›r.



Kodlar Kuram›. Dedi¤imiz gibi, kod olufltur-

mak için kod sözcüklerine, kod sözcüklerini yaza-

bilmek için de bir alfabeye ihtiyac›m›z var. Alfabe

olarak q farkl› simgeyi içeren sonlu bir küme kul-

lanabiliriz. Uygulamada genellikle q = 2 al›n›r ve

bu durumda alfabe {0, 1} olarak kabul edilir.

Seçti¤imiz alfabeyle yazaca¤›m›z her sözcü¤e

kod sözcü¤ü, bu sözcüklerden oluflan kümeye de

kod denir. Örne¤in, tüm anlaml› Türkçe sözcükler

kümesi, 29 harfli bir alfabesi olan bir kod olarak,

ya da Türkiye’deki tüm telefon numaralar› {0, 1, 2,

..., 9} alfabesini kullanan 10 uzunlu¤unda (alan

kodlar› dahil) bir blok kod örne¤i olarak düflünü-

lebilir. Biz tüm sözcüklerin uzunluklar›n›n ayn›

al›nd›¤› ve kullan›m› en yayg›n olan blok kodlar›-

n› inceleyece¤iz.

{0, 1} alfabesiyle n uzunlu¤unda 2n tane söz-

cük yazabiliriz. n = 0, 1, 2, 3 ve 4 için bunlar› afla-

¤›da göreceksiniz. Sözcüklerin nas›l “alfabetik s›-

rayla” yaz›ld›klar›na dikkatinizi çekeriz. 0 uzunlu-

¤unda tek sözcük vard›r: Hiç simgesi olmayan bofl-

sözcük: 〈〉.

Bir kod seçmek için önce sözcüklerimizin

uzunlu¤unu seçmeliyiz, kodlanan bütün sözcükle-

rin uzunlu¤u ayn› olacak.

Kodlamak istedi¤imiz sözcük say›s› artt›kça,

uzunluk da artar elbet, çünkü sözgelimi, {0, 1} al-

fabesiyle 4 uzunlu¤unda sadece 16 sözcük yazabi-

liriz. Örne¤in Türkçe alfabeyi {0, 1}’le kodlayabil-

mek için uzunlu¤un en az 5 olmas› gerekir.

Ama olas› yanl›fllar› düzeltebilen bir kod yaz-

mak için uzunlu¤u daha da art›rmam›z gerekir.

Sözgelimi, sadece evet ve hay›r’› kodlamak için

uzunlu¤un 1 olmas› yeter; ama bir hata düzeltebi-

len bir kod yazmak istiyorsak, uzunluk en az 3 ol-

mal›; iki hata düzelten bir kod yazmak içinse uzun-

luk en az 5 olmal›.

Bir ikili kod, belli bir n için, 0 ve 1’lerden olufl-

mufl n uzunlu¤unda bir diziler kümesidir. Örne¤in,

C = {000, 111}

bir ikili koddur. Burada n = 3. C’nin elemanlar›na

kod sözcükleri denir.

Kodlar kuram›, bilginin bir yerden bir yere

do¤ru ve etkin biçimde iletilmesiyle ilgilenir. Gü-

nümüzde kompakt disk kay›tlar›nda hatay› en aza

indirmek, telefon hatlar› üzerinden ya da bir uydu-

dan düzgün bilgi ak›fl›n› sa¤lamak gibi çeflitli uygu-

lamalar› vard›r. Bilgi ak›fl› esnas›nda mesajlarda

oluflabilecek hatalar› düzelten kodlarla tan›flmam›z

1940’lara dayan›r.

Bilgi ak›fl›n›n gerçekleflti¤i ortama kanal denir;

telefon hatlar› ya da atmosfer kanal örnekleridir.

Parazit ya da gürültü ad›n› verdi¤imiz istenmeyen

d›fl etkenler varan mesaj›n gönderilenden farkl› ol-

mas›na neden olabilir.

Afla¤›daki flemada bilgi ak›fl› gösterilmektedir.

Yollamak istedi¤imiz mesaja M diyelim. Örne¤in

M, “evet” mesaj› olabilir. Bu mesaj kodlanarak K

kod sözcü¤ü haline getirilir. Sözgelimi, K, 000 ola-

bilir. K, gidece¤i yere do¤ru kanalda yol al›rken pa-

razite maruz kal›r ve ulaflaca¤› yere K yerine K′ ola-

rak ulafl›r. K′, 010 olabilir. Bu aflamada bir hata gi-

derici devreye girer ve yanl›fl olan K′ mesaj›n› K kod

sözcü¤ü olarak düzeltir. Hata giderici 010 mesaj›-

n›n 000’a 111’den daha yak›n oldu¤unu anlar.

Kanal›n en az derecede parazite maruz kalma-

s›n› sa¤lamak hatalar› önlemenin bir yoludur elbet-

te, ama bu bir dereceye kadar mümkündür, ayr›ca

matemati¤e de¤il mühendisli¤e girer, bizim konu-

muz de¤il yani. Hatalar› düzeltmek ise matemati-

¤in konusudur.

Hata düzeltici kodlaman›n ard›ndaki düflünce,

kod sözcüklerini birbirlerinden yeterince farkl› se-

çip, gönderilen sözcü¤ün birkaç terimi parazit ne-

deniyle yanl›fl iletilse bile, iletilen sözcü¤ün hâlâ ta-

n›nabilir, yani as›l sözcü¤e di¤er bütün kod söz-

cüklerine oldu¤undan daha “yak›n” olmas›n› sa¤-

lamakt›r.
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n = 0 n = 1 n = 2 n = 3 n = 4

〈〉 0 00 000 0000 1000

1 01 001 0001 1001

10 010 0010 1010

11 011 0011 1011

100 0100 1100

101 0101 1101

110 0110 1110

111 0111 1111

M mesaj›

↓kodlay›c›

kodlanarak gönderilen K mesaj›

↓K mesaj› kanaldan geçiyor

ulaflan K′ mesaj›

↓hata giderici

K mesaj›

↓kod çözücü

kodu çözülen M mesaj›

P
a
ra

zit



Bu yak›nl›¤› ölçmek için bir uzakl›k fonksiyo-

nu kullan›l›r. x ve y ∈ C ise, x ve y’nin aralar›nda-

ki Hamming uzakl›¤› d(x, y), x’in y’den farkl› olan

koordinatlar›n›n say›s›d›r. Örne¤in,

d(000, 111) = 3,

d(0100101, 1101101) = 2,

d(01101010, 01101010) = 0.

C kodunun minimum uzakl›¤› d(C), C’nin

içindeki bütün x ≠ y kod sözcükleri için d(x, y)’nin

ald›¤› en küçük de¤eridir:

d(C) = min{d(x, y) : x, y ∈ C, x ≠ y}.

Örnek: C = {1101000, 0110100, 0011010,

0001101, 1000110, 0100011, 1010001} olsun. Her

x ≠ y için kod sözcü¤ü için, d(x, y) = 4 oldu¤una gö-

re (denemeden inanmay›n bence!) d(C) = 4’tür.

C kodunun tek bir simge hatas›n› düzeltmeye

olanak verebilmesi için, herhangi iki kod sözcü¤ü-

nün aras›ndaki uzakl›k en az 3 olmal›d›r, yani d(C)

≥ 3 olmal›d›r, bu çok bariz. C kodunun iki simge

hatas›n› düzeltmeye olanak verebilmesi için de,

d(C) ≥ 5 olmal›d›r. Genel olarak, C kodunun e sim-

ge hatas›n› düzeltmeye olanak verebilmesi için,

d(C) ≥ 2e + 1 olmal›d›r. Bu durumda, C’ye e-hata

düzelten kod denir, yani C en fazla e tane hata dü-

zeltme özelli¤ine sahiptir.

Soru: C = {0101010, 1001100, 0011001,

1110000, 0100101, 1000011, 0010110} ise C’nin

hata düzeltme kapasitesi nedir?

Kodlar› tan›mlarken tasar›mlarda yapt›¤›m›z

gibi baz› parametreler kullanmak iflimizi kolaylafl-

t›r›r. Alfabesinde q harf olan, n uzunlu¤unda M ta-

ne kod sözcü¤ü içeren ve minimum uzakl›¤› d olan

bir koda q-(n, M, d) kodu diyelim. Örne¤in yukar-

daki sorudaki C bir 2-(7, 7, 4) kodudur.

Kodlar ve Geometri. Yukardaki C kodunun

sözcüklerini bir matrisin sat›rlar› olarak yazal›m:

0 1 0 1 0 1 0
1 0 0 1 1 0 0
0 0 1 1 0 0 1
1 1 1 0 0 0 0
0 1 0 0 1 0 1
1 0 0 0 0 1 1
0 0 1 0 1 1 0

Sütunlara l1, l2, ..., l7, s›ralara P1, P2, ..., P7 diye-

lim ve P ve l’leri birazdan tan›mlayaca¤›m›z bir

“geometri”nin noktalar› ve do¤rular› (ya da tasa-

r›mc›lar›n dilinde, bloklar›) olarak görelim. E¤er i-

inci s›rada ve j-inci sütunda 1 varsa Pi ∈ lj olsun, 0

varsa Pi ∉ lj olsun. Böylece 7 nokta ve 7 do¤rudan

oluflan bir “geometri” elde etmifl oluruz. Bu ge-

ometrinin aynen sayfa 28’de resmini çizdi¤imiz ge-

ometri oldu¤una dikkatinizi çekerim.

Bunun tersini de yapabiliriz. Nokta ve do¤ru-

lardan oluflan sonlu bir “geometri” verilmifl olsun,

örne¤in nokta ve bloklardan oluflmufl bir (v, k, λ)

tasar›m› verilmifl olabilir. Bu geometrinin do¤rula-

r›na l1, l2, ..., lb, noktalar›na P1, P2, ..., Pv diyelim.

Geometrinin oluflum matrisi, (i, j) girdisi, Pi ∈ lj ya

da Pi ∉ lj durumuna göre 1 ya da 0 olan v × b bo-

yutlu matristir. Yani oluflum matrisinin i-inci s›ra-

daki ve j-inci sütundaki girdisi, e¤er Pi ∈ lj ise 1,

Pi ∉ lj ise 0’d›r. Oluflum matrisinin sat›rlar›n› bir

kodun kod sözcükleri olarak görebiliriz.

Bu fikirden birazdan yararlanaca¤›z.

Kodlar ve Simetrik Tasar›mlar. Nokta ve do¤-

rulardan oluflan bir geometriden bir kodun nas›l el-

de edilebilece¤ini gördük. fiimdi herhangi bir ge-

ometri alaca¤›m›za bir simetrik tasar›m alal›m (bkz.

sayfa 31) ve bu tasar›m›n yaratt›¤› koda göz atal›m.

Bakal›m böyle bir kodun bir özelli¤i var m›?

C’nin kod sözcükleri herhangi bir 2-(v, k, λ) si-

metrik tasar›m›n›n oluflum matrisinin sat›rlar› ol-

sun. Blok say›s› b ise, tasar›m simetrik oldu¤undan,

b = v’dir. Dolay›s›yla C, v uzunlu¤unda bir koddur.

Her blokta k tane nokta oldu¤una göre, bu

matrisin her sat›r›nda, yani her kod sözcü¤ümüz-

de, k tane 1 ve v – k tane 0 vard›r. Ayr›ca, her blok

çifti λ tane ortak eleman içerdi¤inden, herhangi iki

kod sözcü¤ünün ayn› λ koordinat›nda 1 vard›r.

Dolay›s›yla ilk sözcükte geri kalan k − λ tane 1 di-

¤er sözcüktekinden farkl› yerlerdedir, ikinci sözcük
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Mars’tan Mesaj Var!

Mars’›n yörüngesine oturtulan ilk uzay arac›

olan Mariner 9’dan foto¤raf al›nmas›nda yarar-

lan›lan kod, yaz›n›n sonunda görece¤imiz Reed-

Muller kodlar›ndan biridir. Bu kod çok h›zl› bir

algoritmayla çözüldü¤ünden Mariner 9’dan sa-

niyede 16.200 bit veri aktar›m› gerçeklefltirilmifl,

Mars’tan foto¤raf almay› ilk baflaran Mariner

4’ün saniyede 25/3 bit veri aktar›m h›z›n›n kat

kat üstüne ç›k›lm›flt›r [Hil].



için de ayn›s› geçerlidir. Yani, herhangi iki kod söz-

cü¤ünün 2(k − λ) koordinat› birbirinden farkl›d›r.

Bu da bize d(C)’nin 2(k − λ) oldu¤unu gösterir.

2(k − λ) > 2(k − λ − 1) + 1 oldu¤undan, simet-

rik tasar›m›m›z›n oluflum matisinden elde etti¤imiz

C kodu, (k − λ − 1)-hata düzelten bir kod olur.

Kodlar ve Latin Kareler. Birbirine dik latin ka-

relerden de kod üretebiliriz. Hatta birbirine dik ne

kadar fazla latin kare bulursak, elde etti¤imiz kod

o kadar fazla hata düzeltir. Bir örnekle bafllayal›m.

Sayfa 9’da buldu¤umuz birbirine dik ve derecesi 5

olan dört latin kareden herhangi ikisini seçelim.

12345 12345

23451 34512

A = 34512 B = 51234

45123 23451

51234 45123

olsun. A ve B’nin girdileri s›ras›yla aij ve bij olsun.

C = {(i, j, aij, bij) | i, j = 1, 2, 3, 4, 5}

olsun. Böylece alfabesinde 5 harf olan 25 sözcüklü

ve 4 uzunlu¤unda bir kod buluruz. 1111, 3241,

4425 bu kodun kod sözcüklerinden baz›lar›d›r.

Teorem 1. q-(4, q2, 3) kodunun olmas› için ge-

rek ve yeter koflul, q dereceden birbirine dik iki la-

tin karenin olmas›d›r.

Kan›t: Önce, q dereceden birbirine dik A =

(aij)ij ve B = (bij)ij latin karelerinin oldu¤unu varsa-

yal›m. Üstte yapt›¤›m›z gibi

C = {(i, j, aij, bij) | i, j = 1, 2, ..., q}

kodunu tan›mlayal›m. Bu kodun uzunlu¤unun 4

oldu¤u ve q2 tane sözcük içerdi¤i bariz. ‹lk iki ko-

ordinat son iki koordinat› belirledi¤inden mini-

mum uzakl›k en az 1’dir. Öte yandan, iki latin ka-

renin birbirine dik olmas›ndan dolay›, son iki ko-

ordinat da ilk iki koordinat› belirler. Dolay›s›yla

minimum uzakl›k en az 2’dir. fiimdi minimum

uzakl›¤›n en az 3 oldu¤unu gösterelim. ‹ki de¤iflik

(i, j, aij, bij) ve (k, l, akl, bkl) kod sözcükleri alal›m.

E¤er i ≠ k ve j ≠ l ise uzakl›k en az 3’tür. E¤er i =

k ya da j = l ise, yani ya s›ra ya da sütun ayn›ysa o

zaman hem aij ≠ akl olur hem de bij ≠ bkl, yani mi-

nimum uzakl›k 3’tür.

fiimdi de q-(4, q2, 3) kodunun oldu¤unu varsa-

yal›m. Alfabemizin 1, 2, ..., q say›lar›ndan olufltu¤u-

nu varsayabiliriz. fiimdi yukardaki inflay› ters çevire-

rek üçüncü ve dördüncü koordinatlardan birbirine

dik iki latin kare elde etmek iflten bile de¤ildir. ■■

Böylece örne¤imizdeki kodun minimum uzak-

l›¤›n›n 3 oldu¤unu yani bir hata düzeltebildi¤ini

görmüfl olduk. Dik latin karelerle daha fazla hata

düzeltebilen kodlar üretebiliriz:

Teorem 2. q-(n, q2, n – 1) parametreli bir kodu-

n olmas› için yeter ve gerek koflul, q dereceli n – 2

tane birbirine dik latin kare olmas›d›r.

Bunu n = 4 iken kan›tlad›k. Bu daha genel te-

oremin kan›t›nda da ayn› yol izlenir. Ayr›nt›lar›

okura b›rak›yoruz.

Ne yaz›k ki q dereceli n – 2 tane birbirine dik

latin karenin her zaman bulunup bulunmayaca¤›n›

bilmiyoruz, dolay›s›yla yukardaki teoremin uygu-

lama alan› bulunan dik kare say›s›yla s›n›rl›.

Lineer Kodlar. Kod sözcüklerinin genellikle iki

harfli {0, 1} alfabesiyle yaz›ld›¤›n› söyledik. Bun-

dan böyle F2 = {0, 1} olsun. F2’nin elemanlar›n› ol-

dukça do¤al biçimde toplayabiliriz:

0 + 0 = 0

1 + 0 = 1

0 + 1 = 1

1 + 1 = 0

Bunun bildi¤imiz toplamadan tek fark› 1 + 1 = 0

eflitli¤i. Buna modülo 2 toplama dendi¤ini birçok

okur biliyordur herhalde. Dikkat ederseniz F2’nin

iki eleman›n›n toplam› ancak ve ancak iki eleman

birbirine eflitse 0’d›r, yoksa 1’dir. Bu basit olgu,

Teorem 3’ün kan›t›nda önemli olacak.

E¤er kodun uzunlu¤u n ise, her kod sözcü¤ü

011001100 gibi n uzunlu¤unda bir 0-1 dizisidir. n

uzunlu¤undaki 0-1 diziler kümesini F2
n olarak göste-

relim. Demek ki uzunlu¤u n olan bir C kodu, F2
n kü-

mesinin bir altkümesidir.

n uzunlu¤undaki dizileri, yani F2
n’nin elemanla-

r›n› F2’nin toplamas›yla uyumlu biçimde toplaya-

biliriz: ‹ki diziyi toplamak için, dizilerin terimlerini

teker teker toplar›z. Sözgelimi,

1001110110

+ 1100010101

0101100011

E¤er C ⊆ F2
n bir kodsa, iki kod sözcü¤ünün

toplam›n›n gene bir kod sözcü¤ü olmas› için hiçbir

neden yoktur, baz› x, y ∈ C için, x + y dizisi C’de

olmayabilir.

E¤er her x, y ∈ C için, x + y ∈ C ise, yani C top-

lama alt›nda kapal›ysa C’ye lineer kod denir. Line-
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er kodlar di¤er kodlara göre daha sevimli kodlar-

d›r, çünkü çözülme algoritmalar› daha çabuktur.

Her terimi 0 olan 00 ... 0 s›f›r dizisi her lineer

kodda bulunmak zorundad›r, çünkü e¤er x ∈ C

ise, x + x dizisi C’dedir ve her terimi 0’d›r. (Bura-

da bir kodun boflküme olamayaca¤›n› varsayd›k,

bundan sonra da hep bu varsay›mda bulunaca¤›z.)

00 ... 0 dizisini 0 olarak gösterece¤iz.

Örnek. {000, 111} ve {000, 110, 101, 011} kod-

lar› lineerdir ama yedi sözcüklü {1101000,

0110100, 0011010, 0001101, 1000110, 0100011,

1010001} kodu lineer de¤ildir, çünkü 0 = 0000000

dizisini içermez, ayr›ca 1101000 ve 0110100 kodla-

r›n›n toplam› olan 1011100 sözcü¤ü kodda de¤ildir.

Al›flt›rma. C, içinde çift say›da 1’in oldu¤u n

uzunlu¤undaki 0-1 dizileri olsun. C’nin lineer bir

kod oldu¤unu kan›tlay›n. C’nin kaç eleman› vard›r?

Lineer kodlar›n di¤er kodlara olan avantaj›n›

göstermek için uzakl›kla yak›ndan ba¤lant›l› olan

a¤›rl›k kavram›n› tan›mlayal›m: Bir sözcü¤ün a¤›r-

l›¤›, sözcü¤ün içindeki 0’dan farkl› terimlerin say›-

s›d›r. Biz ikili kodlardan sözetti¤imize göre, bunu,

sözcükteki 1’lerin say›s› olarak alabiliriz. Bir x söz-

cü¤ünün a¤›rl›¤› w(x) olarak gösterilir. Örne¤in

w(1101101) = 5. Afla¤›daki kolay teorem a¤›rl›kla

uzakl›¤›n iliflkisini gösterir.

Teorem 3. Her x, y kod sözcükleri için,

w(x) = d(x, 0)

ve

d(x, y) = w(x + y).

Kan›t: Toplaman›n tan›m›ndan do¤rudan ç›-

kar. Ayr›nt›lar okura b›rak›lm›flt›r. ■■

Sonuç 4. C lineer bir kod, w(C) de C’nin söz-

cüklerinin a¤›rl›¤›n›n en küçü¤ü olsun. O zaman,

d(C) = w(C).

Kan›t: C’nin lineer kod oluflundan, d(C)’nin ta-

n›m›ndan ve Teorem 3’ten ç›kar. ■■

M sözcük içeren bir kodda minimum uzakl›¤›

bulabilmek için, tüm sözcükleri karfl›laflt›rmam›z

gerekti¤inden, sözcükler aras›nda

tane karfl›laflt›rma yapmam›z gerekir. Oysa M söz-

cüklü bir lineer kodda M tane sözcü¤ün a¤›rl›klar›-

na hesaplamak kodun uzakl›¤›n› bulmada yeterli

olacakt›r. Örne¤in, C = {000000, 101000, 100010,

001010, 000011, 100001, 001001, 101011} lineer

kodunun sekiz sözcü¤ünün birbirlerine olan uzakl›-

¤›n› ölçmek için 8×7/2 = 28 hesap yapmal›y›z, oysa

a¤›rl›klar›n› 8 basit ifllemle hesaplayabiliriz; sonuç,

101011 kod sözcü¤ünden dolay›, 4 ç›kar.

Do¤uraylar ve Taban. Lineer kodlar›n daha bir-

çok avantaj› vard›r, ama biz flimdilik bu kadar›yla

yetinip lineer kod elde etme yöntemlerini görelim.

Örnek 1. w1, w2 ∈ F2
n olsun. O zaman,

{0, w1, w2, w1 + w2}

lineer bir koddur. Bu kod 〈w1, w2〉 olarak gösteri-

lir. Ama dikkat! Bu kodda illa dört sözcük olma-

yabilir. Örne¤in w1, w2’ye eflitse kodda en fazla iki

sözcük vard›r. E¤er w1 = w2 = 0 ise o zaman kod-

da sadece bir sözcük vard›r.

Örnek 2. w1, w2, w3 ∈ F2
n ise,

{0, w1, w2, w3, w1 + w2, w1 + w3, w2 + w3, w1 + w2 + w3}

lineer bir koddur ve 〈w1, w2, w3〉 olarak gösterilir.

Ama gene dikkat! Bu kodda illa 8 sözcük olmaya-

bilir. Örne¤in w1 + w2 + w3 sözcü¤ü 0’a eflit olabi-

lir, bu taktirde w3 = w1 + w2 olur ve kodumuz bir

önceki örnekteki 〈w1, w2〉 koduna eflit olur.

Örnek 3. w1, w2, ..., wk ∈ F2
n olsun. Bu k söz-

cü¤ü olabilecek her biçimde birbirleriyle toplaya-

l›m. 0, w1, w2, ..., wk, w1 + w2, w1 + w3, w2 + w3,

..., w1 + w2 + w3, ..., w1 + w2 + ... + wk, gibi söz-

cükler elde ederiz. Çok bariz bir biçimde bu küme

toplama alt›nda kapal›d›r, yani böylece bir lineer

kod elde ederiz. Bu lineer kod 〈w1, w2, ..., wk〉 ola-

rak gösterilir ve w1, w2, ..., wk sözcüklerine bu ko-

dun do¤uraylar› ad› verilir. Ayn› kodun birçok

de¤iflik do¤uray› olabilece¤ini de belirtelim.

Bu kodda kaç kod sözcü¤ü vard›r? Tümeva-

r›mla bunlardan en fazla 2k tane oldu¤u kolayl›kla

gösterilebilir.

E¤er w1, w2, ..., wk do¤uraylar›n›n bir grubu-

nun toplam› bir baflka grubun toplam›na eflitse, o

zaman 2k’dan daha az sözcük elde ederiz elbette.

Bu durumda do¤uraylardan biri di¤erlerinin topla-

m› olarak elde edilir. Örne¤in,

w1 + w2 + w3 + w6 = w1 + w3 + w4 + w5 + w7
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ise, sadelefltirerek, önce,

w2 + w6 = w4 + w5 + w7

elde ederiz, sonra bu befl sözcükten herhangi birini

di¤erlerinin toplam› olarak yazabiliriz. Örne¤in,

w7 = w2 + w4 + w5 + w6;

dolay›s›yla w7’yi do¤uraylar›n aras›ndan atarsak

sözcük kayb›na u¤ramay›z.

Yukardaki örnekteki gibi hareket ederek, ge-

reksiz do¤uraylar› teker teker atabiliriz. Geriye,

her biri gerekli olan do¤uraylar kal›r. Örne¤in do-

¤uraylar olarak flu sözcükleri alal›m:

w1 = 11010 w5 = 10001

w2 = 01101 w6 = 01000

w3 = 00110 w7 = 10100

w4 = 00011

Burada

w5 = w1 + w2 + w3

oldu¤undan, w5’i do¤uraylardan atabiliriz. Ama

w6 = w2 + w3 + w4

oldu¤undan w6’y› da atabiliriz. Ayr›ca

w7 = w1 + w2 + w4

oldu¤undan w7’yi de atabiliriz. Geriye sadece

w1 = 11010

w2 = 01101

w3 = 00110

w4 = 00011

kal›r ve art›k bunlardan birini atamay›z, yoksa söz-

cük kaybederiz. Bu dört sözcü¤e kodun taban› ad›

verilir. Bundan da bu kodda 24 = 16 tane sözcük

oldu¤u anlafl›l›r. Kodumuzdaki di¤er bütün söz-

cükler bu taban›n “lineer kombinasyonu”dur ve

taban›n hiçbir kombinasyonu gereksiz de¤ildir.

Bir kodun birden çok taban› olabilir.

Al›flt›rmalar

1. Do¤uraylar› 4 a¤›rl›kl› sözcükler olan n

uzunlu¤undaki lineer kodda kaç eleman vard›r?

2. Do¤uraylar› 3 a¤›rl›kl› sözcükler olan n

uzunlu¤undaki lineer kodda kaç eleman vard›r?

Herhangi bir kodu tan›mlamak için içindeki

tüm sözcükleri yazmam›z gerekebilirken, lineer bir

kodu tan›mlarken k sözcükten oluflan taban› ver-

mek yeterlidir. Örne¤in, yukardaki kodun 16 ele-

man›n› s›ralamak yerine, taban›n›n 4 eleman›n› 4 ×
5’lik bir matris olarak s›raya dizebiliriz:

11010

01101

00110

00011

Bu da lineer kodlar›n bir baflka avantaj›d›r.

Golay Kodu. Marcel J.E. Golay, 1949’da kod-

lar kuram›n›n en ilgi çekici makalelerinden birini

yay›mlam›flt›r [Gol]. Tek sayfal›k bu makalede Go-

lay flimdi aç›klayaca¤›m›z kodlar› tan›tm›flt›r.

(11, 6, 3)-simetrik tasar›m›n›n oluflum matrisi-

nin devri¤ine M diyelim. M’yi sayfa 31’deki gri

alanda görmüfltük, 11 × 11 boyutunda bir matris-

ti. fiimdi afla¤›daki matrise bakal›m.

Yani, G, 12 × 23 boyutlu flu matris olsun.

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  1 0 1 0 0 0 1 1 1 0 1
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  1 1 0 1 0 0 0 1 1 1 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 1 1 0 1 0 0 0 1 1 1
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0  1 0 1 1 0 1 0 0 0 1 1
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0  1 1 0 1 1 0 1 0 0 0 1
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0  1 1 1 0 1 1 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0  0 1 1 1 0 1 1 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0  0 0 1 1 1 0 1 1 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0  0 0 0 1 1 1 0 1 1 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0  1 0 0 0 1 1 1 0 1 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0  0 0 0 0 0 1 1 1 0 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1  1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Bu matrisin 12 s›ras›n› 23 uzunlu¤unda bir kodun

do¤uraylar› olarak düflünelim. Böylece en fazla 212

elemanl› bir kod elde ederiz. Bu kodun tam 212 ta-

ne eleman› oldu¤unu göstermek zor de¤ildir, yani

s›ralar kodun bir taban›n› olufltururlar. Bu koda

Golay kodu denir.

Golay kodunun minimum uzakl›¤› 7’dir, dola-

y›s›yla 3 hata düzeltir.
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Reed-Muller Kodlar›

Bilgi tafl›ma ve hata düzeltme kapasitesi bak›-

m›ndan çok yararl› bu ikili lineer kodlar› 1954’te

D.E. Muller bulmufltur [Mul]. Ayn› y›l I.S. Reed bu

kodlar› çözme algoritmalar›n› gelifltirmifltir [Ree].

Bir m do¤al say›s› verilmifl olsun. F2[x1, ..., xm]

polinom halkas›n› ele alal›m. Yaln›z bu halkada

her i = 1, ..., m için, xi
2 = xi kural›n›n geçerli oldu-

¤unu varsayal›m. O zaman örne¤in, xi
3 = xi

2 = xi

olur, hatta her m > 0 do¤al say›s› için xi
m = xi olur.

Birkaç örnek daha:

(x1 + x2)2 = x1
2 + 2x1x2 + x2

2 = x1 + x2,

(x1 + x2)3 = x1
3 + 3x1

2x2 + 3x1x2
2 + x2

2

= x1 + 6x1x2 + x2 = x1 + x2,

(x1 + x2)(x1 + x3) = x1 + x1x2 + x1x3 + x2x3.

Böylece yeni bir halka elde ederiz. Bu halka

polinom halkas›ndan de¤ifliktir, çünkü polinom

halkas›nda xi
2 = xi gibi bir kural geçerli de¤ildir.

Bu yeni halkaya Rm ad›n› verelim.

Rm’nin her eleman›n› F2
m kartezyen çarp›m›n-

dan F2’ye giden bir fonksiyon olarak görebiliriz; ni-

tekim her ƒ(x1, ..., xm) polinomu, F2
m’nin (a1, ..., am)

eleman›n› F2’nin ƒ(a1, ..., am) eleman›na götüren

fonksiyonu do¤urur. Her ai ya 0 ya da 1 oldu¤un-

dan, ai
2 = ai’dir ve xi

2’nin do¤urdu¤u fonksiyon

xi’nin do¤urdu¤u fonksiyona eflittir. Bunun tersi de

do¤rudur: F2
m’den F2’ye giden her fonksiyon

Rm’nin bir eleman› taraf›ndan yukardaki kuralla

verilir. Bu son dedi¤imizi kan›tlamayaca¤›z, ama

kan›t› çok zor de¤ildir. Sadece bir örnek verelim:

F2
m’nin (1, 0, ..., 0) eleman›n› 1’e, di¤er elemanlar›-

n› 0’a götüren fonksiyon, Rm’nin

x1(x2 + 1) ... (xm + 1)

eleman› taraf›ndan verilir.

F2
m’den F2’ye giden bir fonksiyon F2

m’nin 2m ta-

ne eleman›nda ald›¤› de¤er taraf›ndan belirlendi-

¤inden, F2
m’den F2’ye giden fonksiyonlar› 2m uzun-

lu¤unda diziler olarak görebiliriz.

Sonuç olarak Rm kümesiyle uzunlu¤u 2m olan

0-1 dizileri aras›nda küme olarak bir fark yoktur.

Ayr›ca Rm kümesindeki fonksiyon toplamas› iflle-

mi fonksiyonlarla belirlenen dizilerin toplamas›na

tekabül eder. Yani Rm kümesiyle uzunlu¤u 2m

olan 0-1 dizileri aras›nda toplama aç›s›ndan da bir

fark yoktur.

fiimdi 0 ≤ r < m olsun ve Rm’de derecesi en faz-

la r olan elemanlara bakal›m. Bu elemanlar, i1 + ...

+ im ≤ r için, Rm’nin x1
i1x2

i2 ... xm
im türünden ya-

z›lan “monom”lar›n›n toplam›d›r. ‹flte RM(r, m)

Reed-Muller kodu, Rm’nin bu tür elemanlar›n›n

kümesidir ve yukarda da aç›klamaya çal›flt›¤›m›z

gibi uzunlu¤u 2m olan baz› 0-1 dizilerinden oluflur

ve lineerdir.

Al›flt›rma. RM(r, m) kodunun,

elemandan oluflan bir taban› oldu¤unu ve uzakl›¤›n›n

2m−r oldu¤unu kan›tlay›n. Bu kod kaç hata düzeltir?

Örnek 1. RM(2, 3) kodunun uzunlu¤u 23 =

8’dir. Yukardaki al›flt›rmaya göre 1 + 3 + 3 = 7 ele-

manl› bir taban› vard›r, dolay›s›yla toplam kod

sözcü¤ü say›s› 27 = 128’dir. Uzakl›¤› ise 23−2 =

2’dir. Hiç hata düzeltemez.

Örnek 2. fiimdi RM(1, 5) koduna bakal›m.

Uzunlu¤u 25 = 32. Taban›nda 1 + 5 = 6 eleman var.

Demek ki 26 = 64 tane kod sözcü¤ü var. Uzakl›¤›

25−1 = 16. Demek ki 7 hata düzeltebiliyor, çok iyi!

Bu, Mariner 9’dan foto¤raf al›m›nda kullan›-

lan 2-(32, 64, 16)-kodudur.

RM(1, 5) kodunun taban›n›n elemanlar›n› te-

ker teker yazabiliriz: 1, x1, x2, x3, x4, x5. E¤er

F2
5’in 16 eleman›n› 00000’dan 11111’e kadar kü-

çükten büyü¤e do¤ru s›ralarsak, bu 1, x1, x2, x3,

x4, x5 fonksiyonlar›, F2
5’in 16 eleman›nda ald›klar›

de¤erlere göre s›ras›yla,

ƒ0 = 11111111111111111111111111111111

ƒ1 = 00000000000000001111111111111111

ƒ2 = 00000000111111110000000011111111

ƒ3 = 00001111000011110000111100001111

ƒ4 = 00110011001100110011001100110011

ƒ5 = 01010101010101010101010101010101

dizilerine tekabül ederler. Kodumuzun sözcükleri

yukardaki 5 sözcü¤ün toplamlar›ndan oluflur. Böy-

lesine önemli bir görevde kullan›lm›fl bir kodu gör-

dü¤ünüz gibi biz bile kolayl›kla infla edebildik. ♣

41

Matematik Dünyas›, 2004 K›fl


