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Kapak Konusu: Geometrik Kombinatorik

Afin ve izdiisiimsel Diizlemler

Selda Kugiikgif¢i* / skucukcifci@ku.edu.tr

Olusum Geometrisi.

diiz ve dosdogru dogrular gelir. Iste birka¢ dos-
dogru dogru.

Her iki sonsuza dogru saga sola sapmadan dim-
diiz giden nesneler...

Bu yazida soyut matematige ciddi bir adim ata-
rak “dogru” hakkindaki dusiincemizi degistirecegiz.

Bir dogru, bundan boyle, noktalardan olugan
bir kiime olacak, o noktalar her neyse... Her dogru
bazi noktalardan olusan bir kiime olacak, yani her
dogru, noktalar kiimesinin bir altkiimesi olacak.

Bu tanimdan da anlagilacagi tizere, bundan
boyle bir dogru, elemanlar: noktalar olan bir kiime.
Dikkat: Noktalardan olusan her kiimenin bir dog-
ru oldugunu soylemedik, sadece her dogrunun nok-
talardan olugan bir kiime oldugunu séyledik. Han-
gi noktalar kiimesinin dogru olduguna biz karar ve-
recegiz.

Bir sonraki sorumuz, dogal olarak, noktanin
ne oldugu. Nokta, sadece “noktalar kiimesi”nin
herhangi bir 6gesi olacak.

Ve bir sonraki kaginilmaz soru, elbette, nokta-
lar kiimesinin ne oldugudur. Yanit: Noktalar ku-
mesi, noktalar kiimesi olmasini istedigimiz herhan-
gi bir kiime olsun...

Ornegin, noktalar kiimesi olarak {0, 1, 2, 3, 4}
kiimesini alalim. Dogru olarak da,

1, ={0, 1, 2}
1, ={0, 1}
|3 = {2, 3}
L= {0, 1, 3)

nokta kiimelerini alalim. Boylece bir “geometri”

*  Kog Universitesi Matematik Boliimii 6gretim iiyesi.
1 Ingilizcesi “incidence geometry”.
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elde ettik, noktalardan ve dogrulardan olusan ve
her dogrunun bir noktalar kiimesi oldugu bir ge-
ometri. Boyle tanimlanmig bir geometriye olusum
geometrisi! adin1 verelim.

Yukardaki “geometri”, varolmasi i¢in matema-
tiksel hicbir neden olmayan bir geometri olabilir.
Ama gene de bir geometridir. “Resmini” ¢izebiliriz:

Bu geometride bazi dogrular iki noktadan (I, ve
I3 dogrulari), bazi dogrular ii¢ noktadan (I; ve I4
dogrulan) olugurlar. 4 adli noktadan dogru gecmez.

Bunun gibi binlerce “geometri” vardir. Kimi
hava gibi su gibi yararhdir, kimi de yukardaki or-
nekte oldugu gibi hi¢bir ige yaramaz, hava civadir!

Yukardaki geometride I, ve I3 dogrular: kesis-
miyorlar, ama diger tim dogrular kesisirler. Kesis-
meyen dogrulara paralel dogrular diyelim. Bir de
ayrica her dogrunun kendisine paralel oldugunu
varsayalim.

Afin Diizlem. Afin diizlem asagidaki ti¢ kogu-
lu saglayan bir olusum geometrisidir:
A1l. Herbangi iki farkl noktadan tek bir dog-

ru geger.
A2. Herhangi bir nokta- /

dan berbangi bir dogruya tek
bir paralel gecer.

A3. Ugiiniin aym dogru
sizerinde olmadigi en az dort
nokta vardr.

Hemen 6rnek verelim. Ilk
ornegimiz en kiiciik afin dizlem 6rnegi.
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Ornek 1. Noktalar kiimesi
{00, 01, 10, 11} olsun. Dogru- °* 1
lar da iki noktali tiim nokta

kumeleri olsun. Boylece bir
00 10

afin diizlem elde ederiz.

Ornek 2. Noktalar kiimesi
1,2,3,4,5,6,7,8,9)

olsun. Dogrular da {1, 2, 3}, {1, 4, 7}, {1, 5, 9},

(1, 6, 8}, {4, 5, 6, (2, 5, 8), {2, 6, 7}, (2, 4, 9},

{7, 8, 9}, {3, 6, 9}, {3, 4, 8}, {3, 5, 7} olsun. Bu bir

afin diizlem o6rnegidir. Burada toplam 9 nokta ve
12 dogru var. Her dogruda 3
nokta var. Ayrica her noktadan
4 dogru geciyor. Birazdan gore-
cegimiz tizere, boyle bir diizen
her afin diizlemde vardir.

Bir afin dizlemde A ve B birbirinden degisik
iki noktaysa, Al’e gore bu iki noktadan tek bir
dogru geger. Bu dogruya AB dogrusu adini vere-
lim. Ayrica 14 ve I, iki farkli dogruysa, bu iki dog-
ru ya paraleldirler ya da tek bir noktada kesisirler.
Ikinci sikta kesisim noktasini Iy n I, olarak goste-
rebiliriz. Bu nokta bazen 141, olarak da gosterilir.

Okur herhalde afin diizlemlerin alisik oldugu-
muz Oklid diizlemine ¢ok benzediginin farkina
varmistir. Oklid diizlemi elbette bir afin diizlemdir.

Teorem 1. Sonlu tane noktas: olan bir afin
diizlem olsun. Oyle bir n > 2 dogal sayist vardir ki,

1. Toplam nokta sayis: n®’dir.

2. Toplam dogru sayist n? + n’dir.

3. Her nokta tam n + 1 dogru iizerindedir.

4. Her dogruda tam n nokta vardir.

Kanit: Herhangi bir 1 dogrusu ve I’de olmayan
herhangi bir P noktasi secelim. I’nin tstiindeki

N

nokta sayisina n deyip
P’den gegen dogrular saya-
lim. A2’den dolay:1 bu dog-

rulardan sadece biri I ile ke-

sismez. A1l’den dolay1 da
P’den gecen diger tim dog-
rular I ile tek bir noktada
kesisir ve DI’nin ustiindeki
her nokta P’den gecen bir
dogru belirler. Demek ki P’den, biri I’ye paralel di-
gerleri I’yi kesen toplam 7 + 1 tane dogru geger.

Yukarda kanitladigimiz- ”
dan su ¢ikar: P’den ge¢gmeyen
her dogruda tam # tane nok-

ta vardir ve ’de bulunmayan

her noktadan # + 1 tane dog-

ru geger. Simdi | ve m iki

dogruysa, bu iki dogrunun

ustiinde olmayan bir nokta

alalim, ki boyle bir noktanin

varligini A3’ten biliyoruz.

Demek ki I ve 71 de ayni sayida nokta var (P’den ge-
¢en dogru sayisindan bir eksik). Bu sayiya 7 diyelim.
Boylece her noktadan 7 + 1 tane dogru gectigi de ka-
nitlanmis oldu.

O adini verecegimiz noktada kesisen herhangi
iki x ve y dogrusu alalim. X € x ve Y € y olsun.
X’ten gecen ve y’ye paralel dogruya b ve Y’den ge-
¢en ve x’e paralel dogruya a diyelim. a, b’ye para-
lel olamaz (neden?) y

Y / a
kesigim  noktasina .
P(X, Y) diyelim. Béy- i
lece XexveYeyol- ,,":
mak tizere, her (X, Y) O iX x
nokta ciftinden dizle- '
mimizin bir P(X, Y) noktasin elde ettik. Bu bize
x x y kumesinden noktalar kiimesine giden bir

Bu a ve b dogrularinin

e.""P(X, Y)

fonksiyon verir. Bu fonksiyonun birebir ve orten
oldugunu kanitlamak zor degildir, yani her P nok-
tas1 bu yolla tek bir (X, Y) € x x y nokta ¢iftinden
elde edilir. Demek ki diizlemin nokta sayisi lx x yl
= lxl x Iyl = n2dir.

Son olarak dogrulari sayalim: Diizlemin 72
noktasi arasindan secilen her iki degisik nokta bize
bir dogru verir. Segebilecegimiz toplam iki farkl:
nokta sayisi

dir. Ama o iki nokta ayni dogru tistiinde segilmis-
se 0 zaman ayni dogruyu elde ederiz. Bir dogru
uzerinde segilebilecek farkli nokta cifti sayis1 da,

n| nn-1)

2 2
dir. Dolayisiyla dizlemdeki dogru sayisi,

[”ZJ n(n?* -1)
2 2 7
[n = n(nz—l) =nn +1)=n2 +n
ZJ
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dir. Aslinda yukarda yapilan,

{(A,B,l): A=Bve A, B e |}
kiimesinin eleman sayisini iki degisik bicimde say-
maktan bagka bir sey degildir. O

Teoremdeki 7 sayisina afin diizlemin derecesi de-
nir. Sayfa 49°da bir¢ok afin diizlem 6rnegi gorecegiz.

Izdiisiimsel Diizlem. Hi¢ kesismemesi gereken
paralel dogrular dogada sonsuzda kesigirmis gibi
goriiniirler. Ornegin, trenin gecmeyecegi saate
denk getirerek iki tren rayinin ortasina gegin ve
raylara raylar boyunca bakin (sakin yapmayin,
ama illa yapacaksaniz arada bir arkaniza bakin.)
Paralel tren raylari ¢ok bariz bir bigimde sonsuzda
kesisirler! Iste izdiisiimsel diizlem, herhangi iki
dogrunun kesistigi bir olusum geometrisidir. Mate-
matiksel tanimi ilerde verecegiz, ama once bir afin
diizleme nasil bir dogru daha ekleyerek herhangi
iki dogruyu kesistirebilecegimizi gosterelim.

Herhangi bir afin diizlem alalim. Verilmis bir
dogruya paralel olan dogrular kiimesine paralellik
sty denir. Paralellik sinifindaki dogrular birbirine
paraleldir (bkz. sf. 45, Alistirma 2.) Simdi agagidaki
sekilden izleyin. Her paralellik sinifi i¢in afin duzle-
me yepyeni bir nokta ekleyelim. Bu nokta paralellik
sinifindaki tim dogrularin kesisecegi “sonsuzdaki
nokta” olacak. Yani afin diizleme yeni noktalar ek-
leyelim ve birbirine paralel olan dogrulara ayni nok-
tay1 ekleyerek, bunlarin kesismelerini saglayalim.
Sonra ekledigimiz bu yeni noktalari tek bir dogruda,
“sonsuzdaki dogruda” toplayalim. Eger basladigi-
miz afin diizlemin derecesi # ise,

e 2 + n + 1 noktali

e 2 + n + 1 dogrulu

¢ her dogruda #+1 noktanin oldugu

e her noktadan # + 1 dogrunun gectigi

bir olusum geometrisi elde ederiz. Bu olusum ge-
ometrisinin su Ozellikleri vardir:

B1. Herhangi iki degisik noktadan tek bir dog-
ru geger.

B2. Herhangi iki degisik dogru tek bir nokta-
da kesisir.

B3. Uciiniin ayni dogru iizerinde olmadig en
az dort nokta vardir.

Izdiisiimsel diizlem yukardaki ii¢ beliti sagla-
yan bir olusum geometrisidir. Izdiisiimsel geomet-
ride kesismeyen paralel dogrular yoktur, herhangi
iki dogru kesisir.

Demek ki her afin diizlem, yukarda agikladigi-
miz yontemle bir izdiigimsel diizlem verir. Bunun
tersi de dogrudur: Bir izdugimsel diizlemde, dog-
rulardan birini “sonsuzdaki dogru” olarak algila-
yip ve nitelendirip bu dogruyu ve tstiinde bulunan
noktalar: atarsak geriye bir afin diizlem kalir. Bu-
nun kaniti oldukg¢a kolaydir ve okura birakilmig-
tir. Demek ki sonlu bir izdisiimsel dizlemde de
her dogruda ayni sayida nokta vardir. Eger bu sa-
yiy1 n + 1 olarak yazarsak, n’ye izdiigimsel duzle-
min derecesi denir.

Ornek 1. Noktalar kiimesi
V={1,2,3,45,6, 7,
ve dogrular da
124, 235, 346,457, 156, 267, 137

olsun. (Burada {1, 2, 4} dogrusunu 124 olarak gos-
terdik.) Bu bir izdiisimsel duzlem ornegidir. Sayfa
28de cizilen geometri bu geometridir. Bu izdiigiim-
sel duzlem, ayrica, yazinin basinda verdigimiz 4
noktali afin diizlemden yukardaki yontemle elde
edilen izdiisimsel duzlemdir. Kanitlar1 okura bira-
kiyoruz.

Afin dizlemde bir- Her paralellik sinifi Paralellik sinifinin dogru-

birine paralel dogrular; icin dizleme yeni bir lari ekledigimiz bu yeni

yani bir paralellik nokta ekleyelim. noktadan geg¢sinler. Bunu

sinifi her paralellik sinifiigin
yapalim.
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Ekledigimiz yeni noktalar icin yeni
bir dogru (noktali olan) yaratalim.
Bu, “sonsuzdaki” dogrumuz.
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Ornek 2. Yazinin baginda ver-

digimiz 9 noktal afin diizlem 6rne-

gimize bakalim. Dogrulari séyle ya- 4{ S5i 6
zalm: 123, 147, 159, 168, 456, 1% 3% 73
258,267,249, 789, 369, 348, 357.
Dort paralel sinif var:

123, 456, 789;

159, 267, 348;

168, 249, 357;

147, 258, 369.

P Bu paralel siniflarin herbiri

2 ’\ icin diizleme bir nokta ekle-
/ yelim. Bu noktalara sirasiyla

71 8] 9 Py, Py, P, ve P, diyelim. Ve
A G G /P o bu noktalari 1, adin1 verebi-
R L lecegimiz bir dogruda topla-

yalim. Bir izdigimsel diiz-
lem elde ederiz. Elde ettigimiz izdusiimsel diizlemin
noktalari
1,2,3,4,5,6,7,8,9, Py, P1, P, ve P,

dur. Dogrulari da,

123P,, 456D, 789P,

159P,, 267P, 348P,

168P,, 249P,, 357P,

147P,, 258P,., 369P,,
dogrular1 ve “sonsuzdaki”

PoP,P,P,,
dogrusudur. (Buna 1, adini vermistik.) Boylece,
afin diizlemde kesismeyen 159 ve 267 dogrulari,
izdiisimsel dizlemde Py noktasinda kesisen 159P,
ve 267P; dogrularina donustirler.

Sayfa 50°de birsuirii izdustimsel diizlem 6rnegi

gorecegiz.

Teorem 2. Derecesi n olan bir afin diizlemden
derecesi n olan bir izdiisiimsel diizlem, derecesi n
olan bir izdiigiimsel diizlemden de yine derecesi n
olan bir afin diizlem elde edilebilir.

Her ne kadar izdtisiimsel diizlemle afin diizlem
“denk” kavramlarsa da, izdiisiimsel diizlemlerle ¢a-
lisgmanin azimsanmayacak bir ustunligh vardir.
Her seyden once izdiisiimsel geometride dogrulari
paralel ya da kesisen dogrular olarak ikiye ayirma-
ya gerek yoktur; yani izdustimsel geometride afin
geometride oldugu gibi bir teoremin kanitimi gikla-
ra ayirmaya gerek yoktur. Bu hatir1 sayilir bir ko-
laylik saglar. Ayrica, bir izdustiimsel diizlemde nok-
talar1 dogru, dogrulari nokta yaparak gene bir izdii-

stimsel geometri elde ederiz: Eger ise bagladigimiz
diizlemde P noktasi | dogrusundaysa, ikinci diiz-
lemde I noktast P dogrusunda olsun. Bu da izdi-
sumsel diizlemde afin diizlemde olmayan bir simet-
ri saglar. Bu simetri B1 ve B2 kogullarinda ¢ok ba-
rizse de, B3 kosulunda o kadar bariz degildir. Bunu
okura alistirma olarak birakiyoruz.

Ahgtirmalar

1. Bir izdusiimsel diizlemde herhangi ticlintin
ayni noktadan gegmedigi dort dogru vardir.

2. Bir afin diizlemde a dogrusu b’ye paralelse
ve b dogrusu c’ye paralelse, a dogrusunun c’ye pa-
ralel oldugunu kanitlayn.

Duzlemler ve Tasarimlar
Eger dogrular1 blok, bloklar1 da dogru
olarak yorumlarsak yukardaki teoremlerden su
sonug cikar:

Sonug. 7 > 2 pozitif bir tamsay: olsun.

Sonlu her afin diizlem bir 2-(n2, n, 1) tasari-
mudir. Her 2-(n2, n, 1) tasarimi da bir afin diiz-
lemdir.

Sonlu her izdiisiimsel diizlem bir 2-(n2+n+1,
n+l, 1) tasarmudir. Her 2-(n2+n+1, n+1, 1) ta-
sarmu da bir izdiisiimsel diizlemdir.

Afin Diizlemler ve Latin Kareler
Sayfa 10°da #n-inci dereceden birbirine dik en
fazla n — 1 tane latin kare oldugunu kanitlamigtik.
Diyelim tam # — 1 tane birbirine dik #-inci derece-
den latin kare var. Bunlara Ly, L,, ..., L,,_; diyelim.
Bir olusum geometrisi tamimlayacagiz. Noktalar
1 <14, j<nigin (i j) ciftleri olsun. Noktalari 7 x »n
boyutlu tabloya asagidaki gibi yerlestirelim.
(1, 1) 2,1) (n, 1)
(1,2) (2,2) (n, 2)
] 0 N
(1, 1) (2, n)
Dogrular soyle tanimlayalim:

(n, n)

1) Yukardaki dizinin her stitunundaki girdiler
bir dogru olustursun.

2) Yukardaki dizinin her satirindaki girdiler
bir dogru olustursun.

3) Her s simgesi ve her latin kare icin, s’nin o
latin karede goriindiigii pozisyonlar kiimesi bir dog-
ru olustursun.
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Tiim bu nokta ve dogrular, derecesi 7 olan bir
afin diizlem olusturur. (1)’deki # dogru bir paralel
sinif, (2)’deki 7 dogru diger bir paralel sinif, (3)’teki
her latin karesi de birer paralel sinif verir. Toplam
n + 1 paralel sinif ve 72 + n dogru elde etmis oluruz.

Ornek: 7 = 4 olsun. Birbirine dik olan,

Ly L, Ly
1243 1342 1423
2134 4213 3241
4312 2431 4132
3421 3124 2314

latin karelerini alalim. 16 tane noktamiz var:
(1, 1), (1, 2), ..., (4, 4).
Bu noktalari kolaylik olsun diye 11, 12, ..., 44 olarak
daha kisa bicimde yazalim. Dogrularimiz sunlar:
Birinci tip:
11, 12,13, 14
21,22,23,24
31, 32, 33, 34
41,42, 43, 44
Ikinci tip:
11,21, 31, 41
12,22,32,42
13, 23, 33, 43
14, 24, 34, 44
Ucgiincii tip:
L;’den kaynaklananlar:
11,22, 33, 44
21,12, 43, 34
41, 32,23, 14

Teorem 4 (R.C. Bose, 1938). # dereceli birbiri-
ne dik n—1 tane latin karesi olmast icin yeter ve ge-
rek kosul n dereceli izdiisiimsel bir diizlemin olma-
sidir.

Eger p bir asal, ¢ > 0 bir dogal say1 ve n = p? ise,
n — 1 tane birbirine dik 7-inci dereceden latin kare
oldugu sayfa 10-11’de kanitlanmisti. Demek ki bu
durumda derecesi # olan afin dizlem (dolayisiyla
izdugtimsel diizlem) vardir. Sadece asal giicler icin
afin duzlem varlig: bilinmekte. R. H. Bruck ve H.
J. Ryser’in asagidaki teoremi asal bir sayinin kuv-
veti olmayan bazi 7 degerleri i¢in afin dizlemlerin
olmadigini gosteriyor.

Teorem 5. (R. H. Bruck ve H. J. Ryser [BR])
n=1yada?2 (mod 4) olsun. Ayrica, p =3 (mod 4)
denkligini saglayan ve n’yi bolen en biiyiik giicii-
niin tek sayr oldugu bir p asali olsun. Bu durumda
derecesi n olan bir afin diizlem yokitur.

Bu teorem derecesi 6, 14 ve 22 olan afin diiz-
lemlerin olmadigini séyler. Ama 10 ve 12 igin bir
sey soylemez. Derecesi 10 olan bir afin diizlemin
olmadigi bilgisayar yardimiyla yakin zamanda gos-
terilmigtir. 10°dan sonraki belirlenmemis en kiiciik
deger 12°dir. Genel kani boyle bir afin dizlemin
olmadig1 yoniinde.

Acik Soru: Bir asal saywun giicii olarak yazila-
mayan bir n icin derecesi n olan bir afin (ya da iz-

31,42, 13, 24
L,’den kaynaklananlar:

notes

diistimsel) diizlem var mi?

notlar

11, 32, 43, 24

Afin ve izdusiimsel diiz-

41,22,13, 34

11Tfl\ll

j lemler konusu matematigin

21, 42, 33, 14

en heyecanli ve en aktif konu-

31, 12, 23, 44

larindan biridir. Bu o6nemli

L3’ten kaynaklananlar:

konuya hakettigi yeri bir bas-

11, 42, 23, 34

ka sayimizda ayiririz.

31,22, 43, 14

Tahmin edilecegi gibi bil-

41,12, 33, 24 |

gisayarcilar konuya bulag-

21, 32, 13, 44

muglardir. Bagat amacg sonlu

Farkettiyseniz bu inga

Egumngy

diizlemlerin simiflandirilmasi-

yontemini tersten uygularsak

dir. Bugiin bu amacin ¢ok

dik latin kareleri tam kiimesi \

¢ok uzagindayiz. Belki 21’in-

elde ederiz. Boylece asagidaki

ci ylizyilda bu amaca ulasilir.

teoremi buluruz. l

u Yasayan goriir! #
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