
Oluflum Geometrisi.

“Do¤ru” dendi¤inde akl›m›za düm-

düz ve dosdo¤ru do¤rular gelir. ‹flte birkaç dos-

do¤ru do¤ru.

Her iki sonsuza do¤ru sa¤a sola sapmadan düm-

düz giden nesneler...

Bu yaz›da soyut matemati¤e ciddi bir ad›m ata-

rak “do¤ru” hakk›ndaki düflüncemizi de¤ifltirece¤iz.

Bir do¤ru, bundan böyle, noktalardan oluflan

bir küme olacak, o noktalar her neyse... Her do¤ru

baz› noktalardan oluflan bir küme olacak, yani her

do¤ru, noktalar kümesinin bir altkümesi olacak.

Bu tan›mdan da anlafl›laca¤› üzere, bundan

böyle bir do¤ru, elemanlar› noktalar olan bir küme.

Dikkat: Noktalardan oluflan her kümenin bir do¤-

ru oldu¤unu söylemedik, sadece her do¤runun nok-

talardan oluflan bir küme oldu¤unu söyledik. Han-

gi noktalar kümesinin do¤ru oldu¤una biz karar ve-

rece¤iz.

Bir sonraki sorumuz, do¤al olarak, noktan›n

ne oldu¤u. Nokta, sadece “noktalar kümesi”nin

herhangi bir ö¤esi olacak.

Ve bir sonraki kaç›n›lmaz soru, elbette, nokta-

lar kümesinin ne oldu¤udur. Yan›t: Noktalar kü-

mesi, noktalar kümesi olmas›n› istedi¤imiz herhan-

gi bir küme olsun...

Örne¤in, noktalar kümesi olarak {0, 1, 2, 3, 4}

kümesini alal›m. Do¤ru olarak da,

l1 = {0, 1, 2}

l2 = {0, 1}

l3 = {2, 3}

l4 = {0, 1, 3}

nokta kümelerini alal›m. Böylece bir “geometri”

elde ettik, noktalardan ve do¤rulardan oluflan ve

her do¤runun bir noktalar kümesi oldu¤u bir ge-

ometri. Böyle tan›mlanm›fl bir geometriye oluflum

geometrisi1 ad›n› verelim.

Yukardaki “geometri”, varolmas› için matema-

tiksel hiçbir neden olmayan bir geometri olabilir.

Ama gene de bir geometridir. “Resmini” çizebiliriz:

Bu geometride baz› do¤rular iki noktadan (l2 ve

l3 do¤rular›), baz› do¤rular üç noktadan (l1 ve l4

do¤rular›) oluflurlar. 4 adl› noktadan do¤ru geçmez.

Bunun gibi binlerce “geometri” vard›r. Kimi

hava gibi su gibi yararl›d›r, kimi de yukardaki ör-

nekte oldu¤u gibi hiçbir ifle yaramaz, hava c›vad›r!

Yukardaki geometride l2 ve l3 do¤rular› kesifl-

miyorlar, ama di¤er tüm do¤rular kesiflirler. Kesifl-

meyen do¤rulara paralel do¤rular diyelim. Bir de

ayr›ca her do¤runun kendisine paralel oldu¤unu

varsayal›m.

Afin Düzlem. Afin düzlem afla¤›daki üç koflu-

lu sa¤layan bir oluflum geometrisidir:

A1. Herhangi iki farkl› noktadan tek bir do¤-

ru geçer.

A2. Herhangi bir nokta-

dan herhangi bir do¤ruya tek

bir paralel geçer.

A3. Üçünün ayn› do¤ru

üzerinde olmad›¤› en az dört

nokta vard›r.

Hemen örnek verelim. ‹lk

örne¤imiz en küçük afin düzlem örne¤i.
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Örnek 1. Noktalar kümesi

{00, 01, 10, 11} olsun. Do¤ru-

lar da iki noktal› tüm nokta

kümeleri olsun. Böylece bir

afin düzlem elde ederiz.

Örnek 2. Noktalar kümesi

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}

olsun. Do¤rular da {1, 2, 3}, {1, 4, 7}, {1, 5, 9},

{1, 6, 8}, {4, 5, 6}, {2, 5, 8}, {2, 6, 7}, {2, 4, 9},

{7, 8, 9}, {3, 6, 9}, {3, 4, 8}, {3, 5, 7} olsun. Bu bir

afin düzlem örne¤idir. Burada toplam 9 nokta ve

12 do¤ru var. Her do¤ruda 3

nokta var. Ayr›ca her noktadan

4 do¤ru geçiyor. Birazdan göre-

ce¤imiz üzere, böyle bir düzen

her afin düzlemde vard›r.

Bir afin düzlemde A ve B birbirinden de¤iflik

iki noktaysa, A1’e göre bu iki noktadan tek bir

do¤ru geçer. Bu do¤ruya AB do¤rusu ad›n› vere-

lim. Ayr›ca l1 ve l2 iki farkl› do¤ruysa, bu iki do¤-

ru ya paraleldirler ya da tek bir noktada kesiflirler.

‹kinci fl›kta kesiflim noktas›n› l1 ∩ l2 olarak göste-

rebiliriz. Bu nokta bazen l1l2 olarak da gösterilir.

Okur herhalde afin düzlemlerin al›fl›k oldu¤u-

muz Öklid düzlemine çok benzedi¤inin fark›na

varm›flt›r. Öklid düzlemi elbette bir afin düzlemdir.

Teorem 1. Sonlu tane noktas› olan bir afin

düzlem olsun. Öyle bir n ≥ 2 do¤al say›s› vard›r ki,

1. Toplam nokta say›s› n2’dir.

2. Toplam do¤ru say›s› n2 + n’dir.

3. Her nokta tam n + 1 do¤ru üzerindedir.

4. Her do¤ruda tam n nokta vard›r.

Kan›t: Herhangi bir l do¤rusu ve l’de olmayan

herhangi bir P noktas› seçelim. l’nin üstündeki

nokta say›s›na n deyip

P’den geçen do¤rular› saya-

l›m. A2’den dolay› bu do¤-

rulardan sadece biri l ile ke-

siflmez. A1’den dolay› da

P’den geçen di¤er tüm do¤-

rular l ile tek bir noktada

kesiflir ve l’nin üstündeki

her nokta P’den geçen bir

do¤ru belirler. Demek ki P’den, biri l’ye paralel di-

¤erleri l’yi kesen toplam n + 1 tane do¤ru geçer.

Yukarda kan›tlad›¤›m›z-

dan flu ç›kar: P’den geçmeyen

her do¤ruda tam n tane nok-

ta vard›r ve l’de bulunmayan

her noktadan n + 1 tane do¤-

ru geçer. fiimdi l ve m iki

do¤ruysa, bu iki do¤runun

üstünde olmayan bir nokta

alal›m, ki böyle bir noktan›n

varl›¤›n› A3’ten biliyoruz.

Demek ki l ve m de ayn› say›da nokta var (P’den ge-

çen do¤ru say›s›ndan bir eksik). Bu say›ya n diyelim.

Böylece her noktadan n + 1 tane do¤ru geçti¤i de ka-

n›tlanm›fl oldu.

O ad›n› verece¤imiz noktada kesiflen herhangi

iki x ve y do¤rusu alal›m. X ∈ x ve Y ∈ y olsun.

X’ten geçen ve y’ye paralel do¤ruya b ve Y’den ge-

çen ve x’e paralel do¤ruya a diyelim. a, b’ye para-

lel olamaz (neden?)

Bu a ve b do¤rular›n›n

kesiflim noktas›na

P(X, Y) diyelim. Böy-

lece X ∈ x ve Y ∈ y ol-

mak üzere, her (X, Y)

nokta çiftinden düzle-

mimizin bir P(X, Y) noktas›n elde ettik. Bu bize

x × y kümesinden noktalar kümesine giden bir

fonksiyon verir. Bu fonksiyonun birebir ve örten

oldu¤unu kan›tlamak zor de¤ildir, yani her P nok-

tas› bu yolla tek bir (X, Y) ∈ x × y nokta çiftinden

elde edilir. Demek ki düzlemin nokta say›s› |x × y|

= |x| × |y| = n2’dir.

Son olarak do¤rular› sayal›m: Düzlemin n2

noktas› aras›ndan seçilen her iki de¤iflik nokta bize

bir do¤ru verir. Seçebilece¤imiz toplam iki farkl›

nokta say›s›

d›r. Ama o iki nokta ayn› do¤ru üstünde seçilmifl-

se o zaman ayn› do¤ruyu elde ederiz. Bir do¤ru

üzerinde seçilebilecek farkl› nokta çifti say›s› da,

dir. Dolay›s›yla düzlemdeki do¤ru say›s›,
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dir. Asl›nda yukarda yap›lan,

{(A, B, l) : A ≠ B ve A, B ∈ l}

kümesinin eleman say›s›n› iki de¤iflik biçimde say-

maktan baflka bir fley de¤ildir. ■■

Teoremdeki n say›s›na afin düzlemin derecesi de-

nir. Sayfa 49’da birçok afin düzlem örne¤i görece¤iz.

‹zdüflümsel Düzlem. Hiç kesiflmemesi gereken

paralel do¤rular do¤ada sonsuzda kesiflirmifl gibi

görünürler. Örne¤in, trenin geçmeyece¤i saate

denk getirerek iki tren ray›n›n ortas›na geçin ve

raylara raylar boyunca bak›n (sak›n yapmay›n,

ama illa yapacaksan›z arada bir arkan›za bak›n.)

Paralel tren raylar› çok bariz bir biçimde sonsuzda

kesiflirler! ‹flte izdüflümsel düzlem, herhangi iki

do¤runun kesiflti¤i bir oluflum geometrisidir. Mate-

matiksel tan›m› ilerde verece¤iz, ama önce bir afin

düzleme nas›l bir do¤ru daha ekleyerek herhangi

iki do¤ruyu kesifltirebilece¤imizi gösterelim.

Herhangi bir afin düzlem alal›m. Verilmifl bir

do¤ruya paralel olan do¤rular kümesine paralellik

s›n›f› denir. Paralellik s›n›f›ndaki do¤rular birbirine

paraleldir (bkz. sf. 45, Al›flt›rma 2.) fiimdi afla¤›daki

flekilden izleyin. Her paralellik s›n›f› için afin düzle-

me yepyeni bir nokta ekleyelim. Bu nokta paralellik

s›n›f›ndaki tüm do¤rular›n kesiflece¤i “sonsuzdaki

nokta” olacak. Yani afin düzleme yeni noktalar ek-

leyelim ve birbirine paralel olan do¤rulara ayn› nok-

tay› ekleyerek, bunlar›n kesiflmelerini sa¤layal›m.

Sonra ekledi¤imiz bu yeni noktalar› tek bir do¤ruda,

“sonsuzdaki do¤ruda” toplayal›m. E¤er bafllad›¤›-

m›z afin düzlemin derecesi n ise,

• n2 + n + 1 noktal›

• n2 + n + 1 do¤rulu

• her do¤ruda n+1 noktan›n oldu¤u

• her noktadan n + 1 do¤runun geçti¤i

bir oluflum geometrisi elde ederiz. Bu oluflum ge-

ometrisinin flu özellikleri vard›r:

B1. Herhangi iki de¤iflik noktadan tek bir do¤-

ru geçer.

B2. Herhangi iki de¤iflik do¤ru tek bir nokta-

da kesiflir.

B3. Üçünün ayn› do¤ru üzerinde olmad›¤› en

az dört nokta vard›r.

‹zdüflümsel düzlem yukardaki üç beliti sa¤la-

yan bir oluflum geometrisidir. ‹zdüflümsel geomet-

ride kesiflmeyen paralel do¤rular yoktur, herhangi

iki do¤ru kesiflir.

Demek ki her afin düzlem, yukarda aç›klad›¤›-

m›z yöntemle bir izdüflümsel düzlem verir. Bunun

tersi de do¤rudur: Bir izdüflümsel düzlemde, do¤-

rulardan birini “sonsuzdaki do¤ru” olarak alg›la-

y›p ve nitelendirip bu do¤ruyu ve üstünde bulunan

noktalar› atarsak geriye bir afin düzlem kal›r. Bu-

nun kan›t› oldukça kolayd›r ve okura b›rak›lm›fl-

t›r. Demek ki sonlu bir izdüflümsel düzlemde de

her do¤ruda ayn› say›da nokta vard›r. E¤er bu sa-

y›y› n + 1 olarak yazarsak, n’ye izdüflümsel düzle-

min derecesi denir.

Örnek 1. Noktalar kümesi

V = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7},

ve do¤rular da

124, 235, 346, 457, 156, 267, 137

olsun. (Burada {1, 2, 4} do¤rusunu 124 olarak gös-

terdik.) Bu bir izdüflümsel düzlem örne¤idir. Sayfa

28’de çizilen geometri bu geometridir. Bu izdüflüm-

sel düzlem, ayr›ca, yaz›n›n bafl›nda verdi¤imiz 4

noktal› afin düzlemden yukardaki yöntemle elde

edilen izdüflümsel düzlemdir. Kan›tlar› okura b›ra-

k›yoruz.

44

Matematik Dünyas›, 2004 K›fl

Afin düzlemde bir-
birine paralel do¤rular;
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Bu, “sonsuzdaki” do¤rumuz.



Örnek 2. Yaz›n›n bafl›nda ver-

di¤imiz 9 noktal› afin düzlem örne-

¤imize bakal›m. Do¤rular› flöyle ya-

zal›m: 123, 147, 159, 168, 456,

258, 267, 249, 789, 369, 348, 357.

Dört paralel s›n›f var:

123, 456, 789;

159, 267, 348;

168, 249, 357;

147, 258, 369.

Bu paralel s›n›flar›n herbiri

için düzleme bir nokta ekle-

yelim. Bu noktalara s›ras›yla

P0, P1, P2 ve P∞ diyelim. Ve

bu noktalar› l∞ ad›n› verebi-

lece¤imiz bir do¤ruda topla-

yal›m. Bir izdüflümsel düz-

lem elde ederiz. Elde etti¤imiz izdüflümsel düzlemin

noktalar›

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, P0, P1, P2 ve P∞
dur. Do¤rular› da,

123P0, 456P0, 789P0

159P1, 267P1, 348P1

168P2, 249P2, 357P2

147P∞, 258P∞, 369P∞
do¤rular› ve “sonsuzdaki”

P0P1P2P∞
do¤rusudur. (Buna l∞ ad›n› vermifltik.) Böylece,

afin düzlemde kesiflmeyen 159 ve 267 do¤rular›,

izdüflümsel düzlemde P1 noktas›nda kesiflen 159P1

ve 267P1 do¤rular›na dönüflürler.

Sayfa 50’de birsürü izdüflümsel düzlem örne¤i

görece¤iz.

Teorem 2. Derecesi n olan bir afin düzlemden

derecesi n olan bir izdüflümsel düzlem, derecesi n

olan bir izdüflümsel düzlemden de yine derecesi n

olan bir afin düzlem elde edilebilir.

Her ne kadar izdüflümsel düzlemle afin düzlem

“denk” kavramlarsa da, izdüflümsel düzlemlerle ça-

l›flman›n az›msanmayacak bir üstünlü¤ü vard›r.

Her fleyden önce izdüflümsel geometride do¤rular›

paralel ya da kesiflen do¤rular olarak ikiye ay›rma-

ya gerek yoktur; yani izdüflümsel geometride afin

geometride oldu¤u gibi bir teoremin kan›t›n› fl›kla-

ra ay›rmaya gerek yoktur. Bu hat›r› say›l›r bir ko-

layl›k sa¤lar. Ayr›ca, bir izdüflümsel düzlemde nok-

talar› do¤ru, do¤rular› nokta yaparak gene bir izdü-

flümsel geometri elde ederiz: E¤er ifle bafllad›¤›m›z

düzlemde P noktas› l do¤rusundaysa, ikinci düz-

lemde l noktas› P do¤rusunda olsun. Bu da izdü-

flümsel düzlemde afin düzlemde olmayan bir simet-

ri sa¤lar. Bu simetri B1 ve B2 koflullar›nda çok ba-

rizse de, B3 koflulunda o kadar bariz de¤ildir. Bunu

okura al›flt›rma olarak b›rak›yoruz.

Al›flt›rmalar

1. Bir izdüflümsel düzlemde herhangi üçünün

ayn› noktadan geçmedi¤i dört do¤ru vard›r.

2. Bir afin düzlemde a do¤rusu b’ye paralelse

ve b do¤rusu c’ye paralelse, a do¤rusunun c’ye pa-

ralel oldu¤unu kan›tlay›n.

Afin Düzlemler ve Latin Kareler

Sayfa 10’da n-inci dereceden birbirine dik en

fazla n − 1 tane latin kare oldu¤unu kan›tlam›flt›k.

Diyelim tam n − 1 tane birbirine dik n-inci derece-

den latin kare var. Bunlara L1, L2, ..., Ln−1 diyelim.

Bir oluflum geometrisi tan›mlayaca¤›z. Noktalar

1 ≤ i, j ≤ n için (i, j) çiftleri olsun. Noktalar› n × n

boyutlu tabloya afla¤›daki gibi yerlefltirelim.

(1, 1) (2, 1) ... (n, 1)

(1, 2) (2, 2) ... (n, 2)

M M ... M

(1, n) (2, n) ... (n, n)

Do¤rular› flöyle tan›mlayal›m:

1) Yukardaki dizinin her sütunundaki girdiler

bir do¤ru olufltursun.

2) Yukardaki dizinin her sat›r›ndaki girdiler

bir do¤ru olufltursun.

3) Her s simgesi ve her latin kare için, s’nin o

latin karede göründü¤ü pozisyonlar kümesi bir do¤-

ru olufltursun.
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Düzlemler ve Tasar›mlar
E¤er do¤rular› blok, bloklar› da do¤ru

olarak yorumlarsak yukardaki teoremlerden flu

sonuç ç›kar:

Sonuç. n ≥ 2 pozitif bir tamsay› olsun.

Sonlu her afin düzlem bir 2-(n2, n, 1) tasar›-

m›d›r. Her 2-(n2, n, 1) tasar›m› da bir afin düz-

lemdir.

Sonlu her izdüflümsel düzlem bir 2-(n2+n+1,

n+1, 1) tasar›m›d›r. Her 2-(n2+n+1, n+1, 1) ta-

sar›m› da bir izdüflümsel düzlemdir.



Tüm bu nokta ve do¤rular, derecesi n olan bir

afin düzlem oluflturur. (1)’deki n do¤ru bir paralel

s›n›f, (2)’deki n do¤ru di¤er bir paralel s›n›f, (3)’teki

her latin karesi de birer paralel s›n›f verir. Toplam

n + 1 paralel s›n›f ve n2 + n do¤ru elde etmifl oluruz.

Örnek: n = 4 olsun. Birbirine dik olan,

L1 L2 L3

1243 1342 1423

2134 4213 3241

4312 2431 4132

3421 3124 2314

latin karelerini alal›m. 16 tane noktam›z var:

(1, 1), (1, 2), ..., (4, 4).

Bu noktalar› kolayl›k olsun diye 11, 12, ..., 44 olarak

daha k›sa biçimde yazal›m. Do¤rular›m›z flunlar:

Birinci tip:

11, 12, 13, 14

21, 22, 23, 24

31, 32, 33, 34

41, 42, 43, 44

‹kinci tip:

11, 21, 31, 41

12, 22, 32, 42

13, 23, 33, 43

14, 24, 34, 44

Üçüncü tip:

L1’den kaynaklananlar:

11, 22, 33, 44

21, 12, 43, 34

41, 32, 23, 14

31, 42, 13, 24

L2’den kaynaklananlar:

11, 32, 43, 24

41, 22, 13, 34

21, 42, 33, 14

31, 12, 23, 44

L3’ten kaynaklananlar:

11, 42, 23, 34

31, 22, 43, 14

41, 12, 33, 24

21, 32, 13, 44

Farkettiyseniz bu infla

yöntemini tersten uygularsak

dik latin kareleri tam kümesi

elde ederiz. Böylece afla¤›daki

teoremi buluruz.

Teorem 4 (R.C. Bose, 1938). n dereceli birbiri-

ne dik n−1 tane latin karesi olmas› için yeter ve ge-

rek koflul n dereceli izdüflümsel bir düzlemin olma-

s›d›r.

E¤er p bir asal, t > 0 bir do¤al say› ve n = pt ise,

n – 1 tane birbirine dik n-inci dereceden latin kare

oldu¤u sayfa 10-11’de kan›tlanm›flt›. Demek ki bu

durumda derecesi n olan afin düzlem (dolay›s›yla

izdüflümsel düzlem) vard›r. Sadece asal güçler için

afin düzlem varl›¤› bilinmekte. R. H. Bruck ve H.

J. Ryser’in afla¤›daki teoremi asal bir say›n›n kuv-

veti olmayan baz› n de¤erleri için afin düzlemlerin

olmad›¤›n› gösteriyor.

Teorem 5. (R. H. Bruck ve H. J. Ryser [BR])

n ≡ 1 ya da 2 (mod 4) olsun. Ayr›ca, p ≡ 3 (mod 4)

denkli¤ini sa¤layan ve n’yi bölen en büyük gücü-

nün tek say› oldu¤u bir p asal› olsun. Bu durumda

derecesi n olan bir afin düzlem yoktur.

Bu teorem derecesi 6, 14 ve 22 olan afin düz-

lemlerin olmad›¤›n› söyler. Ama 10 ve 12 için bir

fley söylemez. Derecesi 10 olan bir afin düzlemin

olmad›¤› bilgisayar yard›m›yla yak›n zamanda gös-

terilmifltir. 10’dan sonraki belirlenmemifl en küçük

de¤er 12’dir. Genel kan› böyle bir afin düzlemin

olmad›¤› yönünde.

Aç›k Soru: Bir asal say›n›n gücü olarak yaz›la-

mayan bir n için derecesi n olan bir afin (ya da iz-

düflümsel) düzlem var m›?

Afin ve izdüflümsel düz-

lemler konusu matemati¤in

en heyecanl› ve en aktif konu-

lar›ndan biridir. Bu önemli

konuya haketti¤i yeri bir bafl-

ka say›m›zda ay›r›r›z.

Tahmin edilece¤i gibi bil-

gisayarc›lar konuya bulafl-

m›fllard›r. Baflat amaç sonlu

düzlemlerin s›n›fland›r›lmas›-

d›r. Bugün bu amac›n çok

çok uza¤›nday›z. Belki 21’in-

ci yüzy›lda bu amaca ulafl›l›r.

Yaflayan görür! ♣
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