
Üç tafl oyununu bilme-

yen yoktur herhalde. Hani yere, tah-

taya ya da kâ¤›da afla¤›daki fleklin çizildi¤i, sonra

iki oyuncunun s›rayla bofl hazneleri x

ya da o iflaretleriyle sahiplendi¤i, ay-

n› s›raya, sütuna ya da iki köflegen-

den birine sahiplenenin oyunu ka-

zand›¤› oyun. Hamlesi x olan oyun-

cuya ‹ksan (Nam-› di¤er Xan!), di¤erine de Oya di-

yelim. ‹ksan hep birinci oyuncu olsun, adafl›m Oya

da ikinci oyuncu. ‹flte bir üç tafl oyunu:

E¤er üç tafl oyununu yeterince oynam›flsan›z, iyi

oynand›¤›nda bu oyunun berabere bitmesi gerekti¤i-

ni de biliyorsunuz demektir. Nitekim yukardaki

oyunu Oya kötü oynad›¤›ndan kaybetti, daha iyi

oynasayd› kaybetmeyebilirdi. Oya’n›n ilk hamlesi

kötü, o ilk hamleden sonra kaybetmek zorunda.

Oya’n›n ‹ksan’›n yukardaki “orta nokta”

hamlesine karfl› yapabilece¤i özünde de¤iflik iki

hamle var. Ya yukardaki gibi ‹ksan’›n yan›na oy-

nayacak ya da afla¤›daki gibi çapraz›na. E¤er Oya

ilk hamlesinde ‹ksan’›n çapraz›na oynarsa oyunun

berabere bitmesini sa¤layabilir.

Ayn› oyunu afla¤›daki gibi dokuz nokta üzerin-

de oynayal›m. Her oyuncu s›ras› geldi¤inde nokta-

lar› siyaha ya da griye boyas›n. Gene

bir do¤ruya sahiplenen oyuncu oyunu

kazans›n.

Bu dokuz noktal› geometride 8 tane

do¤ru var: Üçü yatay, üçü dikey, ikisi de çapraz.

Üç tafl oyunuyla hiçbir fark› olmad›¤›ndan bu

oyun berabere biter. Oyuncular iyi oynarlarsa el-

bet... Biri flafl›r›rsa di¤eri oyunu kazanabilir.

fiimdi do¤ru say›s›n› art›ral›m. Dört yeni do¤-

ru daha ekleyelim (do¤runun noktalar› çarp› iflare-

tiyle belirlenmifl):

Böylece 8 + 4 = 12 do¤rumuz oldu. Yeni oyunumu-

zu 12 do¤rudan birine ilk sahiplenen oyuncu ka-

zans›n.

Soru: Bu oyunu iki oyuncudan biri mutlaka

kazan›r m›? Yoksa oyun (her iki taraf da iyi oynar-

sa) berabere mi biter?

Klasik üç tafl oyununda ortadaki noktan›n di-

¤er noktalara göre bir üstünlü¤ü vard›r, çünkü o

noktadan en fazla say›da do¤ru geçer (tam dört ta-

ne), dolay›s›yla ilk hamlenin ortadaki nokta olma-

s›nda yarar vard›r. Oysa 12 do¤rulu yeni oyunu-

muzda tüm noktalar eflde¤erdir, hiçbir noktan›n

bir baflka noktaya göre üstünlü¤ü yoktur.

Soru: Bunu kan›tlayabilir misiniz? Her noktadan

ayn› say›da do¤runun geçmesi yetmez. Noktalar›

noktalara götüren ama do¤rusal noktalar› do¤rusal

noktalara götüren bir eflleflme bulmal›s›n›z.

Yukar›da verilen geometride 9 nokta ve 12 do¤-

ru var. Ayr›ca her do¤runun üstünde 3 nokta var ve

her noktadan 4 do¤ru geçiyor. Bu, bir önceki yaz›da

(sayfa 43’te) verilen 3 dereceli afin düzlemdir.

Buna benzer bir oyunu nokta ve do¤rulardan

oluflan herhangi bir düzlemde oynayabiliriz, örne¤in

afla¤›daki düzlemde. Bu düzlemde 7 do¤ru ve 7 nok-

ta var. Do¤rulardan alt›s› aç›k aç›k gözüküyor, bun-

lar bizim bildi¤imiz “nor-

mal” do¤rulara benziyor-

lar. Bir de ortadaki (söyle-

mesi kula¤a hofl gelen) yu-

varlak do¤ru var. Bu düz-
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Kapak Konusu: Geometrik Kombinatorik

Sonlu Düzlemlerde Üç Tafl Oyunu
Oya Farfara

× × ×
× ×

×
×

×
×

‹ki ayr› yere (gri haznelere) oynayarak kazanaca¤›ndan,
bu oyunu ‹ksan kazan›r.

× × × × ×

Bu oyun berabere biter

× × ×

×
×

×

×

y = 2x y = 2x+1 y = x+2 y = x+1



lemde her do¤ruda 3 nokta var ve her noktadan üç

do¤ru geçiyor. Burada da her nokta her noktaya efl-

de¤erdir, hiçbir noktan›n bir di¤er noktaya göre üs-

tünlü¤ü yoktur.

Bu son oyunu birinci oyuncu kazan›r. Birinci

oyuncunun ilk hamlesini herhangi bir nokta olabi-

lir, tüm noktalar eflde¤er oldu¤undan ilk hamlenin

ne oldu¤unun hiçbir önemi yok. ‹nanmas› belki bi-

raz daha zor ama ikinci oyuncunun da her hamle-

si eflde¤erdir. Nereye oynarsa oynas›n oyunun aki-

beti bir hamleden bir baflka hamleye de¤iflmez.

Soru: Okur bunu kan›tlayabilir mi? Herhangi iki

noktay› herhangi iki noktaya götüren ve do¤rular›

do¤rulara götüren bir dönüflüm bulmak gerekiyor.

Bu oyun afla¤›daki gibi seyretmelidir. Siyahla-

r›n üçüncü hamlesi iki de¤iflik noktadan kazand›r-

d›¤›ndan, grilerin bu hamleye karfl› savunmas› yok.

Bu oyunlar tüm bilgilerin ortada oldu¤u

oyunlard›r. Çünkü oyunda tüm bilgiler tüm oyun-

culara aç›kt›r. Birinin bildi¤ini di¤eri de bilir. Ayr›-

ca zar gibi, yaz›-tura gibi, çekilecek kâ¤›t gibi flan-

sa yer yoktur. Dahas› bu oyunlar sonlu oyunlard›r.

Yani her hamlede her oyuncunun yapabilece¤i

sonlu say›da hamle vard›r ve oyun en fazla belli bir

hamle sonra (en fazla geometrinin nokta say›s› ka-

dar hamle sonra) biter.

Yukardaki özellikleri sa¤layan oyunlarda ya bi-

rinci oyuncunun kazanan bir stratejisi vard›r (yani

ikinci oyuncu ne oynarsa oynas›n, birinci oyuncu

oyunu kazanaca¤› hamleleri bulabilir) ya da ikinci

oyuncunun en az›ndan beraberli¤i garantileyen, hat-

ta oyununa göre belki de kazand›rtan bir stratejisi

vard›r (yani birinci oyuncu ne oynarsa oynas›n, ikin-

ci oyuncu yenilmeyece¤i hamleleri bulabilir.) Bu te-

oremi MD-2003-III, sayfa 71’de kan›tlam›flt›k.

Örne¤in satranç yukardaki özellikleri sa¤layan

bir oyundur. Ama satranç çok uzun ve hamle say›-

s› çok olan bir oyun oldu¤undan, beyazlar› kazan-

d›rtan ya da siyahlara en az›ndan beraberli¤i garan-

tileyen strateji bugüne dek bulunamam›flt›r ve bu

sayede bugün hâlâ satranç turnuvalar› düzenlenir.

Yaln›z satrançla bu yaz›n›n konusu olan oyun-

lar aras›nda önemli bir ayr›m var. Satrançta bir

oyuncunun tafllar› oyuncuya ayakba¤› olabilirler.

Örne¤in, afla¤›daki pozisyonda siyahlar bir hamle-

de beyazlar› mat edebilirler, çünkü beyazlar›n çok

tafl› var! (S›ra beyazlarda olsa, onlar›n da bir ham-

lede mat› var.)

Ayr›ca satrançta hamle yapmak her zaman iyi

de¤ildir. Örne¤in afla¤›daki pozisyonda hamle s›ras›

beyazlarda olmas› beyazlar için dezavantaj; beyazlar

pas geçebilse oyunu kazanacaklar ama pas geçemi-

yorlar ve bu yüzden oyunu kaybediyorlar. Ayn› fley

siyahlar için de geçerli; yani bu pozisyonda oynayan

kaybediyor.

Bizim oyunumuzdaysa hamle yapmak hiçbir

zaman dezavantaj olamaz. Nokta fazlal›¤› da deza-

vantaj olamaz. Ne kadar çok nokta bizim olursa

olursa o kadar iyi. ‹flte bu yüzden bu oyunda ancak

birinci oyuncunun kazanan bir stratejisi olabilir,

ikinci oyuncu olsa olsa berabere kalabilir. Bunu

kan›tlayal›m.
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Oynayan kaybeder

Siyah at a4 hamlesiyle mat eder.



Ancak Birinci Oyuncunun Kazanan Bir Strate-

jisi Olabilir. Diyelim ikinci oyuncunun kazanan bir

stratejisi var. Birinci oyuncuyu kazand›ran bir stra-

teji bularak çeliflki elde edece¤iz. Birinci oyuncu ilk

hamlesinde herhangi bir noktaya sahiplensin. S›ra

ikinci oyuncuda. ‹kinci oyuncu kazanaca¤›n› san-

d›¤› stratejisini uygulas›n, birazdan avcunu yalaya-

ca¤›n› anlayacak. fiimdi s›ra gene birinci oyuncuda.

Birinci oyuncu, ilk hamlesini yap›lmam›fl varsaya-

rak sanki ikinci oyuncuymufl gibi oyunu oynas›n

ve ikinci oyuncunun kazanan stratejisini uygulas›n.

Buna “ilk hamleyi görmemifl olay›m” stratejisi di-

yebiliriz. Birinci oyuncu ikinci oyuncunun strateji-

sini uygulamada tek bir sorun yaflayabilir: O anda

stratejisini uygulayabilmek için yapmas› gereken

hamleyi daha önce yapm›flt›r... Ama birinci oyun-

cu o anda yapmas› gereken o hamleyi daha önce

yapm›flsa daha iyi, bunun bir mahsuru olamaz ki...

Madem ki o hamleyi daha önce yapm›fl, art›k o

hamleyi yapmas›na gerek yoktur, baflka bir nokta-

ya sahiplensin, can› hangi noktay› çekiyorsa o nok-

tay› boyas›n, fazla nokta göz ç›karmaz. Böylece bi-

rinci oyuncu ikinci oyuncunun stratejisini uygula-

yabildi¤i gibi, ikinci oyuncunun ayn› stratejiyi uy-

gulayarak sahip olabilece¤i nokta say›s›ndan bir

fazlas›na sahip olur. Böylece oyunu birinci oyuncu

kazan›r. Çeliflki... Demek ki ikinci oyuncunun ka-

zanan stratejisi olamaz. En fazla berabere kalabilir.

Oyun Sahalar›m›z. Yaz›m›zda ele alaca¤›m›z

oyun sahalar›n› aç›klayal›m. ‹ki tür oyun saham›z

olacak: afin ve izdüflümsel düzlemler.

Afin Düzlemler. p, bir asal say› ve

Fp = Z/pZ = {0, 1, ..., p − 1}

olsun. Toplama, çarpma, ç›karma gibi bilumum ifl-

lemleri modülo p yapal›m. Noktalar›m›z x, y ∈ Fp

için (x, y) elemanlar› olsun. Yani noktalar kümesi,

Fp
2 = Fp × Fp = {(x, y) : x, y ∈ Fp}

olsun. Örne¤in, p = 3 ise,

noktalar›m›z yandaki fle-

kildeki gibidir.

Böylece toplam p2

tane nokta elde ederiz.

fiimdi de do¤rular› be-

timleyelim. Do¤rular›-

m›z, hem u’nun hem de

v’nin ayn› anda 0 olmad›¤› u, v, w ∈ Fp için,

ux + vy + w = 0

denklemini sa¤layan (x, y) noktalar› olsun. Denk-

lemi u’ya ya da v’ye bölerek (çünkü p asal oldu-

¤unda, Fp halkas›nda 0 olmayan elemanlar› tersi-

nirdirler, bkz. MD-2004-I, sayfa 16, Sonuç 5) do¤-

rular› iki de¤iflik biçimde gösterebiliriz:

y = mx + b

ve

x = a

biçiminde yaz›lan do¤rular. ‹kinci tip do¤rular di-

key do¤rulard›r. E¤er birinci tip do¤ruda m = 0

al›rsak, y = b yatay do¤rular›n› buluruz. Afla¤›da p

= 5 için birkaç do¤ru örne¤i görüyorsunuz.

Bu düzleme A(p) ad›n› verelim. A(p) bir afin

düzlemdir (bkz. sayfa 42.)

Yukarda yap›lanlar, Fp halkas› yerine sonlu

herhangi bir F cismi için yap›lsayd› da bir afin düz-

lem elde edilirdi.

‹zdüflümsel Düzlemler. Sayfa 44’te bir afin

düzlemden bir izdüflümsel düzlemin nas›l elde edi-

lece¤ini gördük, her paralel s›n›f› için “sonsuza”

bir nokta ekledik, bunun d›fl›nda bir de “sonsuza”

bu “sonsuzdaki” noktalar› içeren bir do¤ru ekle-

dik. Dolay›s›yla yukarda tan›mlanan her afin düz-

lem sayfa 44’te aç›klanan yöntemle izdüflümsel bir

geometri verir. Bu bölümde “ayn›” izdüflümsel

düzlemleri daha geometrik yöntemle infla edece¤iz.

p, gene bir asal say› ve

Fp = {0, 1, ..., p − 1}

olsun. Üç boyutlu Fp
3 uzay›n› ele alal›m. a, b ve

c’nin üçünün de 0 olmad›¤› a, b, c, d ∈ Fp için,

ax + by + cz + d = 0

denklemini sa¤layan (x, y, z) noktalar kümesine

Fp
3 uzay›n›n bir düzlemi denir. Biz (0, 0, 0) nokta-

s›n› içeren düzlemlerle, yani her üçünün de 0 olma-

d›¤› a, b, c ∈ Fp için,

ax + by + cz = 0

denklemini sa¤layan düzlemlerle ilgilenece¤iz. Bu

türden iki farkl› düzlem mutlaka tam p noktada ke-

siflir. Bu kesiflim kümelerine Fp
3 uzay›n›n (0, 0, 0)

noktas›ndan geçen do¤rular› ad› verilir. Do¤rular,

bir (u, v, w) ≠ (0, 0, 0) için,
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(0,0) (2,0)(1,0)

(0,1) (2,1)(1,1)

(0,2) (2,2)(1,2)

y = 2x y = 2x+1

y = xy = 2 x = 3

y = 4x = −x



{(tu, tv, tw) : t ∈ Fp}

biçiminde olan küme-

lerdir (okura al›flt›r-

ma).

fiimdi ad›na π(p)

diyece¤imiz bir ge-

ometri tan›mlayaca¤›z:

π(p)’nin do¤rular›, Fp
3 uzay›n›n (0, 0, 0) nok-

tas›ndan geçen düzlemleri olacak.

π(p)’nin noktalar›, Fp
3 uzay›n›n (0, 0, 0) nok-

tas›ndan geçen do¤rular› olacak.

Yani Fp
3 uzay›n›n (0, 0, 0) noktas›ndan geçen

baz› düzlem ve do¤rular›, π(p) düzleminin do¤ru ve

noktalar› oldu.

π(p)’nin bir noktas›n›n ne zaman π(p)’nin bir

do¤rusu üzerinde oldu¤unu söylememiz laz›m.

Söyleyelim: E¤er noktay› temsil eden do¤ru, do¤ru-

yu temsil eden düzlemin içindeyse o zaman o nok-

tan›n o do¤ruda oldu¤unu söyleyece¤iz. Örne¤in,

{(t, 2t, 3t) : t ∈ Fp}

do¤rusuyla temsil edilen P noktas›,

x + y − z = 0

düzlemiyle temsil edilen do¤rudad›r. Bu P noktas›

ayr›ca,

2x − y = 0

3x − z = 0

3y − 2z = 0

5x − y − z = 0

düzlemleriyle temsil edilen do¤rular›n da üstünde-

dir.

π(p) izdüflümsel bir düzlemdir ve A(p) ile π(p)

sayfa 45’teki teoremde ve o teoremin kan›t›nda

aç›klanan iliflki içindedirler.

Bu oyunlarla ilgili iki sorumuz var:

1. A(p) ve π(p) düzlemleri üzerinde oynanan

oyunlar›n›n hangilerinde birinci oyuncunun (‹k-

san’›n yani) kazand›¤› bir strateji vard›r, hangile-

rinde Oya oyunu beraberli¤e zorlayabilir?

2. Bu oyunlar›n›n hangilerinde oyun berabere

bitebilir?

‹kinci soruda oyuncular›n kazanmak için de¤il,

berabere kalmak için oynad›klar›n› varsayaca¤›z.

Oyuncular berabere kalmay› baflarabilirler mi?

π(2) düzlemi yukarda verdi¤imiz 7 noktal› ve 7

do¤rulu düzlem. Bu oyunu birinci oyuncunun (‹k-

san’›n) kazand›¤›n› yukarda gördük.

fiimdi A(2) oyununu ele alal›m. Bu

oyun çok basit. Bu oyunu da ‹ksan ka-

zan›r. Hem de nas›l oynarsa oynas›n

ikinci hamlesinde kazan›r, çünkü bu

düzlemde herhangi iki nokta bir do¤ru belirler. Bu,

A(2) için hem birinci hem de ikinci soruyu yan›tl›-

yor. A(2) oyununda istense de berabere kal›namaz.

Ya A(3) oyununu kim kazan›r? Bu oyunu da

birinci oyuncunun kazanaca¤›n› kan›tlamak zor

de¤il. Önce ‹ksan’la Oya’n›n ilk hamlelerinin

önemsiz oldu¤unda anlaflal›m, çünkü yap›labilecek

tüm ilk iki hamleler birbirine eflde¤erdir. Nitekim

bu geometride iki de¤iflik noktay› herhangi iki de-

¤iflik noktaya götüren ve do¤-

rular› do¤rulara yollayan bir

dönüflüm vard›r. Bunun kan›-

t›n› okura b›rak›yoruz. (Bu

dedi¤imiz tüm A(p) ve π(p)

düzlemleri için geçerli.) Yan-

daki flekilde ‹ksan’›n ve

Oya’n›n hamlelerini x1, x2, ... ve o1, o2, ... olarak

gösterdik. x1’le o1 hamlelerinin nereye yap›ld›klar›

önemli de¤il. Bu iki hamle yap›ld›ktan sonra ‹ksan

ikinci hamlesinde Oya’y› tehdit ederek, Oya’y› tek

bir yere oynamaya mahkûm eder. Ve ard›ndan iki

de¤iflik yerden kazanabilece¤i (gri noktalar) bir

hamle yaparak (x3 hamlesi) Oya’y› çaresiz b›rak›r.

Al›flt›rma. A(3) ve π(2) oyunlar› istense de be-

rabere bitemez.

Konuyla ilgili sonuç flunlar:

Teorem [CD]. E¤er p ≥ 3 ise π(p) oyunlar›nda

Oya’n›n berabere kalabilece¤i bir stratejisi vard›r.

E¤er p ≥ 5 ise A(p) oyunlar›nda Oya’n›n berabere

kalabilece¤i bir stratejisi vard›r.

Kan›t› burada veremeyece¤iz. Dileyen [CD] re-

ferans›na bakabilir. ♣
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