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Kapak Konusu: Geometrik Kombinatorik

Sonlu Diizlemlerde U¢ Tas Oyunu

Oya Farfara

3
/ Ug tas oyununu bilme-

yen yoktur herhalde. Hani yere, tah-

taya ya da kagida asagidaki seklin ¢izildigi, sonra
iki oyuncunun sirayla bog hazneleri x
ya da o isaretleriyle sahiplendigi, ay-

ni siraya, situna ya da iki kosegen-

den birine sahiplenenin oyunu ka-
zandigi oyun. Hamlesi x olan oyun-
cuya Iksan (Nam-1 diger Xan!), digerine de Ovya di-
yelim. Tksan hep birinci oyuncu olsun, adagim Oya
da ikinci oyuncu. Iste bir ii¢ tas oyunu:
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iki ayri yere (gri haznelere) oynayarak kazanacagindan,
bu oyunu lksan kazanir.

Eger ii¢ tas oyununu yeterince oynamigsaniz, iyl
oynandiginda bu oyunun berabere bitmesi gerektigi-
ni de biliyorsunuz demektir. Nitekim yukardaki
oyunu Oya kot oynadigindan kaybetti, daha iyi
oynasaydi kaybetmeyebilirdi. Oya’nin ilk hamlesi
koti, o ilk hamleden sonra kaybetmek zorunda.

Oya’nin Iksan’in yukardaki “orta nokta”
hamlesine karsi yapabilecegi oziinde degisik iki
hamle var. Ya yukardaki gibi Iksan’in yanina oy-
nayacak ya da asagidaki gibi ¢caprazina. Eger Oya
ilk hamlesinde Iksan’in caprazina oynarsa oyunun
berabere bitmesini saglayabilir.
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Bu oyun berabere biter
Ayni oyunu asagidaki gibi dokuz nokta tizerin-
de oynayalim. Her oyuncu siras1 geldiginde nokta-
lar1 siyaha ya da griye boyasin. Gene
bir dogruya sahiplenen oyuncu oyunu
kazansin.
Bu dokuz noktali geometride 8 tane
dogru var: Ugii yatay, iicii dikey, ikisi de capraz.
Ug tas oyunuyla hicbir farki olmadigindan bu
oyun berabere biter. Oyuncular iyi oynarlarsa el-

bet

.. Biri sagirirsa digeri oyunu kazanabilir.
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Simdi dogru sayisin1 artiralim. Dort yeni dog-
ru daha ekleyelim (dogrunun noktalari ¢arpr isare-
tiyle belirlenmis):

PRERPRPY

2x y=2x+1 y=x+2 y=x+1

Boylece 8 + 4 = 12 dogrumuz oldu. Yeni oyunumu-
zu 12 dogrudan birine ilk sahiplenen oyuncu ka-
zansin.

Soru: Bu oyunu iki oyuncudan biri mutlaka
kazanir mi? Yoksa oyun (her iki taraf da iyi oynar-
sa) berabere mi biter?

Klasik ti¢ tag oyununda ortadaki noktanin di-
ger noktalara gore bir Ustiinligh vardir, ¢iinki o
noktadan en fazla sayida dogru geger (tam dort ta-
ne), dolayisiyla ilk hamlenin ortadaki nokta olma-
sinda yarar vardir. Oysa 12 dogrulu yeni oyunu-
muzda tim noktalar egdegerdir, hicbir noktanin
bir bagka noktaya gore ustunlugi yoktur.

Soru: Bunu kanitlayabilir misiniz? Her noktadan
ayni sayida dogrunun ge¢mesi yetmez. Noktalari
noktalara gotiiren ama dogrusal noktalar1 dogrusal
noktalara gotiiren bir eslesme bulmalisiniz.

Yukarida verilen geometride 9 nokta ve 12 dog-
ru var. Ayrica her dogrunun ustiinde 3 nokta var ve
her noktadan 4 dogru gegiyor. Bu, bir dnceki yazida
(sayfa 43’te) verilen 3 dereceli afin diizlemdir.

Buna benzer bir oyunu nokta ve dogrulardan
olusan herhangi bir diizlemde oynayabiliriz, 6rnegin
asagidaki diizlemde. Bu diizlemde 7 dogru ve 7 nok-
ta var. Dogrulardan altis1 agik agik goziikiiyor, bun-
lar bizim bildigimiz “nor-
mal” dogrulara benziyor-
lar. Bir de ortadaki (soyle-
mesi kulaga hog gelen) yu-
varlak dogru var. Bu diiz-
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lemde her dogruda 3 nokta var ve her noktadan ti¢
dogru geciyor. Burada da her nokta her noktaya es-
degerdir, hi¢bir noktanin bir diger noktaya gore us-
tunlugu yoktur.

Bu son oyunu birinci oyuncu kazanir. Birinci
oyuncunun ilk hamlesini herhangi bir nokta olabi-
lir, tim noktalar esdeger oldugundan ilk hamlenin
ne oldugunun hicbir 6nemi yok. Inanmasi belki bi-
raz daha zor ama ikinci oyuncunun da her hamle-
si esdegerdir. Nereye oynarsa oynasin oyunun aki-
beti bir hamleden bir baska hamleye degismez.

Soru: Okur bunu kanitlayabilir mi? Herhangi iki
noktayr herhangi iki noktaya gotiiren ve dogrular
dogrulara goturen bir dontugiim bulmak gerekiyor.

Bu oyun asagidaki gibi seyretmelidir. Siyahla-
rin tiglincti hamlesi iki degisik noktadan kazandir-
digindan, grilerin bu hamleye kargi savunmasi yok.
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Bu oyunlar tim bilgilerin ortada oldugu
oyunlardir. Cinkii oyunda tiim bilgiler tiim oyun-
culara aciktir. Birinin bildigini digeri de bilir. Ayri-
ca zar gibi, yazi-tura gibi, cekilecek kagit gibi san-
sa yer yoktur. Dahasi bu oyunlar sonlu oyunlardir.
Yani her hamlede her oyuncunun yapabilecegi
sonlu sayida hamle vardir ve oyun en fazla belli bir
hamle sonra (en fazla geometrinin nokta sayisi ka-
dar hamle sonra) biter.

Yukardaki ozellikleri saglayan oyunlarda ya bi-
rinci oyuncunun kazanan bir stratejisi vardir (yani
ikinci oyuncu ne oynarsa oynasin, birinci oyuncu
oyunu kazanaca@i hamleleri bulabilir) ya da ikinci
oyuncunun en azindan beraberligi garantileyen, hat-
ta oyununa gore belki de kazandirtan bir stratejisi
vardir (yani birinci oyuncu ne oynarsa oynasin, ikin-
ci oyuncu yenilmeyecegi hamleleri bulabilir.) Bu te-
oremi MD-2003-111, sayfa 71°de kanitlamigtik.

Ornegin satrang yukardaki 6zellikleri saglayan
bir oyundur. Ama satrang ¢ok uzun ve hamle sayi-
s1 cok olan bir oyun oldugundan, beyazlar1 kazan-
dirtan ya da siyahlara en azindan beraberligi garan-
tileyen strateji bugiine dek bulunamamustir ve bu
sayede bugiin hila satrang turnuvalar dizenlenir.

Yalniz satrangla bu yazinin konusu olan oyun-
lar arasinda 6nemli bir ayrim var. Satrangta bir
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oyuncunun taglari oyuncuya ayakbag: olabilirler.
Ornegin, asagidaki pozisyonda siyahlar bir hamle-
de beyazlari mat edebilirler, ¢linkii beyazlarin ¢cok
tasi var! (Sira beyazlarda olsa, onlarin da bir ham-
lede mati var.)
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Siyah at a4 hamlesiyle mat eder.

Ayrica satrangta hamle yapmak her zaman iyi
degildir. Ornegin asagidaki pozisyonda hamle sirast
beyazlarda olmasi beyazlar igin dezavantaj; beyazlar
pas gegebilse oyunu kazanacaklar ama pas gecemi-
yorlar ve bu ylizden oyunu kaybediyorlar. Ayni sey
siyahlar i¢in de gegerli; yani bu pozisyonda oynayan
kaybediyor.
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Oynayan kaybeder

Bizim oyunumuzdaysa hamle yapmak hi¢bir
zaman dezavantaj olamaz. Nokta fazlaligi da deza-
vantaj olamaz. Ne kadar ¢ok nokta bizim olursa
olursa o kadar iyi. Iste bu yiizden bu oyunda ancak
birinci oyuncunun kazanan bir stratejisi olabilir,
ikinci oyuncu olsa olsa berabere kalabilir. Bunu
kanitlayalim.
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Ancak Birinci Oyuncunun Kazanan Bir Strate-
jisi Olabilir. Diyelim ikinci oyuncunun kazanan bir
stratejisi var. Birinci oyuncuyu kazandiran bir stra-
teji bularak ¢eliski elde edecegiz. Birinci oyuncu ilk
hamlesinde herhangi bir noktaya sahiplensin. Sira
ikinci oyuncuda. Ikinci oyuncu kazanacagini san-
dig1 stratejisini uygulasin, birazdan avcunu yalaya-
cagini anlayacak. Simdi sira gene birinci oyuncuda.
Birinci oyuncu, ilk hamlesini yapilmamis varsaya-
rak sanki ikinci oyuncuymus gibi oyunu oynasin
ve ikinci oyuncunun kazanan stratejisini uygulasin.
Buna “ilk hamleyi gormemis olayim” stratejisi di-
yebiliriz. Birinci oyuncu ikinci oyuncunun strateji-
sini uygulamada tek bir sorun yasayabilir: O anda
stratejisini uygulayabilmek i¢in yapmasi gereken
hamleyi daha 6nce yapmustir... Ama birinci oyun-
cu o anda yapmasi gereken o hamleyi daha once
yapmissa daha iyi, bunun bir mahsuru olamaz ki...
Madem ki o hamleyi daha once yapmug, artik o
hamleyi yapmasina gerek yoktur, bagka bir nokta-
ya sahiplensin, cani hangi noktay1 ¢ekiyorsa o nok-
tay1 boyasin, fazla nokta goz ¢ikarmaz. Boylece bi-
rinci oyuncu ikinci oyuncunun stratejisini uygula-
yabildigi gibi, ikinci oyuncunun ayni stratejiyi uy-
gulayarak sahip olabilecegi nokta sayisindan bir
fazlasina sahip olur. Boylece oyunu birinci oyuncu
kazanir. Celigki... Demek ki ikinci oyuncunun ka-
zanan stratejisi olamaz. En fazla berabere kalabilir.

Oyun Sahalarimiz. Yazimizda ele alacagimiz
oyun sahalarimi agiklayalim. 1ki tiir oyun sahamiz
olacak: afin ve izdusiimsel duzlemler.

Afin Diizlemler. p, bir asal say1 ve
F,=2IpZ=1{0,1,..,p -1}
olsun. Toplama, ¢arpma, ¢ikarma gibi bilumum is-
lemleri modiilo p yapalim. Noktalarimiz x, y € F,,
icin (x, y) elemanlar1 olsun. Yani noktalar kiimesi,
Fp2 =FpxFp={(x,9): %,y € Fp)

@ @ olsun. Ornegin, p = 3 ise,

v’nin ayni anda 0 olmadigi », v, w € F, igin,

noktalarimiz yandaki se-
kildeki gibidir.

Boylece toplam p2
tane nokta elde ederiz.
Simdi de dogrulari be-
timleyelim. Dogrulari-
miz, hem #’nun hem de

ux +vy+w=0
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denklemini saglayan (x, y) noktalar1 olsun. Denk-
lemi #’ya ya da v’ye bolerek (¢unkii p asal oldu-
gunda, F, halkasinda 0 olmayan elemanlar tersi-
nirdirler, bkz. MD-2004-1, sayfa 16, Sonug 5) dog-
rular1 iki degisik bigimde gosterebiliriz:

y=mx+b
ve

x=a

bi¢iminde yazilan dogrular. Ikinci tip dogrular di-
key dogrulardir. Eger birinci tip dogruda m = 0
alirsak, y = b yatay dogrularini buluruz. Asagida p
= 5 icin birka¢ dogru ornegi goriiyorsunuz.

y=2x y=2x+1 y=4x=-x

Bu diizleme A(p) adini verelim. A(p) bir afin
diizlemdir (bkz. sayfa 42.)

Yukarda yapilanlar, F, halkasi yerine sonlu
herhangi bir F cismi i¢in yapilsaydi da bir afin diiz-
lem elde edilirdi.

Izdiisiimsel Diizlemler. Sayfa 44’te bir afin
diizlemden bir izdiisiimsel diizlemin nasil elde edi-
lecegini gordiik, her paralel simifi icin “sonsuza”
bir nokta ekledik, bunun disinda bir de “sonsuza”
bu “sonsuzdaki” noktalari igeren bir dogru ekle-
dik. Dolayisiyla yukarda tanimlanan her afin diz-
lem sayfa 44’te aciklanan yontemle izdiisiimsel bir
geometri verir. Bu boluimde “aymi” izdigumsel
diizlemleri daha geometrik yontemle inga edecegiz.

p, gene bir asal say1 ve

Fo={0,1,...,p -1}
olsun. Ug boyutlu Fp3 uzayini ele alalm. a, b ve
¢’nin iigiiniin de 0 olmadig1 a, b, ¢, d € F, icin,

ax +by+cz+d=0
denklemini saglayan (x, y, z) noktalar kiimesine
Fp3 uzaymin bir déizlemi denir. Biz (0, 0, 0) nokta-
sin1 igeren diizlemlerle, yani her tigtiniin de 0 olma-
digra, b, ¢ € F, icin,

ax +by+cz=0

denklemini saglayan diizlemlerle ilgilenecegiz. Bu
turden iki farkli diizlem mutlaka tam p noktada ke-
sisir. Bu kesisim kiimelerine Fp3 uzaymin (0, 0, 0)
noktasindan gegen dogrular adi verilir. Dogrular,
bir (u, v, w) # (0, 0, 0) igin,
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{(tu, tv, tw) : t € Fp}
bi¢iminde olan kiime-
lerdir (okura aligtir-
ma).

Simdi adina =(p)
bir ge-
ometri tanimlayacagiz:

diyecegimiz

n(p)’nin dogrulari, Fp3 uzayimnin (0, 0, 0) nok-
tasindan gecen diizlemleri olacak.

7n(p)’nin noktalari, Fp3 uzaymin (0, 0, 0) nok-
tasindan gegen dogrulari olacak.

Yani Fp3 uzaymin (0, 0, 0) noktasindan gegen
bazi diizlem ve dogrulari, n(p) diizleminin dogru ve
noktalar1 oldu.

n(p)’nin bir noktasinin ne zaman w(p)’nin bir
dogrusu tizerinde oldugunu soylememiz lazim.
Soyleyelim: Eger noktayi temsil eden dogru, dogru-
yu temsil eden diizlemin igindeyse o zaman o nok-
tanin o dogruda oldugunu séyleyecegiz. Ornegin,

{(t,26,31) : £ € F,)
dogrusuyla temsil edilen P noktast,

x+y—2=0
diizlemiyle temsil edilen dogrudadir. Bu P noktasi
ayrica,
2x—-y=0
3x-2=0
3y-2z=0
Sx-y-2=0

diizlemleriyle temsil edilen dogrularin da tstiinde-
dir.

n(p) izdigimsel bir duzlemdir ve A(p) ile =(p)
sayfa 45’teki teoremde ve o teoremin kanitinda
aciklanan iligki i¢indedirler.

Bu oyunlarla ilgili iki sorumuz var:

1. A(p) ve n(p) duzlemleri tizerinde oynanan
oyunlarinin hangilerinde birinci oyuncunun (Ik-
san’in yani) kazandig bir strateji vardir, hangile-
rinde Oya oyunu beraberlige zorlayabilir?

2. Bu oyunlarinin hangilerinde oyun berabere
bitebilir?

Ikinci soruda oyuncularin kazanmak igin degil,
berabere kalmak icin oynadiklarimi varsayacagiz.
Ovyuncular berabere kalmayi basarabilirler mi?

n(2) diizlemi yukarda verdigimiz 7 noktal ve 7
dogrulu diizlem. Bu oyunu birinci oyuncunun (Ik-
san’in) kazandigini yukarda gordiik.
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Simdi A(2) oyununu ele alalim. Bu

oyun ¢ok basit. Bu oyunu da Iksan ka-

zanir. Hem de nasil oynarsa oynasin

ikinci hamlesinde kazanir, ¢unkii bu
diizlemde herhangi iki nokta bir dogru belirler. Bu,
A(2) i¢in hem birinci hem de ikinci soruyu yanith-
yor. A(2) oyununda istense de berabere kalinamaz.
Ya A(3) oyununu kim kazanir? Bu oyunu da
birinci oyuncunun kazanacagini kanitlamak zor
degil. Once Iksan’la Oya’nin ilk hamlelerinin
6nemsiz oldugunda anlasalim, ¢tinki yapilabilecek
tum ilk iki hamleler birbirine esdegerdir. Nitekim
bu geometride iki degisik noktayi herhangi iki de-
gisik noktaya gotiiren ve dog-
rulari dogrulara yollayan bir
dontgtiim vardir. Bunun kani-
tint okura birakiyoruz. (Bu
dedigimiz tum A(p) ve w(p)
duizlemleri i¢in gecerli.) Yan-
daki sekilde

Oya’nin hamlelerini xq, x, ... ve 01, 05, ... olarak

Iksan’in ve

gosterdik. x’le 04 hamlelerinin nereye yapildiklar:
onemli degil. Bu iki hamle yapildiktan sonra Iksan
ikinci hamlesinde Oya’y: tehdit ederek, Oya’y: tek
bir yere oynamaya mahktm eder. Ve ardindan iki
degisik yerden kazanabilecegi (gri noktalar) bir
hamle yaparak (x5 hamlesi) Oya’y1 garesiz birakir.

Aligtirma. A(3) ve w(2) oyunlari istense de be-
rabere bitemez.

Konuyla ilgili sonug sunlar:

Teorem [CD]. Eger p > 3 ise n(p) oyunlarmda
Oya’min berabere kalabilecegi bir stratejisi vardr.
Eger p > 5 ise A(p) oyunlarimnda Oya’nin berabere
kalabilecegi bir stratejisi vardir.

Kaniti burada veremeyecegiz. Dileyen [CD] re-
feransina bakabilir. &

notes notlar
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