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V
arsayal›m ki bir petrol flirketimiz var ve bu

flirketin Nijerya k›y›lar›nda 25 tane petrol

kuyusu var. Her kuyudan tankerlere giden

petrol miktar›n› ayarlamak mümkün ve bu ayarla-

r›n periyodik olarak kontrol edilip de¤ifltirilmesi

gerekiyor. Bunun için belli bir noktadan kalkan bir

helikopter kullan›l›yor. Helikopter bütün kuyular›

teker teker ziyaret edip yine ayn› noktaya geri dö-

nüyor. Tabii helikopterin uçufl maliyeti yüksek ol-

du¤u için bu iflin zamandan ve yak›ttan en çok ta-

sarruf edilecek flekilde yap›lmas› gerekiyor.

Bu problemi biraz matematiksellefltirelim. Her

kuyuyu düzlemde bir noktayla gösterelim. Helikop-

terin kalk›fl noktas› da ayr› bir P noktas›yla göste-

rilmifl olsun. Amac›m›z bu P noktas›ndan bafllay›p

bütün kuyular› (yani noktalar›) dolaflan ve gene P

noktas›na geri dönen en k›sa yolu bulmak.

Bütün yollar›n uzunlu¤unu hesaplay›p en k›sa

yolu seçmek elbette bir çözümdür. Ancak n tane

kuyumuz varsa, bu, n!/2 tane yolun uzunlu¤unu he-

saplamak demektir ve 25 gibi küçük say›labilecek

bir n için bile bu 10 milyon y›l gibi bir zaman al›r.

E¤er zaman aç›s›ndan bir k›s›tlamam›z varsa,

P’den yola ç›k›p, ziyaret edilen her kuyudan sonra

daha önce ziyaret edilmemifl en yak›n kuyuya gide-

lim. Her ad›mda en kolay görünen tercihi yapan

algoritmalara bilgisayar biliminde kurnaz algorit-

malar denir1. Bu problemde kurnaz algoritman›n

en iyi çözümü garanti etmedi¤ini Haldun Sural’›n

MD-2003-III, sayfa 37-40’teki yaz›s›nda görmüfl-

tük. Hat›rlamak için afla¤›daki örne¤i ele alal›m.

En k›sa yol, ABC ya da CBA fleklinde bir s›ra-

lamayla kuyular› dolafl›p P’ye geri döner. Ama yu-

karda aç›klad›¤›m›z kurnaz yöntemi kullan›rsak,

ilk önce P’ye en yak›n nokta olan B’yi ziyaret etme-

miz, sonra B’ye en yak›n olan A’y› ziyaret edip, ora-

dan en son olarak ziyaret edilmemifl tek nokta olan

C’ye gidip P’ye geri dönmemiz gerekir. Bu durum-

da yolumuzu uzatm›fl oluruz. Görüldü¤ü gibi kur-

naz algoritma bu örnekte pek ifle yaramad›.

Her durumda problemin makul bir zamanda

çözümünü veren bir algoritma bilinmiyor. Burada

“makul zaman”la, çözümü bulmak için gereken

sürenin problemdeki nokta say›s› olan n’ye oranla

çok h›zl› büyümedi¤i bir algoritmay› kastediyoruz.

Konumuz kapsam›nda olmad›¤›ndan burada aç›k-

lamayaca¤›m›z nedenlerden ötürü, yayg›n inanç,

bu flekilde bir algoritma olmad›¤› yönündedir.

Uygun Fiyata Kablo Döflenir! Diyelim bir flir-

ketimiz var ve bu flirketin belli say›da ofisi var. Bü-

tün ofisleri birbirine ba¤layan bir iletiflim a¤› kur-

mak, bunun için de ofisler aras›na kablo çekmek

istiyoruz. Tabii her ba¤lant›n›n bize belli bir mali-

yeti olacak. Amac›m›z bütün ofislerin birbirine do-

layl› da olsa ba¤lant›l› oldu¤u bir iletiflim a¤›n› ola-

bilecek en düflük maliyetle kurmak.

Bu yaz›m›zda kombinator-

yal optimizasyon alan›nda birkaç problem-

den bahsetmek istiyoruz. Kombinatoryal opti-

mizasyon, sonlu yap›lar üzerinde optimizasyon

problemlerini çözerken kombinatorik ve algorit-

mik tekniklerin kullan›ld›¤›, konusu ve problem-

leri itibariyle hem matematik, hem bilgisayar

mühendisli¤i hem de endüstri mühendisli¤inin il-

gi alan›na giren oldukça hareketli bir aland›r.

Bilinen en ünlü optimizasyon problemlerin-

den biri MD-2003-III, sayfa 37-40’te sözetti¤i-

miz gezgin sat›c› problemidir. Yaz›da konu ede-

ce¤imiz problem gezgin sat›c› probleminin bir

baflka vesiyonudur.
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1 ‹ngilizcesi “greedy algorithms”.
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Bunu bir örnekle aç›klayal›m. fiirketimizde

dört tane ofis olsun. Bu ofisleri A, B, C ve D harf-

leriyle gösterelim. A ofisiylele B ofisi aras›nda bir

ba¤lant› kurman›n bedelini de MAB ile gösterelim.

Maliyetler afla¤›daki gibi olsun.

MAB = 1, MAC = 2, MAD = 5,

MBC = 3, MBD = 2, MCD = 5.

Bu durumda afla¤›daki diyagram bize maliyeti 5 bi-

rim olan bir iletiflim a¤› ve-

rir ve bu, bütün ofislerin

birbiriyle ba¤lant›l› oldu¤u

en düflük maliyetli a¤d›r.

E¤er ofisleri birer nok-

ta, herhangi iki ofis ara-

s›ndaki ba¤lant›y› da bir

kenar olarak düflünürsek, o zaman kurdu¤umuz

iletiflim a¤› asl›nda bir çizgeye karfl›l›k gelir. Mali-

yetimizi düflük tutmak istedi¤imiz için çözümümüz

olan çizge bir döngü içermemelidir. Yani biz her-

hangi iki noktas› aras›nda

bir yol bulunan ve döngü

içermeyen bir çizge kurmak

istiyoruz. Bu tür çizgelere

a¤aç ad› verilir. Yanda 18

noktadan oluflan bir a¤aç

örne¤i görüyoruz.

Afla¤›daki gri karede n noktas› ve n − 1 kenar›

olan ve döngü içermeyen her çizgenin bir a¤aç oldu-

¤unu kan›tlad›k. Demek ki n tane ofisimiz varsa,

n − 1 tane ba¤lant›s› olan ve döngü içermeyen bir

iletiflim a¤› kurmak istiyoruz.

Bir çizgedeki her noktadan geçen ve kenarlar›-

n›n toplam maliyeti en ucuz olan a¤açlara en k›sa

kapsay›c› a¤aç denir. Bu n−1 ba¤lant›y› nas›l seçme-

liyiz ki elde etti¤imiz a¤›n maliyeti en düflük olsun?

Bu sefer kurnaz algoritma ifle yar›yor: Fazla

düflünmeden, her aflamada o zamana dek kurulma-

m›fl ba¤lant›lar aras›ndan maliyeti en düflük olan

ba¤lant›y› kural›m, tek koflulumuz döngünün ol-

mamas›... Bunu böyle devam etti¤imizde en k›sa

kapsay›c› a¤ac› buluruz.

Kurnaz algoritmay› bir örnek üzerinde göstere-

lim. Ofislere A, B, C, D, E, F diyelim ve ofisler ara-

s›na kablo döflemenin maliyetleri flöyle olsun.

MAB = 1, MAC = 2, MAD = 2,

MAE = 1, MAF = 4, MBC = 5,

MBD = 2, MBE = 1, MBF = 4,

MCD = 4, MCE = 3, MCF = 2,

MDE = 5, MDF = 1, MEF = 2.

Ofis say›s› 6. Demek ki ba¤lant› say›s› 5 olmal›.

Önce en ucuz maliyetli ba¤lant›y› kuraca¤›z.

Burada en ucuz ba¤lant›n›n ma-

liyeti 1 birim ve bu maliyete sa-

hip birden fazla ba¤lant› var,

biz A ile B aras›ndaki ba¤lant›y›

seçelim.

fiimdi ba¤lant› say›m›z 5 olana kadar döngü

oluflturmayacak flekilde en ucuz ba¤lant›lar› seç-

meye devam edelim. Hâlâ mali-

yeti 1 birim olan üç ba¤lant›m›z

var: B ile E aras›nbaki ba¤lant›,

A ile E aras›ndaki ba¤lant› ve D

ile F aras›ndaki ba¤lant›. Rast-

gele BE kenar›n› seçelim.

Dikkat edersek art›k bir son-

raki ad›mda AE kenar›n› seçe-

meyiz çünkü AB, BE ve AE ke-

narlar› bir döngü olufltururlar. O

yüzden üçüncü ad›mda DF ke-

nar›n› eklemeliyiz.

1 birim maliyetli ba¤lant›lar›m›z bittigi için 2

birim maliyetli ba¤lant›lar› ekleyerek devam ediyo-

ruz. Dördüncü ad›mda AC ve beflinci ad›mda AD

kenarlar›n› seçersek bir döngü oluflturmam›fl olu-

ruz. 5 tane ba¤lant› seçmifl oldu¤umuza göre art›k

istedi¤imiz iletiflim a¤›n›

kurmufl olmam›z gerekir.

Yandaki flekilde kurmufl ol-

du¤umuz iletiflim a¤›n› görü-

yorsunuz.
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Hangi Çizgeler Bir A¤açt›r?

E¤er bir a¤açta n tane nokta varsa n−1 tane

de kenar vard›r. A¤açlar›n bu özelli¤ini MD-

2003-III, sayfa 19’da kan›tlam›flt›k. Ayr›ca, 

Teorem. n noktas› ve n − 1 kenar› olan ve

döngü içermeyen her çizge bir a¤açt›r.

Kan›t: n üzerine tümevar›mla kan›tlaya-

ca¤›z. Çizgede tek bir kenara ba¤l› olan bir uç

noktas› vard›r mutlaka. Bu uç noktay› ve o ke-

nar› atal›m. Geriye n − 1 noktas› ve n − 2 kena-

r› olan ve döngü içermeyen bir çizge kal›r,

tümevar›m varsay›m›na göre bu çizge bir a¤aç-

t›r. fiimdi att›¤›m›z noktay› ve kenar› tekrar ye-

rine koyarsak, gene bir a¤aç elde ederiz.



En k›sa kapsay›c› a¤aç

tek bir tane olmayabilir. Ör-

ne¤in yandaki a¤aç, yukar›-

daki örnek için bir baflka en

k›sa kapsay›c› a¤açt›r.

Matematik! fiimdi, kurnaz algoritman›n ger-

çekten ifle yarad›¤›n› gösterelim.

Kurnaz algoritman›n bize bütün ofislerin birbi-

riyle ba¤lant›l› oldu¤u ve olabilecek en düflük ma-

liyette bir a¤ verdi¤ini kan›tlamal›y›z.

Daha önce de belirtmifl oldu¤umuz gibi n tane

ofisin birbiriyle ba¤lant›l› oldu¤u ve döngü içerme-

yen bir iletiflim a¤›, çizge olarak düflündü¤ümüzde

bir a¤aca karfl›l›k geliyor ve n − 1 kenar› olup hiç

döngü içermeyen her çizge de asl›nda bir a¤aç. Bi-

zim algoritmam›z da kenar say›s› n − 1 oluncaya

kadar her ad›mda döngü oluflturmayacak flekilde

bir kenar ekleyerek ilerledi¤i için, algoritman›n so-

nunda elde etti¤imiz çizge elbette bir a¤aç olacakt›r.

fiimdi bunun en k›sa kapsay›c› a¤aç oldu¤unu

kan›tlayal›m. Algoritman›n her ad›m›nda elde etti-

¤imiz çizgenin en k›sa kapsay›c› a¤ac›n bir altkü-

mesi oldu¤unu gösterece¤iz. En son ad›mda elde

etti¤imiz a¤ac›n kendisi bir kapsay›c› a¤aç oldu¤u

için, böylece en son ad›mda bir en k›sa kapsay›c›

a¤aç elde etmifl oldu¤umuzu göstermifl oluruz.

Algoritman›n herhangi bir ad›m›nda elde etti¤i-

miz çizgenin bir en k›sa kapsay›c› a¤ac›n altkümesi

oldu¤unu göstermek için tümevar›m yöntemini kul-

lanaca¤›z.

Algoritman›n s›f›r›nc› ad›m›ndaysak, yani daha

iflin en bafl›ndaysak ve “bofla¤ac›m›z” varsa her-

hangi bir en k›sa kapsay›c› a¤aç iflimizi görür.

fiimdi k ≥ 1 olsun ve algoritman›n k-inci ad›m›n-

da elde etti¤imiz çizgenin bir en k›sa kapsay›c› a¤a-

c›n altkümesi oldu¤unu kan›tlayal›m. Algoritman›n

k-inci ad›m›nda elde etti¤imiz çizgeye S diyelim. Tü-

mevar›m varsay›m›m›zdan dolay›, bir önceki (k−1)-

inci ad›mda elde etmifl oldu¤umuz R çizgesi bir T en

k›sa kapsay›c› a¤ac›n›n altkümesidir. Bu arada

R’nin boflçizge olabilece¤ini de belirtelim. S çizgesi,

algoritmaya göre, R’ye döngü oluflturmayacak flekil-

de kalan kenarlar içinde maliyeti en düflük kenar›n

eklenmesiyle elde edilir. Bu kenara e diyelim. E¤er e

kenar› T ’deyse, S zaten T ’nin bir altkümesidir ve

kan›t biter. Eger e, T’de de¤ilse, T ’de biraz de¤iflik-

lik yaparak S’yi içeren bir baflka en k›sa kapsay›c›

a¤ac› flu flekilde infla edebiliriz: Önce e’yi T a¤ac›na

ekleyelim. Bu yeni kenar T’nin kenar say›s›n› bir

art›r›r ve böylece T ’de bir döngü oluflmas›na neden

olur. Bu döngüdeki kenarlar›n hepsi R’de olamaz,

çünkü öyle olsa bu döngü ayn› zamanda S’de de

olurdu ama S döngü içermeyecek flekilde infla edil-

miflti. Dikkat edilirse, T ’ye e’yi ekleyerek elde edilen

döngüde R’de olmayan

kenarlar›n maliyeti e’nin

maliyetinden büyükeflit-

tir, çünkü e kenar›, R’de

olmayan ve R’ye eklendi-

¤inde döngü oluflturma-

yan kenarlar aras›nda

maliyeti en düflük olan

kenarlardan biridir. (As-

l›nda biraz düflünürsek

görürüz ki bu döngüde

R’de olmayan bütün kenarlar›n maliyeti birbirine

eflit olmal›d›r, yoksa daha yüksek maliyetli bir kena-

r› at›p T’den daha düflük maliyetli bir kapsay›c› a¤aç

bulabilirdik.) Bu durumda o kenarlardan birini

T’den at›p yerine e’yi eklersek yeni bir en k›sa kap-

say›c› a¤aç elde ederiz. Bu yeni a¤aç S’yi içerir. De-

mek ki S’yi içeren bir en k›sa kapsay›c› a¤aç vard›r.

Kan›t›m›z bitmifltir. ♣
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