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Kapak Konusu: Geometrik Kombinatorik

Kurnaz Bir Algoritma Ornegi:

En Kisa Kapsayici Agac
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Bu yazimizda kombinator-
yal optimizasyon alaninda birkag problem-
den bahsetmek istiyoruz. Kombinatoryal opti-
mizasyon, sonlu yapilar tizerinde optimizasyon
problemlerini ¢ozerken kombinatorik ve algorit-
mik tekniklerin kullanildigi, konusu ve problem-
leri itibariyle hem matematik, hem bilgisayar
mithendisligi hem de endistri mithendisliginin il-
gi alanina giren oldukga hareketli bir alandir.

Bilinen en tnlii optimizasyon problemlerin-
den biri MD-2003-III, sayfa 37-40’te sozettigi-
miz gezgin satici problemidir. Yazida konu ede-
cegimiz problem gezgin satici probleminin bir
bagka vesiyonudur.

arsayalim ki bir petrol sirketimiz var ve bu
\ /- sirketin Nijerya kiyilarinda 25 tane petrol
kuyusu var. Her kuyudan tankerlere giden
petrol miktarini ayarlamak miimkiin ve bu ayarla-
rin periyodik olarak kontrol edilip degistirilmesi
gerekiyor. Bunun i¢in belli bir noktadan kalkan bir
helikopter kullaniliyor. Helikopter butun kuyular:
teker teker ziyaret edip yine ayni noktaya geri do-
niiyor. Tabii helikopterin ugus maliyeti yiksek ol-
dugu icin bu igin zamandan ve yakittan en ¢ok ta-
sarruf edilecek sekilde yapilmasi gerekiyor.

Bu problemi biraz matematiksellestirelim. Her
kuyuyu diizlemde bir noktayla gosterelim. Helikop-
terin kalkis noktasi da ayr1 bir P noktasiyla goste-
rilmis olsun. Amacimiz bu P noktasindan baglayip
biitiin kuyulari (yani noktalari) dolasan ve gene P
noktasina geri donen en kisa yolu bulmak.

Bittin yollarin uzunlugunu hesaplayip en kisa
yolu se¢mek elbette bir ¢ozumdiir. Ancak 7 tane
kuyumuz varsa, bu, 7!/2 tane yolun uzunlugunu he-
saplamak demektir ve 25 gibi kii¢iik sayilabilecek
bir 7 i¢in bile bu 10 milyon yil gibi bir zaman alir.

Eger zaman agisindan bir kisitlamamiz varsa,
P’den yola ¢ikip, ziyaret edilen her kuyudan sonra

*  Georgia Institute of Technology Matematik Boliimii doktora
Ogrencisi.
1 Ingilizcesi “greedy algorithms”.
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daha once ziyaret edilmemis en yakin kuyuya gide-
lim. Her adimda en kolay goriinen tercihi yapan
algoritmalara bilgisayar biliminde kurnaz algorit-
malar denirl. Bu problemde kurnaz algoritmanin

en iyi ¢oziimu garanti etmedigini Haldun Sural’in
MD-2003-11, sayfa 37-40’teki yazisinda gormiis-
tik. Hatirlamak icin asagidaki ornegi ele alalim.

Platformlar ve Aggozli yol: En kisa yol:
aralarindaki mesafe PBACP, toplam PABCP, toplam
2+346,5+5 =16,5 4+3+4+5=16

En kisa yol, ABC ya da CBA seklinde bir sira-
lamayla kuyular1 dolasip P’ye geri doner. Ama yu-
karda agikladigimiz kurnaz yontemi kullanirsak,
ilk once P’ye en yakin nokta olan B’yi ziyaret etme-
miz, sonra B’ye en yakin olan A’y ziyaret edip, ora-
dan en son olarak ziyaret edilmemis tek nokta olan
C’ye gidip P’ye geri donmemiz gerekir. Bu durum-
da yolumuzu uzatmig oluruz. Goriildign gibi kur-
naz algoritma bu 6rnekte pek ise yaramadi.

Her durumda problemin makul bir zamanda
¢oziimiinii veren bir algoritma bilinmiyor. Burada
“makul zaman”la, ¢6ziimii bulmak icin gereken
stirenin problemdeki nokta sayisi olan #’ye oranla
¢ok hizli biyiimedigi bir algoritmay: kastediyoruz.
Konumuz kapsaminda olmadigindan burada agik-
lamayacagimiz nedenlerden otiirii, yaygin inang,
bu sekilde bir algoritma olmadig yoniindedir.

Uygun Fiyata Kablo Dosenir! Diyelim bir gir-
ketimiz var ve bu sirketin belli sayida ofisi var. Bii-
tiin ofisleri birbirine baglayan bir iletigim agi kur-
mak, bunun icin de ofisler arasina kablo cekmek
istiyoruz. Tabii her baglantinin bize belli bir mali-
yeti olacak. Amacimiz biitiin ofislerin birbirine do-
layli da olsa baglantili oldugu bir iletisim agin1 ola-
bilecek en disiik maliyetle kurmak.
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Bunu bir ornekle agiklayalim. Sirketimizde
dort tane ofis olsun. Bu ofisleri A, B, C ve D harf-
leriyle gosterelim. A ofisiylele B ofisi arasinda bir
baglanti kurmanin bedelini de M,p ile gosterelim.
Maliyetler asagidaki gibi olsun.

Myp=1,Myc=2,Myp =3,
Mge=3, Mgp = 2, Mcp = 5.
Bu durumda agagidaki diyagram bize maliyeti 5 bi-
rim olan bir iletigim ag1 ve-

B 2 D rir ve bu, biitiin ofislerin
1 birbiriyle baglantili oldugu
A en diigitk maliyetli agdir.
5 Eger ofisleri birer nok-
0 ta, herhangi iki ofis ara-

sindaki baglantiyr da bir
kenar olarak distinursek, o zaman kurdugumuz
iletisim ag1 aslinda bir ¢izgeye karsilik gelir. Mali-
yetimizi dusiik tutmak istedigimiz i¢in ¢ozimumuz
olan ¢izge bir dongii icermemelidir. Yani biz her-
hangi iki noktasi arasinda
bir yol bulunan ve dongi
icermeyen bir ¢izge kurmak
istiyoruz. Bu tir cizgelere
aga¢ adi verilir. Yanda 18
noktadan olusan bir agag

Ornegi goriiyoruz.

Asagidaki gri karede # noktasi ve # — 1 kenari
olan ve dongii icermeyen her ¢izgenin bir agag oldu-
gunu kanitladik. Demek ki 7 tane ofisimiz varsa,
n — 1 tane baglantis1 olan ve dongti icermeyen bir
iletisim ag1 kurmak istiyoruz.

Hangi Cizgeler Bir Agactir?
Eger bir agacta 7 tane nokta varsa n—1 tane
de kenar vardir. Agaclarin bu 6zelligini MD-
2003-I11, sayfa 19’da kanitlamistik. Ayrica,

Teorem. 1 noktast ve n — 1 kenar: olan ve
dongii icermeyen her cizge bir agactir.

Kanit: 7 tzerine tiimevarimla kanitlaya-
cagiz. Cizgede tek bir kenara bagh olan bir ug
noktasi vardir mutlaka. Bu u¢ noktay1 ve o ke-
nari atalim. Geriye # — 1 noktasi ve #n — 2 kena-
r1 olan ve donglu icermeyen bir c¢izge kalir,
timevarim varsayimina gore bu cizge bir agac-
tir. Simdi attigimiz noktay: ve kenari tekrar ye-

O

rine koyarsak, gene bir agac elde ederiz.
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Bir ¢izgedeki her noktadan gecen ve kenarlari-
nin toplam maliyeti en ucuz olan agaclara en kisa
kapsayict agag denir. Bu n—1 baglantiy1 nasil segme-
liyiz ki elde ettigimiz agin maliyeti en diisiik olsun?

Bu sefer kurnaz algoritma ise yariyor: Fazla
diisiinmeden, her asgamada o zamana dek kurulma-
mig baglantilar arasindan maliyeti en diisiik olan
baglantiyr kuralim, tek kosulumuz donginiin ol-
mamasi... Bunu boyle devam ettigimizde en kisa
kapsayici agaci buluruz.

Kurnaz algoritmay1 bir 6rnek tizerinde gostere-
lim. Ofislere A, B, C, D, E, F diyelim ve ofisler ara-
sina kablo dogemenin maliyetleri soyle olsun.

Myp=1, Mpc=2, Mup =2,
Myg=1, Myp= 4, Mpc =5,
Mpp =2, Mpgp =1, Mpp=4,
Mcp = 4, Mcg =3, Mcr= 2,
Mpg=15, Mpr=1, Mgp=2.

Ofis sayis1 6. Demek ki baglant1 sayisi 5 olmali.
Once en ucuz maliyetli baglantiyr kuracagiz.

Burada en ucuz baglantinin ma- Ae—oB
liyeti 1 birim ve bu maliyete sa-

. . oC
hip birden fazla baglanti var,
biz A ile B arasindaki baglantiy E® °p

secelim.
Simdi baglanti sayimiz 5§ olana kadar dongi
olusturmayacak sekilde en ucuz baglantilar1 seg-

meye devam edelim. HAli mali- A

B

yeti 1 birim olan ii¢ baglantimiz

Fe [ XO)

var: B ile E arasinbaki baglanti,
A ile E arasindaki baglanti ve D
ile F arasindaki baglanti. Rast-
gele BE kenarini segelim.

Dikkat edersek artik bir son-
raki adimda AE kenarini sece-
meyiz ¢iinkii AB, BE ve AE ke-
narlari bir déngii olustururlar. O
yluzden ugtinci adimda DF ke-
narini eklemeliyiz.

1 birim maliyetli baglantilarimiz bittigi igin 2
birim maliyetli baglantilari ekleyerek devam ediyo-
ruz. Dordiincti adimda AC ve besinci adimda AD
kenarlarini secersek bir dongii olusturmamis olu-
ruz. 5 tane baglanti se¢mis oldugumuza gore artik

istedigimiz iletisim agim A B
kurmus olmamiz gerekir.

Yandaki sekilde kurmug ol- C
dugumuz iletisim agin1 goru-

yorsunuz. E D
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A B En kisa kapsayici agac
tek bir tane olmayabilir. Or-
F € negin yandaki agac, yukari-
daki 6rnek igin bir bagka en
E D

kisa kapsayici agactir.

Matematik! Simdi, kurnaz algoritmanin ger-
cekten ise yaradigini gosterelim.

Kurnaz algoritmanin bize bitiin ofislerin birbi-
riyle baglantili oldugu ve olabilecek en dusitk ma-
liyette bir ag verdigini kanitlamaliyiz.

Daha once de belirtmis oldugumuz gibi 7 tane
ofisin birbiriyle baglantili oldugu ve dongii igerme-
yen bir iletisim ag, cizge olarak distindiguimiizde
bir agaca kargilik geliyor ve # — 1 kenari olup hig¢
dongti igermeyen her ¢izge de aslinda bir agac. Bi-
zim algoritmamiz da kenar sayist # — 1 oluncaya
kadar her adimda dongt olusturmayacak sekilde
bir kenar ekleyerek ilerledigi igin, algoritmanin so-
nunda elde ettigimiz ¢izge elbette bir aga¢ olacaktir.

Simdi bunun en kisa kapsayici aga¢ oldugunu
kanitlayalim. Algoritmanin her adiminda elde etti-
gimiz ¢izgenin en kisa kapsayici agacin bir altki-
mesi oldugunu gosterecegiz. En son adimda elde
ettigimiz agacin kendisi bir kapsayici agac oldugu
icin, boylece en son adimda bir en kisa kapsayici
agac elde etmis oldugumuzu gostermis oluruz.

Algoritmanin herhangi bir adiminda elde ettigi-
miz ¢izgenin bir en kisa kapsayici agacin altkiimesi
oldugunu gostermek i¢in tiimevarim yontemini kul-
lanacagz.

Algoritmanin sifirinci adimindaysak, yani daha
isin en basindaysak ve “bosagacimiz” varsa her-
hangi bir en kisa kapsayici agac isimizi goriir.

Simdi k& > 1 olsun ve algoritmanin k-inci adimin-
da elde ettigimiz ¢izgenin bir en kisa kapsayic aga-
cn altkiimesi oldugunu kanitlayalim. Algoritmanin

k-inci adiminda elde ettigimiz cizgeye S diyelim. Tu-
mevarim varsayimimizdan dolayi, bir onceki (k—1)-
inci adimda elde etmis oldugumuz R ¢izgesi bir T en
kisa kapsayict agacinin altkiimesidir. Bu arada
R’nin bosgizge olabilecegini de belirtelim. S ¢izgesi,
algoritmaya gore, R’ye dongti olusturmayacak sekil-
de kalan kenarlar i¢inde maliyeti en disiik kenarin
eklenmesiyle elde edilir. Bu kenara e diyelim. Eger e
kenar1 T’deyse, S zaten T’nin bir altkiimesidir ve
kanit biter. Eger e, Tde degilse, T de biraz degisik-
lik yaparak S’yi iceren bir bagka en kisa kapsayici
agaci su sekilde insa edebiliriz: Once e’yi T agacina
ekleyelim. Bu yeni kenar T’nin kenar sayisini bir
artirir ve boylece T’de bir dongli olusmasina neden
olur. Bu dongtideki kenarlarin hepsi R’de olamaz,
¢uinkii Oyle olsa bu dongi ayni zamanda S’de de
olurdu ama S dongii icermeyecek sekilde inga edil-
misti. Dikkat edilirse, T’ye €’yi ekleyerek elde edilen
dongiide R’de olmayan

notes.

kenarlarin maliyeti e’nin
maliyetinden buyiikesit-
tir, ciinku e kenari, R’de
olmayan ve R’ye eklendi-
ginde dongii olusturma-

yan kenarlar arasinda

-

maliyeti en dusik olan
kenarlardan biridir. (As-

T

linda biraz dustiniirsek
goruriiz ki bu dongide
R’de olmayan biitiin kenarlarin maliyeti birbirine
esit olmalidir, yoksa daha yiiksek maliyetli bir kena-
r1atip T°den daha diisiik maliyetli bir kapsayici agag
bulabilirdik.) Bu durumda o kenarlardan birini
T°den atip yerine €’yi eklersek yeni bir en kisa kap-
sayict agag elde ederiz. Bu yeni agag S’yi igerir. De-
mek ki $’yi iceren bir en kisa kapsayic1 agag vardir.
Kanitimiz bitmistir. %
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Bos vakitlerimde film seyretmek, kitap oku-
mak, ve jogging yapmak en biiyiik hobilerim. Ozel-
likle psikoloji ve felsefe okumaktan hoslanirim. %

57




