
G
eometride iki nokta aras›ndaki en k›sa yo-

lu veren e¤riler jeodezik ad› verilen e¤riler

s›n›f›na girer. Düzlemde veya R3’te jeode-

zikler do¤rulard›r. Kürede ise jeodezikler “büyük

çemberler”dir, yani merkezi kürenin merkezi olan

çemberlerdir. Bunu geçen say›daki yaz›m›zda kan›t-

lam›flt›k. fiimdi düzlemdeki jeodeziklerle kürenin je-

odezikleri hakk›nda bildiklerimizi karfl›laflt›ral›m.

• Düzlemde iki jeodezik, yani iki do¤ru, ya bir

noktada kesiflir ya da hiç kesiflmezler. Kürede ise

iki jeodezik mutlaka iki noktada kesiflir.

• Düzlemde iki noktadan tek bir do¤ru geçer.

Kürede ise iki karfl›t noktadan (kutuplar gibi) iste-

di¤imiz say›da jeodezik geçer. (Ama kürede de kar-

fl›t olmayan noktalardan tek bir jeodezik geçer.)

• Düzlemde belirli bir noktadan hareket edip

bir jeodezik üzerinde yürüyen kar›nca yönünü de¤ifl-

tirmedikçe bir daha o noktaya dönemez, durmadan

yürür de yürür. Yani ömür biter, yol bitmez! Ama

kürede herhangi bir jeodezik üzerinde yürüyen ka-

r›ncam›z bir tur sonra bafllad›¤› noktaya döner.

Mesafe. Düzlemde iki nokta aras›ndaki mesa-

feyi bulmak kolayd›r. E¤er noktalar›n koordinatla-

r› (x1, y1) ve (x2, y2) ise, bu iki nokta aras›ndaki

mesafe, bilindi¤i üzere,

dir. Bu, Pisagor teoreminden kolayl›kla ç›kar. Üç

boyutlu Öklid uzay›nda da benzer bir formül vard›r.

Ya küre üzerindeki iki noktan›n mesafesi nas›l

hesaplan›r? Kürenin yar›çap› r ise, A ve B aras›nda-

ki yollar›n en kestirmesi bu noktalar› birlefltiren bü-

yük çember oldu¤undan, e¤er AOB aç›s›n› α ile gös-

terirsek (0 ≤ α ≤ π) bu uzakl›k rα olur. Demek ki

mesafeyi hesaplamak için α aç›s›n› hesaplamal›y›z.
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Jeodezik
Geçen yaz›m›zda bir kürede en k›sa yolun bir

büyük çember üze-

rinde oldu¤unu ka-

n›tlamak için akla

karay› seçmifltik.

Üstelik bunu tam

olarak kan›tlaya-

mam›fl, baz› varsa-

y›mlarda bulunmak

zorunda kalm›flt›k.

Ayn› soruyu bir “simit” üzerinde yan›tlamaya

kalkarsan›z bu tür sorular›n ne kadar zor olabi-

lece¤ini kestire-

bilirsiniz.

“ S i m i t ” i ,

yandaki flekilde

oldu¤u gibi,

düzlemde y ek-

senine de¤me-

yen bir çemberi

y ekseni etraf›nda döndürerek elde edebiliriz. El-

de edilen geometrik nesne matematikte torus ola-

rak bilinir.

Bir jeodezik, üstündeki birbirine “yeterince

yak›n” herhangi iki nokta aras›nda en k›sa yolu

veren bir e¤ridir, yani yerel olarak en k›sa mesa-

feyi verir. Düzlemde ya da kürede olamaz ama,

baflka yüzeylerde her jeodezik, üstündeki her-

hangi iki nokta aras›ndaki en k›sa e¤ri olmaya-

bilir, yani jeodezik, global olarak en k›sa mesa-

feyi veren e¤ri olmayabilir. Örne¤in torus üstün-

de bu tür jeodezikler vard›r (gergin bir iple toru-

su boydan boya sar›n, ip hem küçük çemberi

hem de y eksenini dolafls›n.)

A

B

αO

A

B

r

Düzlemin üstünde A’dan B’ye giden en k›sa yol A ve B’den geçen

do¤ru üstündedir. Kürenin üstünde A’dan B’ye giden en k›sa yol,

kürenin merkezi O ve A ve B noktalar›ndan geçen çember üstündedir.



α aç›s›n› bulal›m. Diyelim A ve B noktalar› üç

koordinat›yla verilmifl:

A = (x1, y1, z1) ve B = (x2, y2, z2).

Vektörlerin iç çarp›mlar›n› hat›rlayal›m: OA ve

OB vektörlerinin iç çarp›m›

(OA, OB) = x1x2 + y1y2 + z1z2

olarak tan›mlan›r. E¤er OA ve OB aras›ndaki aç›

α ise, bilindi¤i ve kan›t› kolay oldu¤u üzere,

(OA, OB) = |OA| |OB| cos α
eflitli¤i geçerlidir. Dolay›s›yla e¤er A ve B kürenin

iki noktays›ysa (OA, OB) = r2 cos α olur. Buradan,

elde ederiz ve bundan da α bulunur.

Noktalar enlem ve boylam koordinat sistemle-

rinde de verilmifl olabilirler. Geçen yaz›m›zda bu

koordinat sistemini tan›mlam›flt›k, bir kez daha

tekrar edelim. Küre üstünde bir P(x, y, z) noktas›

verilmiflse ve ϕ ve θ aç›lar› afla¤›daki flekildeki gi-

biyse, o zaman bu iki aç› r yar›çapl› küre üzerinde

bulunan P noktas›n› belirlerler ve x, y, z koordi-

natlar›yla aralar›nda flu iliflkiler vard›r:

x = r cos ϕ cos θ
y = r cos ϕ sin θ (1)

z = r sin ϕ

Bizim durumumuzda, A ve B noktalar›n›n aç›-

lar› s›ras›yla ϕ1, θ1 ve ϕ2, θ2 ise,

r2 cos α = (OA, OB)

= x1x2 + y1y2 + z1z2

= r2(cos θ1 cos ϕ1 cos θ2 cos ϕ2

+ cos ϕ1 sin θ1 cos ϕ2 sin θ2 + sin ϕ1 sin ϕ2)

eflitli¤ini buluruz. r2’leri sadelefltirerek ve trigono-

metrik özdeflliklerle sadelefltirme yaparak,

cos α = cos ϕ1 cos ϕ2 cos(θ1 − θ2) + sin ϕ1 sin ϕ2

formülüne ulafl›r›z. Buradaki aç›lar›n radyan cinsin-

den yaz›ld›¤›n› da unutmayal›m (π radyan = 180º).

‹stanbul - New York Mesafesi. Yukarda bul-

duklar›m›z› kullanarak ‹stanbul - New York aras›n-

daki en k›sa mesafeyi hesaplayal›m.

‹stanbul’un enlemi 41º kuzey ve boylam› da

29º do¤u. Bunlar yaklafl›k say›lar tabii, derecenin

altm›flta biri olan dakikalar›n› gözönüne almad›k.

Ayn› flekilde New York da 41º kuzey enleminde ve

boylam› da 73º bat›. Yani iki flehir ayn› enlemde

bulunuyorlar. Aralar›ndaki en k›sa yol 41º kuzey

enlemi boyunca gidilen yol de¤ildir, yukarda da

dedi¤imiz gibi, büyük çember yoludur.

Yukarda bulduklar›m›zdan, bu iki flehir aras›n-

daki aç›n›n

cos α = cos2(41π/180)cos(102π/180) + sin2(41π/180)

formülüyle bulundu¤u anlafl›l›r. Hesap makinas›

ya da trigonometri cetveli yard›m›yla hesaplarsak

α ≈ 1,2535 radyan ≈ 71,82° buluruz. r de yeryü-

zünün yar›çap›, yaklafl›k 6378 km. Demek ki

uzakl›k

rα = 6378 × 1,2535 = 7994,8 km

olacakt›r. (Bütün bunlar yaklafl›k hesaplar elbet.

Tam mesafeden ne kadar flaflt›¤›m›z› bulmak nü-

merik analizin oldukça basit bir konusudur. Mesa-

feyi 8000 km olarak kabul edebiliriz.)

Uça¤›m›z ‹stanbul’dan kalk›p New York’a

do¤ru, büyük çember rotas› yerine iki flehrin ayn›

enlemde oldu¤unu düflünerek hep tam bat› yönüne

uçarak yol alsayd› acaba bu yolculuk kaç kilomet-

re olurdu? Bu sorunun yan›t› kolay. Bizim enlemi-

mizde enlem çemberinin yar›çap›

6378 cos(41π/180) km.

Bunu 102π/180 radyanla çarparsak yaklafl›k 8600

kilometre uçmam›z gerekece¤ini görürüz. Büyük

çember yolundan 600 km, yani yüzde 7,5 daha

fazla, az buz de¤il.
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Büyük Çember Rotas›. Pilot için enlem çembe-

ri boyunca uçmak kolay. Tek yapaca¤› ifl uça¤›n

burnunu hep bat› yönünde tutmak. Bunun için iyi

bir pusula yeterli.

Bir de uça¤›n en kestirme yol olan büyük çem-

ber boyunca gitmesi için pilotun izlemesi gereken

rotay› inceleyelim.

Bu sefer, pilotun

izlemek istedi¤i bü-

yük çember ekva-

tor ya da boylam-

lardan biri de¤ilse,

yönü hiçbir zaman

sabit olamaz, sü-

rekli de¤iflmeli.

Yön belirlemek için illa dünya ölçe¤inde bir

küre almam›za gerek yok. Boyutlar› küçülterek bi-

rim yar›çapl› standart küre üzerinde çal›flabiliriz.

Standard küre üzerinde karfl›t olmayan A ve B

noktalar› ve bu noktalardan geçen bir büyük çem-

ber parças› alal›m. Bu paragrafta AB büyük çem-

ber yolunu tutturmak için pilotun izlemesi gereken

rotay› belirleyece¤iz. α, her zaman oldu¤u gibi

AOB aç›s› olacak. Elbette 0 ≤ α < π.

AB büyük çember yay› üzerinde herhangi bir P

noktas› alaca¤›z ve bu noktadan büyük çembere

te¤et vektörü bulaca¤›z. Bu te¤et vektörün yönü, P

noktas›na vard›¤›nda pilotun izlemesi gereken ro-

tay› belirler. Elbette P yerine A’y› alman›n herhan-

gi bir sak›ncas› yoktur, buldu¤umuz yan›tta α’y›

de¤ifltiririz daha sonra.

Daha kolay resmini yapabilmek için uzayda yer

de¤ifltirerek AB büyük yay›n› yandaki flekildeki gibi

profilden görelim. Pilo-

tun A’dan B’ye gitmek

için izleyece¤i rota, fle-

kilde görüldü¤ü gibi

çembere A’da de¤en te-

¤etin yönü taraf›ndan

verilmifltir. Bu te¤eti

bulaca¤›z.

Yukardaki flekil-

den takip edelim. Bulmak istedi¤imiz te¤et, OB″
vektörüne paralel. Demek ki OB″ vektörünü bul-

mal›y›z. Kolay:

OB″ = OB + BB″ = OB − OB′ = OB − cos α OA.

Te¤etin yönünü veren bir vektör bulduk: OB − cos

α OA vektörü. Bu vektörün uzunlu¤unu bulal›m

flimdi. Bunun için kendisiyle iç çarp›m›n› alal›m:

(OB − cos α OA, OB − cos α OA)

= (OB, OB) −2 cos α (OA, OB) + cos2α (OA, OA)

= 1 − cos2 α = sin2 α
elde ederiz. Dolay›s›yla,

(OB − cos α OA)/sin α
vektörünün, yani

csc α OB − cot α OA

vektörünün uzunlu¤u 1’e eflittir. Bu vektöre bir ad

verelim, vAB diyelim:

vAB = csc α OB − cot α OA. (3)

Birim uzunlu¤undaki vAB vektörü, büyük çember

üzerinden A noktas›nda B noktas›na do¤ru gider-

ken A’daki yönümüzü belirler.

E¤er vAB vektörünün üç koordinat›n› belirle-

mek istiyorsak, OA ve OB yerine bu vektörlerin

koordinatlar›n› yazmal›y›z elbet:

OA = (cos ϕ1 cos θ1, cos ϕ1 sin θ1, sin ϕ1),

OB = (cos ϕ2 cos θ2, cos ϕ2 sin θ2, sin ϕ2).

‹yi güzel de, pusuladan baflka bir ayg›t› olma-

yan pilot (ya da kaptan) yönünü nas›l tayin edecek?

Bunun için biraz daha hesap yapmam›z gerekiyor.

Önce ne bulmak istedi¤imizi matematik dilin-

de ifade edelim: Küreye te¤et bir vektörün (vAB

vektörünün) hangi yönü gösterdi¤ini bulaca¤›z.

Yandaki flekildeki δ aç›s›na göre pilot yönünü be-

lirlemeli. δ = 90 ise pusulas›na bak›p kuzeye gider,

e¤er δ = 0 ise do¤uya gider. E¤er δ baflka bir de¤er-

se do¤udan o kadar sapar. Dolay›s›yla δ aç›s›n› he-

saplamal›y›z.

Hesaplara girmeden önce yukardaki flekli ince-

leyelim.

fiekilde, K kuzey kutbunu, yani (0, 0, 1) nok-

tas›n› simgeliyor. vAK ise, aynen vAB gibi, A ile K
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aras›ndaki jeodezi¤e, yani A’dan geçen boylama te-

¤et olan birim vektör.

E¤er do¤u kutbu olsayd› D do¤u kutbunu sim-

geleyecekti, ama yok! vAD, A’dan geçen enleme te-

¤et olan ve do¤uyu gösteren birim vektör.

vAD ve vAK vektörleri birbirine dikler elbette.

Ayr›ca, vAB, vAD ve vAK vektörleri, her biri küreye

te¤et oldu¤undan, küreye A’da te¤et olan düzlem

üzerindedirler. OA vektörü bu te¤et düzleme dik

oldu¤undan, OA vektörü vAB, vAD ve vAK vektör-

lerinin her birine diktir.

fiimdi δ’y› hesaplayal›m. vAB ve vAD birim

vektörler oldu¤undan,

(vAD, vAB) = cos δ.
vAB’yi (3)’te bulmufltuk. vAD vektörünü bulup ye-

rine koyal›m.

Küremize tepeden bakal›m ve A’n›n üstünde

bulundu¤u enlemde gördü¤ümüzü çizelim (yukar-

daki flekil). fiekilden hemen vAD’yi buluruz:

vAD = (−sin θ1, cos θ1, 0).

fiimdi art›k δ’y› hesaplayabiliriz. vAD, OA’ya

dik oldu¤undan,

cos δ = (vAD, vAB)

= (vAD, csc α OB − cot α OA)

= csc α (vAD, OB)

= csc α ((−sin θ1, cos θ1, 0), (cos ϕ2 cos θ2, cos ϕ2 sin θ2, sin ϕ2))

= csc α (−sin θ1 cos ϕ2 cos θ2 + cos θ1 cos ϕ2 sin θ2)

= csc α cos ϕ2 sin(θ2 − θ1)

elde ederiz. Yani,

cos δ = csc α cos ϕ2 sin(θ2 − θ1).

Bu formülde α aç›s›n›n,

cos α = cos ϕ1 cos ϕ2 cos(θ1 − θ2) + sin ϕ1 sin ϕ2

formülüyle bulundu¤unu da an›msatal›m.

Uça¤›n A’daki rotas›n›n aç›s›n›n kosinüsünü bul-

duk. Burdan α bulunur. Örne¤in, ‹stanbul’la New

York aras›ndaki jeodezi¤in ‹stanbul aya¤›nda δ
afla¤› yukar› 141°’dir; bu, yukarda bulduklar›m›z-

dan kolay bir hesapla ç›kar. Pusulada yönler 0’dan

359°’ye kadar gösterilir. Kuzey 0, do¤u 90, güney

180 ve bat› da 270°’dir. Dolay›s›yla ‹stanbul’dan

kalkan uça¤›m›z›n rotas› pusulada 270 + 180 −
141 = 309° olmal›d›r.

E¤er t an›nda uça¤›n aç›lar› ϕt ve θt ise, pilot o

anda, uça¤›, δt aç›s›,

cos δt = csc αt cos ϕ 2 sin(θ2 − θt)

eflitli¤ini sa¤layacak biçimde yönlendirmesi gere-

kir. Buradaki αt aç›s› da,

cos αt = cos ϕt cos ϕ2 cos(θt − θ2) + sin ϕt sin ϕ2

eflitli¤ini sa¤layan aç›d›r.

Kutba En Yak›n Nokta. ‹stanbul’dan New

York’a jeodezik üzerinde giden uça¤›n kutba en

yak›n oldu¤u noktay› hiç merak ettiniz mi? San-

mam! Ama biz gene de bulal›m o noktay›. Maksat

matematik olsun!

Kutba en yak›n oldu¤u noktada, uça¤›n yö-

rüngesi ya tam do¤uya ya da tam bat›ya yönelik-

tir, yani e¤er vPB vektörünün üçüncü koordinat›

0’sa, o zaman uçak P noktas›nda art›k kuzey kut-

buna yaklaflm›yordur, yörüngesi ekvatora paralel

duruma gelmifltir ve bir an sonra kuzey kutbun-

dan uzaklaflmaya bafllayacakt›r. Dolay›s›yla yap-

mam›z gereken fley, uça¤›n AB yolu üzerinde veril-

mifl herhangi bir P noktas› için, vPB vektörünün

üçüncü koordinat›n› hesaplay›p, bu koordinat›n

ne zaman 0’a eflit oldu¤unu bulmak. Böylece P

noktas›n› bulduktan sonra, kutba ne kadar yakla-

flaca¤›m›z› anlar›z.

P, A’dan B’ye giden büyük çember rotas› üze-

rindeki herhangi bir nokta olsun. OP’yle OA ara-

s›ndaki aç› da ξ olsun. 0 ≤ ξ ≤ α elbette.
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OA, OB, OP ve vAB vektörleri hep ayn› düz-

lemdeler. Ayr›ca OA ve vAB birim vektörleri bir-

birlerine dik. Dolay›s›yla,

OP = (OP, OA)OA + (OP, vAB)vAB

= cos ξ OA + sin ξ vAB.

Ama P noktas›nda B yönünü gösteren vPB vektörü

de ∆ düzleminde ve yukarda koordinatlar›n› bul-

du¤umuz OP’ye dik, dolay›s›yla,

vPB = −sin ξ OA + cos ξ vAB.

vAB yerine (3)’teki ifadesini kullanarak

vPB = (−sin ξ − cos ξ cot α)OA + cos ξ csc α OB

formülüne var›r›z. Bu formülden yararlanarak, OA

ve OB vektörlerinin üçüncü koordinatlar› sin ϕ1 ve

sin ϕ2 oldu¤unu bildi¤imizden, vPB’nin üçüncü ko-

ordinat›n› bulabiliriz:

(−sin ξ − cos ξ cot α)sin ϕ1 + cos ξ csc α sin ϕ2.

Büyük çember üzerinde bu koordinat s›f›ra eflit ol-

du¤u zaman rotam›z kutba en yak›n noktada ola-

cak. Yani o s›rada tam do¤u−bat› yönünde (enleme

te¤et) uçuyor olaca¤›z. Yukar›daki ifadeyi s›f›ra

eflitlersek

tan ξ = csc α sin ϕ2 / sin ϕ1 − cot α (4)
elde ederiz. Böylece ξ aç›s›n› bulmufl olduk. fiimdi

bu noktadaki enlemi bulal›m.

E¤er bu noktada enlem λ ise, OP vektörünün

üçüncü koordinat› sin λ’dir. Dolay›s›yla OP’yi (da-

ha do¤rusu OP’nin üçüncü koordinat›n›) bulmal›-

y›z. Bunun için, biraz önce buldu¤umuz OP = cos

ξ OA + sin ξ vAB eflitli¤ini ve (3)’ü kullanaca¤›z:

OP = cos ξ OA + sin ξ vAB

= cos ξ OA + sin ξ (csc α OB − cot α OA)

= (cos ξ − sin ξ cot α)OA + sin ξ csc α OB.

OA ve OB’nin üçüncü koordinatlar›n› biliyoruz:

sin ϕ1 ve sin ϕ2. Demek ki,

sin λ = sin ϕ1(cos ξ − sin ξ cot α) + sin ϕ2 sin ξ csc α.

Istanbul - New York aras›nda ϕ1 = ϕ2 oldu-

¤undan, özel olarak ϕ1 = ϕ2 = ϕ haline bakal›m.

(4)’ten tan ξ = csc α − cot α ç›kar. Bunu kulla-

narak,

sin λ = sin ϕ1(cos ξ − sin ξ cot α) + sin ϕ2 sin ξ csc α
= sin ϕ(cos ξ − sin ξ cot α + sin ξ csc α)

= sin ϕ(cos ξ + sin ξ (csc α − cot α))

= sin ϕ(cos ξ + sin ξ tan ξ)
= sin ϕ / cos ξ = sin ϕ sec ξ

buluruz. (Buradaki ξ de¤eri yukardaki tan ξ = csc α
− cot α formülünden bulunur).

‹stanbul−New York uçuflunda bu de¤er (sizin

de hesap makinas›yla hesaplayabilece¤iniz gibi)

54º’den biraz fazlad›r, yaklafl›k olarak 54º kuzey

22º bat›. Bu nokta Atlantik Okyanusu’nda bir yer-

de; kuzey kutbuna olan uzakl›¤› 4007 km. Bir fikir

vermesi için Hamburg flehrinin enleminin yaklafl›k

53º kuzey oldu¤unu ve ‹stanbul’un kutba uzakl›¤›-

n›n yaklafl›k 5455 km oldu¤unu belirtelim.

En optimal rota büyük çember üzerindedir

ama asl›nda uçaklar bu rotay› takip etmekte hiç

serbest de¤il. Uluslararas› hava koridorlar›n› kulla-

narak ‹stanbul-New York aras›nda uçmak zorun-

dalar. Büyük çember rotas› en kestirme yol, ancak

özellikle denizde bu rota baz› tehlikeleri de berabe-

rinde getirir. Titanik transatlanti¤inin bu rotay› ta-

kip ederken buzda¤›na çarpt›¤›n› hat›rlayal›m! ♣
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