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Jeodezik

eometride iki nokta arasindaki en kisa yo-
Glu veren egriler jeodezik adi verilen egriler - s bir lirede enk L bi
sinifina girer. Diizlemde veya R3’te jeode- ceen yazimizda birkurede en kisa yofun bir

zikler dogrulardir. Kiirede ise jeodezikler “biiyiik bityitk gember tize-

. . C . rinde oldugunu ka-
cemberler”dir, yani merkezi kiirenin merkezi olan &

cemberlerdir. Bunu gecen sayidaki yazimizda kant- i (el eld

karayr  secmistik.
Ustelik bunu tam

olarak kanitlaya-

lamugtik. Simdi diizlemdeki jeodeziklerle kiirenin je-
odezikleri hakkinda bildiklerimizi kargilagtiralim.

mamig, bazi varsa-

yimlarda bulunmak
zorunda kalmigtik.
Ayni soruyu bir “simit” tizerinde yanitlamaya
kalkarsaniz bu tiir sorularin ne kadar zor olabi-
lecegini kestire-
bilirsiniz.

-

“Simit”1,
yandaki sekilde
oldugu  gibi,

Diizlemin iistiinde A’dan B’ye giden en kisa yol A ve B’den gecen
dogru iistiindedir. Kiirenin iistiinde A’dan B’ye giden en kisa yol,
kiirenin merkezi O ve A ve B noktalarindan gecen cember tistiindedir.

* Diizlemde iki jeodezik, yani iki dogru, ya bir
noktada kesigir ya da hi¢ kesismezler. Kiirede ise
iki jeodezik mutlaka iki noktada kesisir.

* Diizlemde iki noktadan tek bir dogru geger.
Kiirede ise iki kargit noktadan (kutuplar gibi) iste-
digimiz sayida jeodezik geger. (Ama kiirede de kar-
sit olmayan noktalardan tek bir jeodezik geger.)

® Diizlemde belirli bir noktadan hareket edip
bir jeodezik tizerinde yiirtiyen karinca yontinii degis-
tirmedikge bir daha o noktaya donemez, durmadan
yuriir de yiirir. Yani omiir biter, yol bitmez! Ama
kiirede herhangi bir jeodezik lzerinde yiiriiyen ka-
rincamiz bir tur sonra bagladigi noktaya doner.

Mesafe. Diizlemde iki nokta arasindaki mesa-
feyi bulmak kolaydir. Eger noktalarin koordinatla-
r1 (xq, ¥1) ve (x5, ¥,) ise, bu iki nokta arasindaki
mesafe, bilindigi tizere,

it -2 41 - 2)?
dir. Bu, Pisagor teoreminden kolaylikla gikar. Ug
boyutlu Oklid uzayinda da benzer bir formiil vardur.

* Sabanci Universitesi 6gretim iiyesi.
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diizlemde y ek-

senine degme-

yen bir cemberi

y ekseni etrafinda dondirerek elde edebiliriz. El-
de edilen geometrik nesne matematikte Zorus ola-
rak bilinir.

Bir jeodezik, tistiindeki birbirine “yeterince
yakin” herhangi iki nokta arasinda en kisa yolu
veren bir egridir, yani yerel olarak en kisa mesa-
feyi verir. Diizlemde ya da kirede olamaz ama,
baska yiizeylerde her jeodezik, tstiindeki her-
hangi iki nokta arasindaki en kisa egri olmaya-
bilir, yani jeodezik, global olarak en kisa mesa-
feyi veren egri olmayabilir. Ornegin torus iistiin-
de bu tiir jeodezikler vardir (gergin bir iple toru-
su boydan boya sarin, ip hem kiigiik ¢cemberi
hem de y eksenini dolagsin.)

Ya kiire tizerindeki iki noktanin mesafesi nasil
hesaplanir? Kiirenin yaricap: 7 ise, A ve B arasinda-
ki yollarin en kestirmesi bu noktalari birlestiren bi-
yuk ¢ember oldugundan, eger AOB agisini o ile gos-
terirsek (0 < o < ©t) bu uzaklik 7o olur. Demek ki
mesafeyi hesaplamak icin o acisini hesaplamaliyiz.



Matematik Diinyasi, 2004 Kis

a agisini bulalim. Diyelim A ve B noktalar tig
koordinatiyla verilmis:

A = (x1, ¥1, 21) ve B = (x2, ¥, 22)-
Vektorlerin i¢ ¢arpimlarini hatirlayalm: OA ve
OB vektorlerinin i¢ ¢arpimi

(OA, OB) = x1x3 + y1y2 + 2122
olarak tanimlanir. Eger OA ve OB arasindaki aci
o ise, bilindigi ve kanit1 kolay oldugu tizere,
(OA, OB) = |0OAl |OBI cos a
esitligi gecerlidir. Dolayisiyla eger A ve B kurenin
iki noktaystysa (OA, OB) = 72 cos a olur. Buradan,
X1%2 + Y192 + 2122

2
r

elde ederiz ve bundan da o bulunur.

cosa =

Noktalar enlem ve boylam koordinat sistemle-
rinde de verilmis olabilirler. Gecen yazimizda bu
koordinat sistemini tanimlamugtik, bir kez daha
tekrar edelim. Kiire ustinde bir P(x, y, z) noktasi
verilmigse ve @ ve 0 acilari asagidaki sekildeki gi-
biyse, 0 zaman bu iki ac1 7 yarigaph kiire tizerinde
bulunan P noktasini belirlerler ve x, y, z koordi-
natlariyla aralarinda su iligkiler vardir:

X =7cos @ cos 0

(1)

y =¥ cos ¢ sin 6

Z =7sin @

X =7 cos @ cos 0
Yy =rcos ¢ sin 0
Z=7sinQ

Bizim durumumuzda, A ve B noktalarinin agi-
lart sirasiyla @4, 61 ve @,, 6, ise,
r2 cos o. = (OA, OB)
=X1X2 +Y1Y2 + %122
= r2(cos 01 cos @1 cos 0, cos Oy
+ cos @y sin 07 cos @, sin B, + sin @y sin @;)
esitligini buluruz. r2’leri sadelestirerek ve trigono-
metrik ozdegliklerle sadelestirme yaparak,
COS 0L = COS @1 oS @y cos(0y — 0;) + sin ¢4 sin @,
formiiliine ulasiriz. Buradaki acilarin radyan cinsin-
den yazildigini da unutmayalim (r radyan = 180°).
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Istanbul - New York Mesafesi. Yukarda bul-
duklarimizi kullanarak Istanbul - New York arasin-
daki en kisa mesafeyi hesaplayalim.

Istanbul’un enlemi 41° kuzey ve boylami da
29° dogu. Bunlar yaklagik sayilar tabii, derecenin
altmigta biri olan dakikalarini gozoniine almadik.
Ayni sekilde New York da 41° kuzey enleminde ve
boylami da 73° bati. Yani iki sehir ayni enlemde
bulunuyorlar. Aralarindaki en kisa yol 41° kuzey
enlemi boyunca gidilen yol degildir, yukarda da
dedigimiz gibi, biiytik cember yoludur.

Yukarda bulduklarimizdan, bu iki sehir arasin-
daki aginin
cos o = cos2(41m/180)cos(1021/180) + sin2(417/180)
formiluyle bulundugu anlagilir. Hesap makinasi
ya da trigonometri cetveli yardimiyla hesaplarsak
o ~ 1,2535 radyan ~ 71,82° buluruz. r de yeryu-
ziinin vyaricapl, yaklasik 6378 km. Demek ki
uzaklik

ra. = 6378 x 1,2535 = 7994,8 km
olacaktir. (Biitiin bunlar yaklagik hesaplar elbet.
Tam mesafeden ne kadar sastigimizi bulmak ni-
merik analizin olduke¢a basit bir konusudur. Mesa-
feyi 8000 km olarak kabul edebiliriz.)

enlem yolu A% biiyiik cember yolu

Ucagmmiz Istanbul’dan kalkip New York’a
dogru, biiyiik cember rotasi yerine iki sehrin ayni
enlemde oldugunu diistinerek hep tam bati yoniine
ucarak yol alsaydi acaba bu yolculuk kag kilomet-
re olurdu? Bu sorunun yanit1 kolay. Bizim enlemi-
mizde enlem ¢emberinin yarigcapi

6378 cos(41n/180) km.
Bunu 1027/180 radyanla ¢arparsak yaklagik 8600
kilometre ugmamiz gerekecegini goririiz. Buyik
cember yolundan 600 km, yani yiizde 7,5 daha
fazla, az buz degil.
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Biiyiik Cember Rotasi. Pilot i¢in enlem ¢embe-
ri boyunca u¢gmak kolay. Tek yapacag is ucagin
burnunu hep bati yoniinde tutmak. Bunun i¢in iyi
bir pusula yeterli.

Bir de ucagin en kestirme yol olan bityiik ¢em-
ber boyunca gitmesi igin pilotun izlemesi gereken

biiyiik gember yolu rotay1 inceleyelim.

Bu sefer, pilotun
izlemek istedigi bi-
yuk cember ekva-
tor ya da boylam-
lardan biri degilse,
yonii hi¢bir zaman
sabit olamaz, sii-
rekli degismeli.

Yon belirlemek igin illa diinya o6lceginde bir
kiire almamiza gerek yok. Boyutlar1 kiigiilterek bi-
rim yaricaph standart kiire tizerinde ¢alisabiliriz.

Standard kiire tizerinde karsit olmayan A ve B
noktalar1 ve bu noktalardan gegen bir buyiik cem-
ber pargasi alalim. Bu paragrafta AB biiyiik ¢cem-
ber yolunu tutturmak igin pilotun izlemesi gereken
rotay1 belirleyecegiz. o, her zaman oldugu gibi
AOB agisi olacak. Elbette 0 < o < 7.

AB buiytuk ¢ember yay: tizerinde herhangi bir P
noktasi alacagiz ve bu noktadan biiyiik ¢cembere
teget vektori bulacagiz. Bu teget vektorin yoni, P
noktasina vardiginda pilotun izlemesi gereken ro-
tay1 belirler. Elbette P yerine A’y1 almanin herhan-
gi bir sakincasi1 yoktur, buldugumuz yanitta o’y1
degistiririz daha sonra.

Daha kolay resmini yapabilmek i¢in uzayda yer
degistirerek AB buyiik yayini yandaki sekildeki gibi
profilden gorelim. Pilo-
tun A’dan B’ye gitmek

B” B
A icin izleyecegi rota, se-
- R kilde goruldiga gibi
O B |A ¢embere A’da degen te-

getin yonii tarafindan
verilmistir. Bu tegeti

bulacagz.

Yukardaki sekil-

den takip edelim. Bulmak istedigimiz teget, OB"
vektorine paralel. Demek ki OB” vektoruni bul-
maliyiz. Kolay:
OB”" = OB + BB”" = OB — OB’ = OB — cos a OA.
Tegetin yoniini veren bir vektor bulduk: OB — cos
o OA vektori. Bu vektorun uzunlugunu bulalim
simdi. Bunun i¢in kendisiyle i¢ carpimini alalim:
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(OB — cos a OA, OB — cos a OA)
= (OB, OB) -2 cos a. (OA, OB) + cos? a. (OA, OA)
=1-cos? a =sin2 a
elde ederiz. Dolayisiyla,
(OB - cos o OA)/sin o
vektoriniin, yani
csc o OB —cot o OA
vektoruniin uzunlugu 1’e esittir. Bu vektore bir ad
verelim, v, p diyelim:
(3)
Birim uzunlugundaki v,p vektoru, buyuk ¢ember

vypg = csc oo OB — cot a OA.

uzerinden A noktasinda B noktasina dogru gider-
ken A’daki yonumuzu belirler.

Eger v p vektoriniin ii¢ koordinatini belirle-
mek istiyorsak, OA ve OB yerine bu vektorlerin
koordinatlarin1 yazmaliyiz elbet:

OA = (cos ¢q cos 01, cos @1 sin 01, sin 1),

OB = (cos @y cos 67, cos @) sin 05, sin @9).

Iyi giizel de, pusuladan baska bir aygiti olma-
yan pilot (ya da kaptan) yoniinii nasil tayin edecek?
Bunun icin biraz daha hesap yapmamiz gerekiyor.

Once ne bulmak istedigimizi matematik dilin-
de ifade edelim: Kiireye teget bir vektoriin (v4p
vektoriniin) hangi yonii gosterdigini bulacagiz.
Yandaki sekildeki & agisina gore pilot yoniini be-
lirlemeli. 8 = 90 ise pusulasina bakip kuzeye gider,
eger & = 0 ise doguya gider. Eger 8 bagka bir deger-
se dogudan o kadar sapar. Dolayisiyla & agisini he-
saplamaliyiz.

Hesaplara girmeden once yukardaki sekli ince-
leyelim.

Sekilde, K kuzey kutbunu, yani (0, 0, 1) nok-
tasini simgeliyor. v,k ise, aynen v4p gibi, A ile K
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arasindaki jeodezige, yani A’dan gegen boylama te-
get olan birim vektor.

Eger dogu kutbu olsaydi D dogu kutbunu sim-
geleyecekti, ama yok! v, p, A’dan gecen enleme te-
get olan ve doguyu gosteren birim vektor.

vap Ve vyi vektorleri birbirine dikler elbette.
Ayrica, vap, vop Ve Vg vektorleri, her biri kureye
teget oldugundan, kiireye A’da teget olan dizlem
uzerindedirler. OA vektora bu teget diizleme dik
oldugundan, OA vektorii vyp, vap ve vk vektor-
lerinin her birine diktir.

Simdi &y1 hesaplayalim. v,p ve vyp birim
vektorler oldugundan,

(VaDs Vap) = cos 0.
vag’yl (3)’te bulmustuk. v4p vektorini bulup ye-
rine koyalim.

A’nin bulundugu
enlem

Kiiremize tepeden bakalim ve A’min tstiinde
bulundugu enlemde gordugumuzii cizelim (yukar-
daki sekil). Sekilden hemen v p’yi buluruz:

vap = (—sin 64, cos 64, 0).

Simdi artik 8’y1 hesaplayabiliriz. v4p, OA’ya

dik oldugundan,

cos & = (Vap, UaB)
= (Vap, csc o OB — cot a OA)
=csc o (v4p, OB)
=csc o ((—sin 01, cos 01, 0), (cos @, cos 6,, cos @, sin O, sin ¢,))
= csc o (—sin 81 cos @, cos 6, + cos B cos @, sin 6,)

= csc o cos @, sin(6, — 61)
elde ederiz. Yani,
€Os & = ¢sc O cos @y sin(6, — 61).

Bu formiilde o agisinin,
COS 0L = COS 1 oS @y cos(0y — 6;) + sin ¢4 sin @y
formiiliiyle bulundugunu da animsatalim.
Ugagin A’daki rotasinin agisinin kosiniisiini bul-
duk. Burdan o bulunur. Ornegin, istanbul’la New
York arasindaki jeodezigin Istanbul ayaginda &
asag1 yukar1 141°°dir; bu, yukarda bulduklarimiz-
dan kolay bir hesapla cikar. Pusulada yonler 0’dan

68

359°ye kadar gosterilir. Kuzey 0, dogu 90, gliney
180 ve bat1 da 270°dir. Dolayisiyla Istanbul’dan
kalkan ugagimizin rotas: pusulada 270 + 180 —
141 = 309° olmahdir.

Eger ¢ aninda ugagin acilar1 @, ve 0, ise, pilot o
anda, ugag, 3, acisi,

cos §; = csc a,; cos ¢, sin(6, — 6;)
esitligini saglayacak bicimde yonlendirmesi gere-
kir. Buradaki o, agist da,
COS 0Ly = COS (p; COS P cos(0; — B,) + sin @ sin ¢,

esitligini saglayan acidir.

Kutba En Yakin Nokta. Istanbul’dan New
York’a jeodezik uzerinde giden ucagin kutba en
yakin oldugu noktay: hi¢ merak ettiniz mi? San-
mam! Ama biz gene de bulalim o noktayi. Maksat
matematik olsun!

A’dan B’ye yukardaki
uga%nmz P noktasina
yak

i uzergahi izleyerek giden
adar kuzey kutbuna

agiyor, P noktasindan sonra kuzey kutbundan
uziklagyor P noktasi ise, ucagin kutba en yaklastig
nokta.

Kutba en yakin oldugu noktada, ugagin yo-
riingesi ya tam doguya ya da tam batiya yonelik-
tir, yani eger vpp vektoriniin tigiincii koordinati
0’sa, o zaman ugak P noktasinda artik kuzey kut-
buna yaklagmiyordur, yoriingesi ekvatora paralel
duruma gelmigtir ve bir an sonra kuzey kutbun-
dan uzaklagsmaya baslayacaktir. Dolayisiyla yap-
mamiz gereken gey, ucagin AB yolu tizerinde veril-
mis herhangi bir P noktas: icin, vpp vektoriiniin
tgtinct koordinatini hesaplayip, bu koordinatin
ne zaman 0’a esit oldugunu bulmak. Boylece P
noktasini bulduktan sonra, kutba ne kadar yakla-
sacagimizi anlariz.

P, A’dan B’ye giden biiyiik cember rotasi tize-
rindeki herhangi bir nokta olsun. OP’yle OA ara-
sindaki ag1 da & olsun. 0 < € < o elbette.
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biiyitk cember yolu

OA, OB, OP ve vp vektorleri hep ayni diz-
lemdeler. Ayrica OA ve v,p birim vektorleri bir-
birlerine dik. Dolayisiyla,

OP = (OP, OA)OA + (OP, v4p)vap

=cos § OA +sin & vyp.
Ama P noktasinda B yoniinii gosteren vpp vektorii
de A diizleminde ve yukarda koordinatlarini bul-
dugumuz OP’ye dik, dolayisiyla,
vpg = —sin § OA + cos & vyp.
v4p yerine (3)’teki ifadesini kullanarak

vpp = (—sin & — cos & cot a)OA + cos & csc a OB
formiiliine variriz. Bu formiilden yararlanarak, OA
ve OB vektorlerinin tigtincii koordinatlari sin ¢ ve
sin @, oldugunu bildigimizden, vpg’nin tigincii ko-
ordinatini bulabiliriz:

(—sin & — cos & cot a)sin @ + cos & csc o sin @y.
Biiyuk ¢cember tizerinde bu koordinat sifira esit ol-
dugu zaman rotamiz kutba en yakin noktada ola-
cak. Yani o sirada tam dogu—bat1 yoniinde (enleme
teget) uguyor olacagiz. Yukaridaki ifadeyi sifira
esitlersek

tan & = csc o sin @, / sin @4 — cot o 4
elde ederiz. Boylece & agisini bulmus olduk. Simdi
bu noktadaki enlemi bulalim.

Eger bu noktada enlem A ise, OP vektorunin
tctinct koordinati sin A’dir. Dolayisiyla OP’yi (da-
ha dogrusu OP’nin t¢uncu koordinatini) bulmali-
yiz. Bunun igin, biraz énce buldugumuz OP = cos
€ OA + sin & v, esitligini ve (3)’0 kullanacagiz:

OP=cos & OA +sin E vyp
=cos § OA +sin & (csc o OB — cot a OA)
= (cos & —sin § cot a)OA + sin & csc oo OB.
OA ve OB’nin lgiincii koordinatlarini biliyoruz:
sin @1 ve sin ¢,. Demek ki,
sin A = sin ¢q(cos & — sin & cot a) + sin @, sin & csc a.
Istanbul - New York arasinda ¢ = ¢, oldu-
gundan, 6zel olarak ¢; = ¢, = ¢ haline bakalim.
(4)’ten tan § = csc a — cot a ¢ikar. Bunu kulla-
narak,
sin A = sin @q(cos & — sin & cot o) + sin @, sin & csc o
= sin @(cos & — sin & cot a + sin & csc o)
sin @(cos § + sin § (csc o — cot a))
sin ¢(cos & + sin & tan &)
sin ¢ / cos & = sin @ sec &

buluruz. (Buradaki & degeri yukardaki tan & = csc a
— cot a formiiliinden bulunur).

Istanbul-New York ucusunda bu deger (sizin
de hesap makinasiyla hesaplayabileceginiz gibi)
54°den biraz fazladir, yaklagik olarak 54° kuzey
22° bati. Bu nokta Atlantik Okyanusu’nda bir yer-
de; kuzey kutbuna olan uzakhigi 4007 km. Bir fikir
vermesi i¢in Hamburg sehrinin enleminin yaklagik
53° kuzey oldugunu ve Istanbul’un kutba uzaklig:-
nin yaklagik 5455 km oldugunu belirtelim.

En optimal rota buyik g¢ember tzerindedir
ama aslinda ugaklar bu rotay1 takip etmekte hig
serbest degil. Uluslararasi hava koridorlarini kulla-
narak Istanbul-New York arasinda ugmak zorun-
dalar. Biyuk ¢ember rotasi en kestirme yol, ancak
ozellikle denizde bu rota bazi tehlikeleri de berabe-
rinde getirir. Titanik transatlantiginin bu rotayi ta-
kip ederken buzdagina ¢arptigini hatirlayalim! &
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