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Oklld Geometrlsmm Belitleri

atematigi-belitsel” (aksiyomatik) olarak

l\ / I yazili ilk yansitan Oklid’dir. Elemanlar

(MQ.300) adl1 kitabinda, ki bu kitap bin

ylldan.'fe_izla Batr’da ders kitab: olarak okutulmus-

tur, geometri i¢in asagidaki bes beliti (aksiyomu)
vermistir:

1. Herhangi iki noktadan bir dogru gecer.

2. Herhangi bir dogru parcasi sonsuza kadar
bir dogru olarak uzatilabilir.

3. Bir dogru parcasi verildiginde, merkezi, ve-
rilen dogru parcasimin bir ucunda olan, yaricapi ise
verilen dogru parcasi olan bir cember cizilebilir.

4. Tiim dik acilar estir.

Son belit i¢in koltugunuza iyice yapigin:

5. Eger iki dogru parcasi iiciincii bir dogru
parcasini, dar ic aglarimn toplamz iki dik acidan
az olacak bigimde keserse, o zaman ilk iki dogru
parcast, yeterince uzatilirsa, iiciincii dogrunun top-
lanan i¢ acilarimm oldugu tarafta kesisirler.

Tarihsel olarak bunlara belit degil postulat de-
nir. “Belit” denen onermeler,

X =yvey=zise 0zaman x = g
gibi sadece geometriye degil, tim matematige ve
hatta mantiga ve diiginmeye 6zgii ¢ok genel 6ner-
melerdir. Biz daha modern bir terminoloji kullana-
rak Oklid’in postulatlarma belit diyecegiz.

Belitlerin Anlamm

Yukardaki belitleri teker teker ele alalim.

Birinci belitin ne dedigi cok belli: Verilen iki
noktadan bir dogru geger diyor. Bundan daha agik
bir sey olamaz.

Yalniz, dikkat ede- -
lim, bu belit, iki nokta-
dan tek bir dogrunun
gectigini  soylemiyor;
bu iki noktadan gecen en az bir dogru oldugunu
soyliyor. Iki noktadan tek bir dogrunun gectigi di-
ger belitler kullanilarak kanitlanmalidir.

Yukarda agiklama amaciyla cizdigimiz sekli
asagidaki gibi cizseydik acaba okurun kafasi karigir
muiydi? Karismasin! Bu, sadece ve sadece bir resim...

verilen iki nokta

bu iki noktadan
gegen dogru
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verilen iki nokta

Soyutlamay1 da-
ha daha abartip nok-
talari dogru olarak
dogrular1 da nokta °
olarak  cizebilirdik
ama her geyin bir si-
nirt oldugunu digiindik.
Ikinci belitin de ne

bu iki noktac
gecen dogru

verilen dogru

dedigi oldukga acik: Bir parcast

dogru pargasi sonsuza dogru parcasini
kadar bir dogru olarak . i‘;gi:ﬁadlggfjr
uzatilabilir diyor, daha A

ne desin!
Ama gene dikkat! Belit, dogru parcasinin tek
bir dogru olarak uzatilacagini séylemiyor. Dogru
parcasinin tek bir dogru olarak uzatilacagi miim-
kiinse diger belitler kullanilarak kanitlanmali.
Uciincii  belitin
de anlami ¢ok belli.
Daha daha anlagilsin
diye yanda bir res-

- Verilen dogru pargasi

verilen dogru

: _ar(;a51n1n
mini yaptik. ir ucu
Dordiinct belitte v\|Qllﬂ€blldlgl

“eslik” diye bir soz-
ciik gegiyor. Herhal- .
de bu belit, bir dik
acinin bir bagka dik
acinin ustiine (otele-
nerek, dondiiriilerek
ve bir dogruya gore
simetrisi  alinarak,
yani mesafeleri degis-
tirmeyen dontigtimler
uygulanarak) tagina-
bilecegini soyliiyor.
Beliti bu anlamda an-
lamak lazim.

Besinci belit, ne

37° dondiir

simetrisini al

k651§1m noktasi (tiginci
%runun agilarinin
ndugu bolgede)

“‘x‘uzatllan dogru parcalari

verilen iki
dogru parcasi

yalan  soOyleyelim
anlamasi zor, anla-
diktan sonra yaz-

mast daha da zor.

ugtinct dogru

toplami 180°°den
kugiik olan i¢ agilar

soylenen cember
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Sekli bir onceki sayfada kaldi. Bu belit aslinda
“paralel olmayan dogrular kesisir ve kesisim
noktast da dogrularin birbirine yaklastig: taraf-
tadir” demek istiyor.

Belit Nedir?

Geometrinin belitlestirilisi (aksiyomatiklestiri-
lisi) sadece matematik tarihinde degil, insanlik ta-
rihinde bir devrimdir, hatta devrimlerin en onemli-
lerindendir. Nasil “tekerlegin icad1” insanlik tari-
hinde (biraz simgesel de olsa) bir doniim noktasi
olarak addedilirse, bu da oyledir.

Belit, dogrulugu tartigilmadan kabul edilen
onerme demektir.

Dikkat!  “Belitler dogru-
dur”dan bambagka bir sey soyle-
dik. “Belitler dogrudur” demedik
kesinlikle. Belitler, sadece kabul
edildiklerinde dogrulugu tartigil-
mayan onermelerdir. Sadece kabul
edildiklerinde... Kimse belitleri ka-
bul etmek zorunda degil. Ama ka-
bul edildiklerinde, artik tartigila-
mazlar.

Belit Olmadan Asla!

Belitler matematikte gerekli-
dir, belitler olmadan matematik
yapilamaz, hatta matematige bas-
lanamaz bile! Ciinkii matematik
tumdengelen bir ugras dalidir, yani
genelden ozele iner; matematikci daha 6nce kanit-
lanmig onermelere ¢tkartm kurallart denilen bazi
akil yuritme (kanit) yontemleri uygulayarak yeni
onermeler kanitlar. Ve
¢ikarim kurallar1 oyle
kurallardir ki, eger uy-
gulandiklar1 onermeler
dogruysa, o zaman elde
edilen (yani “kanitla-
nan”) yeni Onerme de
dogrudur. Tabii burada
mantiksal anlamda “dogru”nun ne demek oldugu-
nu da agiklamak gerekir, ama bunu bir bagka ya-
zimizda yapariz.

Daha once kamitlanmig Onermelerimiz yoksa
yeni bir onerme kanitlayamayiz, c¢iinkii ¢ikarim
kurallarimiza uygulayacagimiz 6nermeler olmali-
dir. Cikarim kurallari, “su, su ve su onermeler ise
o zaman bu 6nerme” tiiriindendir. Illa ve illa “su,
su ve su Onerme” olmali. Hicbir ¢ikarim kurah

Kanitlanmig 6nermeler

Kanit yontemleri

y

Kanitlanan énerme
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dogrudan bir 6nermeyi vermez, baska onermeleri
temel alarak yeni onermeler verir.

Belitler olmadan ilk 6nermemizi kanitlayama-
yiz; belit yoksa ve heniiz hi¢ teorem kanitlanma-
migsa, yani daha isin en bagindaysak, ¢cikarim ku-
rallarimizi hangi 6nermelere uygulayacagiz? Illa
bir baslangi¢ noktamiz olmali. Nasil yoktan bir sey
varolmazsa, varsayim olmadan bir gercek de elde
edilemez. Bir gercege ancak bir bagka gercekten
hareket ederek ulasabiliriz.

Belitler olmadan ilk kanitimiza baglayamayiz.
Dolayisiyla kabul edilmis belitler olmadan birinci
onermemizi kanitlamamiz mumkin degildir. Belit-
ler iste bu yiizden gereklidir.

Bizim belitlerimizi begenmi-
yorsaniz kendinize baska belitler
begenin, ama mutlaka en az bir be-
litiniz olsun. Belitsiz matematikgi
dilsiz sopranoya benzer.

Belitlerin Ozellikleri

Her aklina esen her 6nermeyi
belit olarak kabul edemez. Bir beli-
tin diger belitlerden hareketle ka-
nitlanamiyor olmasi arzu edilir.
Neden derseniz... Glzel olmaz da
ondan! Bagka hicbir nedeni yok.
Kanit1 olan bir 6nermeyi neden ka-
nitsiz dogru varsayalim ki!

Oldu olacak dogru olan biitiin
onermeleri belit olarak kabul edin
de kanit denen dertten kurtulun!

Ornegin Pisagor Teoremi yukardaki belitler-
den hareketle kanitlanabildiginden (sanirim ka-
nitlanabilir, emin degilim, ¢linkii bu belitlerde
onemli birkag eksik var, 6rnegin bu belitlerle ke-
sigmesi gereken bazi cemberlerin kesisecegi, do-
layisiyla bazi tiggenlerin varhigi kanitlanamaz),
Pisagor Teoremi’nin bu belitler arasinda bulun-
masi yakisik almaz. Buna belitlerin bagimsizlig
ilkesi denir.

Ayrica, belitler, kanitlanamayan ama “dog-
rulugu su gotirmeyen” onermelerden olugmali-
dir. Ornegin hi¢ de bariz olmayan Morley Te-
oremi’ni [bkz. MD-2003-1V, sayfa 64-69], ka-
nitlanmis bir Onerme olmasaydi bile, bir belit
olarak kabul etmemeliyiz. Bu arada, belitlerde
artik bu son 6zelliginin aranmadigini da belirte-
lim. Bu paragrafta ifade edilen ge¢miste kalmig
bir arzudur.
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Beginci Belit

Eski Yunandan beri matematikgiler Oklid’in ilk
dort belitinin “dogrulugu ¢ok belli olan” 6nerme ol-
duklar1 konusunda hemfikir olmuslar, ancak begin-
ci belitin dogrulugunun pek o kadar da bariz olma-
digin1 diisinmiiglerdir. Dolayisiyla beginci belitten
rahatsiz olmuslar, bu onermenin belitler arasinda
bulunmamasi gerektigini diigiinmiiglerdir.

Oklid bile bu belitten rahatsiz olmus olmali ki,
Elemanlar’da kanitladig: ilk 28 onermede beginci
beliti kullanmayip sadece ilk dort belitle yetinmis,
ama daha fazla dayanamayip 29’uncu 6nermede
besinci belite bagvurmustur.

Sadece ilk dort beliti kabul eden geometriye
mutlak geometri denir. Oldukca basit bir geomet-
ri oldugundan pek revagta degildir.

Besinci Belit sorunu kargisinda matematikgile-
re iki secenek kaliyor: Ya bu belitin yerine daha
dogal ve dogrulugu daha bariz goriinen bir belit
kabul edilecek ya da bu belit diger dort belitin yar-
dimiyla kanitlanacak.

Birinci secenek yolunda ilerlemeler kaydedil-
migse de, ikinci secenek yiizyillar boyunca basari-
sizliga ugramistir.

Birinci Secenek. Beginci belit su onermeyle es-
degerdir (yani biri dogruysa digeri de dogrudur):

Bir dogruya bu dogrunun iistiinde olmayan bir
noktadan tek bir paralel gecer.

Ancak bu onerme de “yeterince bariz” kabul
edilmez.

John Wallis beginci belit yerine
dogrulugu sezgisel olarak daha ko-
lay kabul edilebilecek su 6nermeyi
sunmustur:

Herbangi bir iicgen, acilar: de-
Sistirilmeden ve oranlart bozulma-
dan istendigi kadar biiyiitiilebilir
va da kiiciiltiilebilir.

lis

Ama Wallis’in bu 6nerisi pek dikkat ¢ekme-
mistir. Anlagilan matematikgiler tum dikkatlerini
beginci beliti kanitlamaya dikmisler ve birinci sece-
negi isin kolaymna kagmak olarak algilamuglar.

Ikinci Secenek. Matematikgiler ne yapip etmis-
lerse de, birturlii beginci beliti diger belitlerden ha-
reketle kanitlayamamiglardir. Bunu nerdeyse bir
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onur ve gurur sorunu haline getirmigken, 1823’te
besinci belitin kanitlanamayacagi anlagilmig (Janos
Bolyai ve Lobachevski ve sessizce Gauss) ve Oklid-
dis1 geometriler kesfedilmistir. Bolyai, Lobachevski
ve Gauss’un buldugu geometride bir dogruya bir
noktadan sonsuz tane paralel gecer. Daha sonra
Riemann, paralel dogrularin hi¢ olmadigi, yani
tim dogrularin kesistigi geometriler kesfetmigtir.
Soylemeye gerek var mi: Tim bu geometrilerde ilk
dort belit dogrudur.

Bu ¢ok ama pek ¢ok 6nemli konuyu bir bagka
sayimizda oldukga ayrintili bir bicimde isleyecegiz.
Biz esas konumuza geri donelim.

Tanimsiz Terimler

Oklid’in bu belitleri biraz fazla insansal, duyu-
larimiza ve sezgilerimize biraz fazla sesleniyor. Or-
negin “sonsuza kadar uzatmak” ya da “i¢ acilari-
nin oldugu tarafta” ne demektir?

Belitlerin tam ne dedikleri belli olmali, tartis-
maya yer kalmamali. Bu belitlerin ne dedikleri tam
belli degil.

Ote yandan Oklid’in belitlerinde oldugu gibi
boyle tanimlanmamis terimlerin olmasi ¢ok dogal
ve hatta kaginilmaz.

Soyle bir ornek vereyim: Diyelim Macarca tek
bir kelime bilmiyorsunuz ve elinizde Macarcadan
Macarcaya bir sozlitk var. Sozlilkte Macarca bir
sOzciige bakiyorsunuz anlamini anlamak igin. Soz-
ciigiin tanimi da Macarca oldugundan, tanimi an-
layamiyorsunuz elbette. Bu sefer tanimda bulunan
sozctiklere bakiyorsunuz sozlikte. Onlarin da tani-
m1 Macarca... Sozlitkte bunlara da bakmaniz gere-
kiyor... Bu boyle siirer gider. Bir kelime Macarca
bilmediginizden, Macarcadan Macarcaya bir sozlii-
ge bakarak tek bir Macarca kelime 6grenemezsiniz!
Opysa birkag kelime bilseniz... Hiyeroglif de boyle
¢oziilmemis midir? Bir kral adi, bir savas adi oku-
nur okunmaz gerisi ¢orap sokigii gibi gelmistir.

Matematikte de aynen boyledir. Tanimi veril-
meyen terimler olmalidir. Bu tanimi verilmeyen te-
rimleri bildigimizi varsayip baska seyler anlamaya
ve anlatmaya c¢alismaliyiz.

Tanimi verilmeyen bu terimlere asal terimler
denir. Asal terimsiz derdimizi anlatamayiz.

Asal terimler igin ¢esitli seceneklerimiz olabilir.
Eger T kavramindan S kavrami ve § kavramindan
T kavrami tanimlanabiliyorsa, o zaman T terimini
asal terim olarak kabul edecegimize S terimini asal
terim olarak kabul edebiliriz, ya da tam tersini ya-
pabiliriz. Se¢cim matematikginin zevkine kalmustir.
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Ne de olsa asal terimlerin olabildigince “dogal”
kavramlar olmasi gerekir ve neyin “dogal” olup
olmadigi da kisiden kisiye degisebilir.

Sadece “kiime” ve “elemani olmak” kavramla-
rini asal terim olarak kabul edip kiimeler kuramiy-
la ige baglayabilir ve geometri de dahil olmak tize-
re tim matematigi inga edebiliriz. Ama bunu yap-
mak herkesin isine gelmeyebilir. Ornegin bir lise
Ogrencisinin geometri 6grenmek igin ta kiimeler
kuramindan baglamasi pek pedagojik sayilmaz. O
zaman sadece geometriyi inga etmek i¢in “nokta”,
“dogru”, “duzlem” gibi asal terimler kabul edilir.
Ama bu asal terimlerin kiimeler kuramindan hare-
ketle matematiksel olarak tanimlanabilecegini bi-
linmelidir.

Ayni gey belitler igin de gecerlidir. Bir kismini
MD-2003-IV sayisinda verdigimiz kimeler kura-
minin belitleriyle, geometri de dahil olmak tzere
tim matematigi insa edebiliriz. Ama sadece ge-
ometriyi 6grenmek isteyen biri icin bu hi¢ de pra-
tik bir yontem degildir. Sadece geometriyi ogren-
mek isteyen birine dogrudan geometrinin belitleri
verilmesi her seyi ¢ok daha kolaylastirir, ama bu
kisi geometrinin belitlerinin kiimeler kuraminin
belitleriyle kanitlanabilecegini bilmelidir.

Ve Hilbert Sahnede!

Hilbert, 1899°da Geometri’nin Temelleri
(Grundlagen der Geometri) adh
yapitinda Oklid’in yapmak istedi-
gini (bugtinkii anlamda) ¢ok daha
matematiksel olarak yapmustir.

Yazinin devaminda Hilbert’in
Oklid geometrisinin belitlerini ve-
recegiz.

Once Hilbert’in kabul ettigi
asal terimlerin listesini vermemiz
gerekiyor. Bunlar tam 6 tanedir:

® Nokta

® Dogru

¢ Diizlem

e Ustiinde / Igeriyor

® Arasinda

e Es

Bu terimlerin anlamini anlamaya ¢alismayaca-
g1z, anlayamayiz da. Bunlar1 boylece tanimsiz ka-
bul edecegiz ve kullanacagiz. Ama, 6rnegin, “lg-
gen”i matematiksel olarak yukardaki terimleri kul-
lanarak tanimlamamiz gerekir, “liggen”i tanimla-
madan “licgen”den sozedemeyiz.

David Hilbert
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“Nokta” elbette sezgilerimizle algiladigimiz
“nokta” yerine kullanilacak, ama tam matematik-
sel tamimi sadece geometri kullanilarak verilemez.
“Nokta” (matematigin degil ama) geometrinin
asal terimlerinden biridir.

Ik ii¢ terim (nokta, dogru ve diizlem) nesne
adlari, son lg terim ise iki ya da li¢ nesne arasinda-
ki olasi iligkilerin adlari. Ornegin bir dogru bir
diizlemin ustiinde olabilir ya da olmayabilir, bir
nokta bir dogru ya da bir diizlem ustiinde olabilir
ya da olmayabilir, bir nokta diger iki noktanin ara-
sinda olabilir ya da olmayabilir. Eglik iligkisi ise
ilerde tanimlanacak olan “dogru parcalari” ve
“agilar” arasinda bir iligki olacak. Iki dogru parca-
sinin ya da iki aginin es olmasi, sezgisel olarak o
dogru pargalarinin uzunluklarinin ya da o agilarin
oOlgtilerinin egit olmasi anlamina gelecek.

Hilbert’in ilk belitini soyle yazabiliriz:

Verilmis herhangi iki noktay: iceren bir dogru
vardir.

verilen iki nokta

bu iki noktadan
gecen dogru

Bu aynen Oklid’in birinci beliti. Arada hicbir
fark yok. Ancak Hilbert en azindan nokta ve dog-
ru kavramlarinin tamimlanmadan verilmesi gerek-
tigini soylemis.

Iste Hilbert’in geometri belitleri.

I. Kapsam Belitleri
Hilbert’in ilk iki belitini tek bir belitte toparla-
makta bir sakinca gérmiiyoruz:

L1-1.2. Verilmis herbangi iki degisik noktay:
iceren tek bir dogru vardir.

A ve B noktalarindan gecen bu dogruya bun-
dan boyle AB adini verelim.

I.3. Her dogru en az iki nokta icerir. Ayrica,
aymi dogru iistiinde olmayan (yani dogrusal olma-
yan) en az ti¢ nokta vardir.

Bu son belitin birinci kismi ¢ok basit geometri-
leri ilgi alanimiz diginda birakmak icin yazilmugtir.
Okur, eglenmek igin, her (ya da en az bir) dogru-
nun en fazla iki nokta icerdigi “dejenere” geomet-
rileri bulmaya ¢aligabilir.
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Bicimsel Yazilim

Daha matematiksel olmak istiyorsak soyle
yapmaliydik: P, noktalar kiimesi ve L de dogru-
lar kiimesi olsun. Bir A nesnesinin nokta oldu-
gunu belirtmek icin P(A), bir I nesnesinin dogru
oldugunu belirtmek i¢cin L(l) yazalim. Eger bir A
noktasi bir | dogrusunun ustiindeyse (ya da |
dogrusu A noktasini iceriyorsa), A € | yazalim.
O zaman, “verilmis herhangi iki degisik noktayi
iceren bir dogru vardir” onermesi soyle yazilabi-
lir: P(A) ve P(B) ise, Oyle bir I vardir ki

L(l),AelveBel.

Matematiksel dilde bu da soyle yazilir:

7A7B ((P(A)AP(B)) -3l (LW AAelABel)
Hilbert’in aklinda olan bu son yazilimdir. An-
cak bigimsellik boyle u¢ noktada alindiginda,
matematik ruhsuz ve hatta anlamsiz bir ugras
alani olur. Onemli olan belitleri yukardaki gibi
bigimsel olarak yazmak degil, az ya da ¢ok ug-
ragarak belitlerin boyle bicimsel olarak yazilabi-
lecegini bilmektir. Yukardaki bigimsel yazilimin
okunusu soyledir:

7A : A ne olursa olsun,
7B : Bne olursa olsun,
P(A) : [eger] A bir noktaysa
A : ve

P(B) : B bir noktaysa,

—  : ozaman

3l : Oyle bir 1 vardir ki,
L(l) : 1 bir dogrudur

A : ve

A el : A, I dogrusundadir
A : ve

B el : B, I dogrusundadir.

Sezgisel olarak ve aligageldigimiz egitimde, bir
dogru, tstunde bulunan noktalar kiimesidir. Ama
Hilbert’in sundugu bicimde 6yle degil, bir dogru,
noktalarimin kiimesi olarak tanimlanmadi, hatta
hi¢ tanimlanmadi, tanimsiz terim olarak alindi.
Ama artik bir dogruyu ustiindeki noktalar kiimesi
olarak algilayabiliriz. Nitekim, birinci belite gore,
iki dogrunun sadece iki noktasi ortaksa bile bu iki
dogru birbirine esit olurlar ve ikinci belite gore de
her dogrunun tstiinde en az iki nokta vardir. Bun-
dan boyle bir dogruyu ustiindeki noktalar kiimesi
olarak algilamanin hi¢bir mahsuru yoktur.

Her diizlemi de tstiindeki noktalar kiimesi ola-
rak algilayabilecegiz. Umariz okur hangi belitler-
den hareketle boyle bir varsayimda bulunabilecegi-
mizi algilayabilecektir.
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1.4-1-5. Dogrusal olmayan herhangi iic noktay:
iceren tek bir diizlem vardwr. Her diizlemde en az
bir nokta vardir.

A, B ve C’yi iceren bu bir tane oldugunu bildi-
gimiz dizleme bundan boyle ABC adini verelim.

Simdilik bir diizlemde dogrusal olmayan ii¢
nokta oldugunu bilmiyoruz. Bu, ilerdeki belitler
kullanilarak kanitlanabilir.

L.6. [ki nokta bir diizlemdeyse, o iki noktadan
gecen dogrunun tiim noktalart da o diizlemdedir.

Yukardaki belitlerden, bir dogruyu ve o dogru-
da bulunmayan bir noktayi1 igeren tek bir diizlemin
oldugu kolaylikla kanitlanir. Ayrintilar1 okura bi-
rakiyoruz.

1.7. Eger iki diizlemin ortak bir noktas: varsa,
ortak bir baska noktas: daha vardir.

Yukardaki belitlerden kesisen iki diizlemin tam
bir dogruda kesistikleri kanitlanabilir. Boylece ge-
ometrinin boyutunun 3’ten biiyuk olmadig anlagilir
(yoksa tek noktada kesigen diizlemler olurdu, 6rne-
gin dort boyutlu geometride x =y=0vez=¢=0
duzlemleri sadece (0, 0, 0, 0) noktasinda kesisirler.)

1.8. Ayni diizlemde olmayan dort nokia vardir.

Bu belit tek diizlemi olan geometrileri kapsam
disinda birakmak i¢in yazilmistir. Yani diizlemin
boyutu en az 3 olmalidir. Boylece bu belitlerin ta-
nimladigi diizlem tam 3 boyutlu olacakuir.

II. Siralama Belitleri

“Arasindalik” kavramini da tanimlamadan
kabul ettigimizi animsatirim. Arasindalik bir iligki-
dir, ti¢ nokta arasinda bir iligki. Sezgisel olarak, “A
noktasi1 B ve C noktalar1 arasindadir” demek, bu
i¢ nokta ayni dogru ustiindeler, birbirinden degi-
sikler ve A noktasi gercek hayatta hissettigimiz an-
lamda B ve C noktalari arasindadir olarak yorum-
lanmalidur.

Eger A noktasi B ve C noktalarinin arasinday-
sa, bunu A-B-C gibi gorsel olarak gosterebiliriz.

IL.1. Eger bir A noktast B ve C noktalarimn
arasmdaysa, o zaman bu ii¢ nokta birbirinden de-
Sisiktir ve dogrusaldirlar. Ayrica A noktas: C ve B
noktalarimin da arasmdadir.
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Bu belit arasindalik iliskisinin tahmin ettigimiz
gibi bir iligki oldugunu soyliyor. Son kisim B-A-C
ise C-A-B’dir diyor. Bir sonraki belit, noktalarin
“yogun” oldugunu soyleyecek:

IL.2. Herbangi iki nokta arasmda bir baska
nokta vardir.

IL3. Dogrusal iic degisik nokta verildiginde
bunlardan biri ve sadece biri diger ikisinin arasmn-

dadr.

Bundan boyle A ve B arasindaki noktalar kii-
mesini [AB] olarak gosterelim. Bu kiimeye bir de
ayrica A ve B noktalarini ekleyelim. II.1’den
[AB’nin her noktasinin
AB dogrusunda oldugu
anlagihr. [AB]ye dogru
parcasi ya da (kapali) aralik diyelim.

A

IL4. A, B ve C dogrusal olmayan ii¢c nokta ol-
sun. |, ABC diizleminde
bir dogru olsun. Eger |,
[AB)’nin bir noktasmdan
gegiyorsa, o zaman |,
[AC] ya da [BCI'nin de
bir noktasimdan gecer.

Arasindalik iligkisinin her dogru tizerinde bir-
birinin zidd1 iki siralama verdigini okur farketmis
olabilir. Bir sonraki boliimde bunu isleyecegiz.

III. Eslik Belitleri

Eslik de siralama gibi bir iligkidir, iki dogru
pargasi (ya da birazdan tanimlayacagimiz iki aci)
arasinda bir iligki. “Iki dogru parcasi es” demek,
sezgisel olarak, bu dogru parcalarinin uzunluklar
ayni demektir.

A herhangi bir nokta ve 1, A’dan gecen her-
hangi bir dogru olsun. | istinde A’dan degisik
herhangi bir B noktasi alalim. A’nin, B ve C nok-
talarinin arasinda oldugu C noktalar kiimesine
A’nin Pdeki bir taraft denir. A’nin bir dogru tze-
rinde iki tarafi oldugu kanitlanmalidir.

cC A B
S >
A’nin bir tarafi
B A C

A’nin B’yi iceren tarafina AB stz adi verilir.
AB gininin baslangi¢ noktast A’dir. Bazen AB’nin

bir dogru degil de bir 151n oldugunu belirtmek igin
APB’nin ustine soldan saga dogru bir ok konur,
ama biz yazilimi agirlastirmamak taraftariyiz.

Bir sonraki belit bir dogru parcasini uzayda
uzunlugunu bozmadan istedigimiz gibi dolastirabi-
lecegimizi soyluyor:

IL.1. A ve B iki farkli nokta olsun. | herhangi
bir dogru ve A', | iizerinde berbangi bir nokta ol-
sun. O zaman A' noktasimn A B

Vdeki herbangi bir tarafinda N
/M

[AB] ve [A'B’] dogru parca-
larimin es oldugu bir B' nok-
tast bulunabilir.

I.2. Eger iki dogru parcas: iiciincii bir dogru
parcasma esse, o zaman o iki dogru parcasi da estir.

Eger [AB] ve [CD] dogru parcalar1 esse (es-
lik’in tanimsiz bir terim oldugunu unutmayalim),
bunu [AB] = [CD] olarak gosterelim.

II1.3. A, B ve C noktalar: dogrusal olsun. Sade-
ce B noktasimin hem [AB] hem de |[BC] dogru par-
calart iistiinde oldugunu varsayalim. A’ B' ve C'
aymi ozellikleri saglayan iic nokta olsun. Eger [AB]
~ [A'B'] ve [BC] =~ [B'C'] ise, o zaman [AC] ~
[AC].

A B C

Sirali verilmis ti¢ degisik A, B, C noktasina
ABC ya da ZABC agist adh verilir.

B noktasina ABC agisinin #epe
noktast denir. ABC agis1 BA ve BC
isinlariyla (BA, BC) olarak da ifade B
edilebilir.

ABC yazilimi, hem bu noktalardan gegen bir
diizlemi hem de bir aciy1 temsil ediyor. Birazdan
ayrica bir de bir tiggeni temsil edecek! Karisikliga
neden olabilir mi? Olabilir, ama az bir ihtimal. Sa-
dece birazcik dikkatli olmak gerekiyor o kadar.
Cok gerekiyorsa bu ti¢ yazilim arasinda kiiciik isa-
retler yardimiyla ayrim yapilabilir. Bizim buradaki
amacimiz yazilimi standart hale getirmek ya da ge-
lecekte karsilagilacak zorluklari engellemek degil,
amacimiz sadece Hilbert’in belitlerini sunmak. Bu-
nun i¢in de en kolayimiza gelen yazilimi kabul edi-
yoruz.
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Ayni sey tanimlar icin de gegerli olacak. Bir ti¢-
genin okullarda nasil tamimlandigini bilmiyorum
(ve umurumda da degil!) Birazdan ticgeni ti¢ degi-
sik ve sirasiz nokta kiimesi olarak tanimlayacagim.
Eger amacima ulagsmak icin bu tanim igime ve ko-
layima geliyorsa, bu tanimi kabul edecegim. Sonug
olarak bu dergi bir muhendislik dergisi degil, soyut
matematik dergisi!

Devam edelim.

a bir dizlem ve I, a diizleminde bir dogru ol-
sun. A ve B noktalari, a diizleminde olan ama P’de
olmayan iki nokta olsunlar. Eger [AB] dogru par-
¢ast | dogrusunu kesmiyorsa, A ve B noktalari
I’nin aym tarafindadir denir. o diizleminde olan

S [

(04

Ayni tarafta olan noktalar Ayri taraflarda olan noktalar

her 1 dogrusu a’da olan ama I’de olmayan nokta-
lar1 kesismeyen iki altkiimeye ayirir ve bu sayede
P’nin ayni tarafinda ya da ayri taraflarda olan nok-
talardan sozedebiliriz.

Eslik iligkisini tanimsiz olarak acilara da uygu-
layacagiz.

Aslinda dogru pargalarinin egliginden agilarin
esligi (ii¢ kenari eg ticgenler sayesinde) tanimlana-
bilir. Dolayisiyla eslik iligkisi sadece dogru pargala-
r1 i¢in tanimsiz olarak sunulabilir ve agilarin egligi
daha sonra bir tanim olarak verilebilirdi. Biz gene
de Hilbert’i izleyelim. Mutlaka bir bildigi vardir.

IL.4. ABC bir agi olsun. A, B ve C’nin dogru-
sal olmadiklarmi varsayalim. 1, bir o diizleminde
bir dogru olsun. A' ve B', | iizerinde iki farkli nok-
ta olsun. n, o diizleminde Vnin bir tarafi olsun. O
zaman w’de oyle bir C' noktast vardwr ki, A’'B'C’ ve
ABC agilar: estirler. Ayrica, eger C" bu ozellikleri
saglayan bir baska noktaysa, A'C’ dogrusu A'C"
dogrusuna esittir.

I’nin & tarafi
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Sirasiz ti¢ noktaya siggen denir. Biz tiggenlerin
¢ noktasinin birbirinden farkli olduklarini ve dog-
rusal olmadiklarini varsayacagiz. Eger noktalar A,
B ve Cise {A, B, C} iiggeni ABC olarak yazilir. Ta-
bii ABC tiggenini BAC, BCA vb gibi de yazabiliriz.

Yaziyt okuyan geometrici ve esasli geometrici
Mustafa Yagcr bu iicgen tanimi konusunda bana
soyle kitkredi: “Yazinizda dogrusal olmayan (sira-
s1z) i¢ noktaya tiggen denir demigsiniz. Acik¢asi hig-
bir yerde boyle bir tanima rastlamadim. Bunda bir
yanhiglik m1 var yoksa anlamaya yetmiyor muyum,
onu da anlamadim. Uggenin tanimin1 bagira bagira
ogrettigim, beg kere tekrarlattigim, soyleyemeyeni
derse almadigim 6grencilerimin bu yaziy1 okudukla-
rint diigiindiim bir an. Ne soylerim acaba?”

Dogrusu ben de yukardaki tanimi kafadan at-
mustim! Hilbert nasil yapmug diye bakmamigtim bi-
le. Onemli olmadigindan... Asagi yukari o da boyle
yapmustir, bagka nasil yapacak? Simdi baktim. Hil-
bert bir tiggeni {AB, BC, CA} dogru parcalart kii-
mesi olarak tamimlamig. Asagidaki beliti yazmadan
once de, bundan boyle bir ticgenin ti¢ dogru parca-
sinin dogrusal olmadigini varsayacagini soylemis.

Hilbert bir ti¢cgeni ti¢ kenariyla tanimlamus,
bense ii¢ tepe noktasiyla tamimladim. Iki tanim
arasinda matematiksel olarak hicbir ayrim yoktur.

Ama Mustafa Yagci da hakli. Okullarda sade-
ce matematik degil, matematikle birlikte bir de ha-
yat bilgisi ogretilir. Ucgenin hayatta ne anlamda
kullanildigini 6grenciler bilmeli. Ama bizim mate-
matik diginda bir kaygimiz yok ki... Bizim igin ti¢-
genin kendisi ya da tanimi degil, iicgenin 6zellikle-
ri onemli! Yeter ki ticgenle ilgili teoremleri kanitla-
yabilelim, bagka bir sey umurumuzda degil. Soyut
matematigi insansoyunun diger biitiin ugras alan-
larindan ayiran bu o6zellikten MD-2003-1V, sayfa
9-13’te sozetmistik.

Ayrica asagidaki beliti yazmak icin illa bir ti¢-
genden sozetmek gerekmez, licgensiz de yazilabilir

bu belit...

ML5. Eger ABC ve A’B'C' ii¢genleri icin, |AB]

~ [A'B], [AC] = [A'Cl ve 4 c
ZBAC ~ ZB'A'C’ eslikleri C a
gecerliyse, o zaman /ABC ~ 9

LA'B'C’ esligi de gegerlidir. B B

Simdi meshuuur parallellik belitini verecegiz.
Bu beliti Oklid’in diger dért belitinden yola ¢ika-
rak kanitlamak i¢in heba edilen ana siitiintin had-
di hesab1 yoktur.
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IV.1. Paralellik Beliti. | herbangi bir dogru ve

A, P’de olmayan herbangi bir nokta olsun. O za-

man A ve Vyi iceren diizlem-

i de bulunan, A’dan gecen ve

Pyle kesismeyen en fazla bir
dogru vardar.

A
..-®

V. Siireklilik Belitleri

Bu boliimde verecegimiz iki belit bir dogrunun
gergel sayilarla kodlanabilecegini soyleyecek.

Birinci belit gercel sayilarin su ozelligini ifade
edecek: & > 0 ne kadar kiiciik bir say1 olursa olsun,
eger n dogal sayisi yeterince biiytik alinirsa, n¢ sa-
yis1 her gercel sayiy1 geger.

V.1. Arsimet Beliti. [AB] ve [CD] herbangi iki
dogru parcast olsun. O za-
man oyle bir k dogal sayis:
vardiwr ki, [CD]’ye es k tane
dogru parcast, A’dan bagla-
narak ardarda AB isvunda
pesisira siralandiginda, B
noktast gecilir.

Bir sonraki belitin neden gerekli oldugunu
aciklamamiz gerekiyor.

Yukardaki belitleri kullanarak, bir birim uzun-
lugunda bir dogru parcasi verilmigse (uzunlugu ta-
mimlamadik, ama hayal edin!) o zaman iki birim
uzunlugunda bir dogru parcasi inga edebiliriz. Hat-
ta V2 uzunlugunda bir dogru parcasi da insa edile-
bilir. Ama 7, e, 213 uzunlugunda dogru parcalar
yukardaki belitlerle insa edemeyiz.

Bir sonraki belit de bu uzunlukta dogru parga-
larin inga edilebilecegini soylemeyecek, ama en
azindan o beliti kullanarak bu uzunlukta dogru
parcalarinin oldugunu kanitlayabilecegiz.

Sonuncu beliti Hilbert’in verdigi bi¢imde alma-
yacagiz, Hilbert’inki ¢ok karmasik. Hilbert’inkine
esdeger olan bir baska belit 6neriyoruz.

V.2. Dogrunun Tamlig: [Dedekind]. | herban-
gi bir dogru olsun. (I’yi ’nin noktalar1 kimesi ola-
rak gordugimuzi unutmayalim.) Sy ve S, kiimele-
ri su ozellikleri saglasin:

1)1=5,US,.

2.) Sl M Sz =.

3) 813,85, =9,

4) A, B € Sy ise [A, B] ¢ Sy,

5)A, B e S,ise[A, Bl <S,.

O zaman oyle bir O e | noktast vardir ki, her A
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S, B €8y, A# O, B+ O icin O noktast A ile B
arasindadir.

Var oldugu soylenen
/| O noktast

—I"/ |
|

<

21/3 Var mi? Bu belit sayesinde 21/3 uzunlugu-
nun oldugu kanitlanabilir. Kanitlayalim...
Kanitlayalim ama daha sayinin ne demek oldu-
gunu bile bilmiyoruz... Tanimlayacagiz. Her seyi
tanimlayacagiz. Yaziy1 daha fazla uzatmamak icin
ayrintilara girmeyip okurun anlayigina siginacagiz.
Once dik agiy1

tanimlayalim. A- C
O-B iligkisini sag- dik act )
. dik ag1
layan ti¢ nokta
alalim, yani O A /0 B

noktast A ve B
noktalarinin ara-
sinda olsun. C,
AB dogrusu ustiinde olmayan bir nokta olsun.
Eger AOC ve COB agilari egse, bu agilarin her bi-
rine dik a¢t denir.

Simdi “say1”y1 ta-
mmlayalim. Herhangi
bir x dogrusu alalim ve
x’in noktalarina say: di-
yelim. Yukardaki sekilde dort sayi gosterdik!

O € x herhangi bir nokta (yani say1) olsun. Bu
O noktasina ilerde 0 sayist diyecegiz. A € x,
O’dan degisik bir nokta (yani say1) olsun. Bu A
noktasina ilerde 1 sayisz
diyecegiz. Ilerde yapa- O
caklarimiz  agisindan
OA’y1 bir 151n olarak gormekte yarar var.

Simdi iki sayiy1 (yani x’in iki noktasini) ¢arp-
masini ve toplamasimi 6grenecegiz. Aldigimiz iki
sayiya u# ve v diyelim. Birazdan uv ve u + v adim
verecegimiz iki say1 tamimlayacagiz.

x’1 O’da dik kesen bir y dogrusu alalim. Boyle
bir y’nin varliginin kanitin1 okura birakiyoruz. Bu
x ve y dogrularina halk arasinda x ve y eksenleri
denir. Bu iki ekseni hep kullanacagiz. Ayrica y’de
bir B # O noktasi segerek y’de bir yon, yani bir OB
isin1 belirleyelim. Ayrica, OA ~ OB olsun.

Gorsel dikligin matematiksel higbir
anlami olmadigindan dik agilar
ozellikle “dik” ¢izmedik.

_sayilar

"4 A x

X

u 14

A

Carpma. u# ve v noktalarinin (sayilarinin) OA
1sin1 Uzerinde, yani O’nun “pozitif” tarafinda ol-
duklarini varsayalim.
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Asagidaki sekilden takip edin.

1) A’dan y eksenine bir paralel cizelim. (Bu
dogru ilerde x = 1 dogrusu olacak.)

2) Bu dik tizerinde ve x’in B noktasinin bulun-
dugu tarafta, Ou ~ Au’ esligini saglayan bir #’' nok-
tast secelim.

3) Ou' dogrusuyla v’den y’ye cekilen paralelin
kesistigi noktaya v’ diyelim.

4) v' noktasindan x’e bir paralel ¢ekelim. Bu
paralelin y’yi kestigi noktaya w diyelim.

5) OA 1511 tstiinde Ow ~ Oz egligini saglayan
bir z noktasi bulalim.
by
w

A
O !

u

Bu z noktasina # ile v sayilarmin ¢arpim diye-
lim ve bu sayiy1 uv olarak yazalim.

Elbette uv = vu, (wv)w = u(vw), uA = u, uO =
O gibi egitliklerin gosterilmesi gerekiyor, bunu
okura birakiyoruz.

Simdi de toplamay1 tanimlayalim.

Toplama. Gene # ve v noktalarinin OA 1g1m
ustiinde olduklarini varsayacagiz.

1) A’dan y’ye ve B’den x’e birer paralel ¢izelim.

2) Bu iki paralel C noktasinda kesigsinler.

3) OB 1sim1 tizerinde Ov' = Ov egligini saglayan
bir ' noktasi alalim.

4) v' noktasindan OC dogrusuna bir paralel
cekelim.

5) Bu paralel dogru #’dan y’ye cekilen paralel-
le #' noktasinda kesigsin.

6) u' noktasindan x’e bir paralel ¢ekelim. Bu
paralel y’yi w noktasinda kessin.

7) OA 1s1m1 Gzerinde Ow ~ Oz esligini saglayan
bir z noktasi alalim. Bu sayiy1 # + v bigiminde yaza-
lim ve adina u ile v noktalarinin toplamn diyelim.
P

w

LUV

b
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Eger u ve v noktalarinin her ikisi de OA 111
uzerinde degilse, uv ve u+v sayilari benzer bicimde
tanimlanirlar. Bu iki iglem, #(v + w) = uv + uw gi-
bi tahmin edilen tim esitlikleri saglarlar.

Son olarak bir de iki say1 arasinda esitsizligi ta-
nimlayalim. # ve v iki say1 olsun. Eger OA 1s1m
uzerinde # + w = v esitligini saglayan bir w sayisi
varsa o zaman #’nun v’den kiigiikesit oldugunu
soyleyelim ve bunu # < v olarak yazalim.

Bir de “kiipuni almak” fonksiyonunu tanim-
layalim. Eger z bir sayysa, 23, 22z olsun (z’nin ken-
disiyle ti¢ kez ¢arpimu.)

Artik 2183 sayisinin varhigini gosterebiliriz.
V.2’yi kullanacagiz. V.2’deki | dogrusunu x dog-
rusu olarak alalim. 2 say1-
sinin nerede oldugu belli
herhalde: A noktasina 1
dedigimizden, 2 noktast A + A noktasi olacak.

Simdi,

X

A1) 2

S;={zex:z3<2)
olsun. S, = x \ §; olsun. Sy ve Sy’nin V.2 deki ko-
sullar1 sagladigr kanitlanabilir. Dolayisiyla ikisinin
“ortasinda” bir say1 vardir. Iste bu say1 213 adini
verecegimiz sayidir.

Son S6z. Oklid’in yapamadig: bicimselligi
2000 kiisur yil sonra Hilbert yapmistir ve (ti¢ bo-
yutlu) geometrinin belitlerini vermistir.

Boyutu illa tice ¢tkmanin geregi yoktu, iki bo-
yutlu diizlem geometrisinin de belitlerini verebilir-
di, biz de verebilirdik.

Simdi akla su sorunun gelmesi lazim: Matema-
tikte bu belitleri saglayan bir sistem var midir?

Evet vardir! Bu, kiimeler kuramindan hareketle
kanitlanabilir. MD-2003-IV sayimizda kiimeler ku-
ramuindan hareketle dogal sayilar kiimesi N’yi ta-
nimlamigtik. Daha da ileri gidebilseydik, ki bir bas-
ka sayimizda gidecegiz, kiimeler kuramindan hare-
ketle gercel sayilar kiimesi R’yi tamimlayabilirdik.

Ardindan geometrinin
noktalarmi R3  kiimesi-
nin elemanlar: olarak ta-
nmimlayalim. Dogru, diiz-
lem, arasindalik, eslik,
ustiindelik gibi kavram-
lar1 da tanimlayalim. Bu
tanimlardan sonra elde
edilen sistemin yukarda-
ki aksiyomlar1 sagladigi-
m kanmitlamak olduke¢a
kolaydir. Iste boyle... %




