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M
atemati¤i belitsel (aksiyomatik) olarak

yaz›l› ilk yans›tan Öklid’dir. Elemanlar

(MÖ 300) adl› kitab›nda, ki bu kitap bin

y›ldan fazla Bat›’da ders kitab› olarak okutulmufl-

tur, geometri için afla¤›daki befl beliti (aksiyomu)

vermifltir:

1. Herhangi iki noktadan bir do¤ru geçer.

2. Herhangi bir do¤ru parças› sonsuza kadar

bir do¤ru olarak uzat›labilir.

3. Bir do¤ru parças› verildi¤inde, merkezi, ve-

rilen do¤ru parças›n›n bir ucunda olan, yar›çap› ise

verilen do¤ru parças› olan bir çember çizilebilir.

4. Tüm dik aç›lar efltir.

Son belit için koltu¤unuza iyice yap›fl›n:

5. E¤er iki do¤ru parças› üçüncü bir do¤ru

parças›n›, dar iç aç›lar›n›n toplam› iki dik aç›dan

az olacak biçimde keserse, o zaman ilk iki do¤ru

parças›, yeterince uzat›l›rsa, üçüncü do¤runun top-

lanan iç aç›lar›n›n oldu¤u tarafta kesiflirler.

Tarihsel olarak bunlara belit de¤il postulat de-

nir. “Belit” denen önermeler,

x = y ve y = z ise o zaman x = z

gibi sadece geometriye de¤il, tüm matemati¤e ve

hatta mant›¤a ve düflünmeye özgü çok genel öner-

melerdir. Biz daha modern bir terminoloji kullana-

rak Öklid’in postulatlar›na belit diyece¤iz.

Belitlerin Anlam›

Yukardaki belitleri teker teker ele alal›m.

Birinci belitin ne dedi¤i çok belli: Verilen iki

noktadan bir do¤ru geçer diyor. Bundan daha aç›k

bir fley olamaz.

Yaln›z, dikkat ede-

lim, bu belit, iki nokta-

dan tek bir do¤runun

geçti¤ini söylemiyor;

bu iki noktadan geçen en az bir do¤ru oldu¤unu

söylüyor. ‹ki noktadan tek bir do¤runun geçti¤i di-

¤er belitler kullan›larak kan›tlanmal›d›r.

Yukarda aç›klama amac›yla çizdi¤imiz flekli

afla¤›daki gibi çizseydik acaba okurun kafas› kar›fl›r

m›yd›? Kar›flmas›n! Bu, sadece ve sadece bir resim...

Soyutlamay› da-

ha daha abart›p nok-

talar› do¤ru olarak

do¤rular› da nokta

olarak çizebilirdik

ama her fleyin bir s›-

n›r› oldu¤unu düflündük.

‹kinci belitin de ne

dedi¤i oldukça aç›k: Bir

do¤ru parças› sonsuza

kadar bir do¤ru olarak

uzat›labilir diyor, daha

ne desin!

Ama gene dikkat! Belit, do¤ru parças›n›n tek

bir do¤ru olarak uzat›laca¤›n› söylemiyor. Do¤ru

parças›n›n tek bir do¤ru olarak uzat›laca¤› müm-

künse di¤er belitler kullan›larak kan›tlanmal›.

Üçüncü belitin

de anlam› çok belli.

Daha daha anlafl›ls›n

diye yanda bir res-

mini yapt›k.

Dördüncü belitte

“efllik” diye bir söz-

cük geçiyor. Herhal-

de bu belit, bir dik

aç›n›n bir baflka dik

aç›n›n üstüne (ötele-

nerek, döndürülerek

ve bir do¤ruya göre

simetrisi al›narak,

yani mesafeleri de¤ifl-

tirmeyen dönüflümler

uygulanarak) tafl›na-

bilece¤ini söylüyor.

Beliti bu anlamda an-

lamak laz›m.

Beflinci belit, ne

yalan söyleyelim

anlamas› zor, anla-

d›ktan sonra yaz-

mas› daha da zor.

Ali Nesin

anesin@bilgi.edu.tr
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fiekli bir önceki sayfada kald›. Bu belit asl›nda

“paralel olmayan do¤rular kesiflir ve kesiflim

noktas› da do¤rular›n birbirine yaklaflt›¤› taraf-

tad›r” demek istiyor.

Belit Nedir?

Geometrinin belitlefltirilifli (aksiyomatiklefltiri-

lifli) sadece matematik tarihinde de¤il, insanl›k ta-

rihinde bir devrimdir, hatta devrimlerin en önemli-

lerindendir. Nas›l “tekerle¤in icad›” insanl›k tari-

hinde (biraz simgesel de olsa) bir dönüm noktas›

olarak addedilirse, bu da öyledir.

Belit, do¤rulu¤u tart›fl›lmadan kabul edilen

önerme demektir.

Dikkat! “Belitler do¤ru-

dur”dan bambaflka bir fley söyle-

dik. “Belitler do¤rudur” demedik

kesinlikle. Belitler, sadece kabul

edildiklerinde do¤rulu¤u tart›fl›l-

mayan önermelerdir. Sadece kabul

edildiklerinde... Kimse belitleri ka-

bul etmek zorunda de¤il. Ama ka-

bul edildiklerinde, art›k tart›fl›la-

mazlar.

Belit Olmadan Asla!

Belitler matematikte gerekli-

dir, belitler olmadan matematik

yap›lamaz, hatta matemati¤e bafl-

lanamaz bile! Çünkü matematik

tümdengelen bir u¤rafl dal›d›r, yani

genelden özele iner; matematikçi daha önce kan›t-

lanm›fl önermelere ç›kar›m kurallar› denilen baz›

ak›l yürütme (kan›t) yöntemleri uygulayarak yeni

önermeler kan›tlar. Ve

ç›kar›m kurallar› öyle

kurallard›r ki, e¤er uy-

guland›klar› önermeler

do¤ruysa, o zaman elde

edilen (yani “kan›tla-

nan”) yeni önerme de

do¤rudur. Tabii burada

mant›ksal anlamda “do¤ru”nun ne demek oldu¤u-

nu da aç›klamak gerekir, ama bunu bir baflka ya-

z›m›zda yapar›z.

Daha önce kan›tlanm›fl önermelerimiz yoksa

yeni bir önerme kan›tlayamay›z, çünkü ç›kar›m

kurallar›m›za uygulayaca¤›m›z önermeler olmal›-

d›r. Ç›kar›m kurallar›, “flu, flu ve flu önermeler ise

o zaman bu önerme” türündendir. ‹lla ve illa “flu,

flu ve flu önerme” olmal›. Hiçbir ç›kar›m kural›

do¤rudan bir önermeyi vermez, baflka önermeleri

temel alarak yeni önermeler verir.

Belitler olmadan ilk önermemizi kan›tlayama-

y›z; belit yoksa ve henüz hiç teorem kan›tlanma-

m›flsa, yani daha iflin en bafl›ndaysak, ç›kar›m ku-

rallar›m›z› hangi önermelere uygulayaca¤›z? ‹lla

bir bafllang›ç noktam›z olmal›. Nas›l yoktan bir fley

varolmazsa, varsay›m olmadan bir gerçek de elde

edilemez. Bir gerçe¤e ancak bir baflka gerçekten

hareket ederek ulaflabiliriz.

Belitler olmadan ilk kan›t›m›za bafllayamay›z.

Dolay›s›yla kabul edilmifl belitler olmadan birinci

önermemizi kan›tlamam›z mümkün de¤ildir. Belit-

ler iflte bu yüzden gereklidir.

Bizim belitlerimizi be¤enmi-

yorsan›z kendinize baflka belitler

be¤enin, ama mutlaka en az bir be-

litiniz olsun. Belitsiz matematikçi

dilsiz sopranoya benzer.

Belitlerin Özellikleri

Her akl›na esen her önermeyi

belit olarak kabul edemez. Bir beli-

tin di¤er belitlerden hareketle ka-

n›tlanam›yor olmas› arzu edilir.

Neden derseniz... Güzel olmaz da

ondan! Baflka hiçbir nedeni yok.

Kan›t› olan bir önermeyi neden ka-

n›ts›z do¤ru varsayal›m ki!

Oldu olacak do¤ru olan bütün

önermeleri belit olarak kabul edin

de kan›t denen dertten kurtulun!

Örne¤in Pisagor Teoremi yukardaki belitler-

den hareketle kan›tlanabildi¤inden (san›r›m ka-

n›tlanabilir, emin de¤ilim, çünkü bu belitlerde

önemli birkaç eksik var, örne¤in bu belitlerle ke-

siflmesi gereken baz› çemberlerin kesiflece¤i, do-

lay›s›yla baz› üçgenlerin varl›¤› kan›tlanamaz),

Pisagor Teoremi’nin bu belitler aras›nda bulun-

mas› yak›fl›k almaz. Buna belitlerin ba¤›ms›zl›¤›

ilkesi denir.

Ayr›ca, belitler, kan›tlanamayan ama “do¤-

rulu¤u su götürmeyen” önermelerden oluflmal›-

d›r. Örne¤in hiç de bariz olmayan Morley Te-

oremi’ni [bkz. MD-2003-IV, sayfa 64-69], ka-

n›tlanm›fl bir önerme olmasayd› bile, bir belit

olarak kabul etmemeliyiz. Bu arada, belitlerde

art›k bu son özelli¤inin aranmad›¤›n› da belirte-

lim. Bu paragrafta ifade edilen geçmiflte kalm›fl

bir arzudur.
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Beflinci Belit

Eski Yunandan beri matematikçiler Öklid’in ilk

dört belitinin “do¤rulu¤u çok belli olan” önerme ol-

duklar› konusunda hemfikir olmufllar, ancak beflin-

ci belitin do¤rulu¤unun pek o kadar da bariz olma-

d›¤›n› düflünmüfllerdir. Dolay›s›yla beflinci belitten

rahats›z olmufllar, bu önermenin belitler aras›nda

bulunmamas› gerekti¤ini düflünmüfllerdir.

Öklid bile bu belitten rahats›z olmufl olmal› ki,

Elemanlar’da kan›tlad›¤› ilk 28 önermede beflinci

beliti kullanmay›p sadece ilk dört belitle yetinmifl,

ama daha fazla dayanamay›p 29’uncu önermede

beflinci belite baflvurmufltur.

Sadece ilk dört beliti kabul eden geometriye

mutlak geometri denir. Oldukça basit bir geomet-

ri oldu¤undan pek revaçta de¤ildir.

Beflinci Belit sorunu karfl›s›nda matematikçile-

re iki seçenek kal›yor: Ya bu belitin yerine daha

do¤al ve do¤rulu¤u daha bariz görünen bir belit

kabul edilecek ya da bu belit di¤er dört belitin yar-

d›m›yla kan›tlanacak.

Birinci seçenek yolunda ilerlemeler kaydedil-

miflse de, ikinci seçenek yüzy›llar boyunca baflar›-

s›zl›¤a u¤ram›flt›r.

Birinci Seçenek. Beflinci belit flu önermeyle efl-

de¤erdir (yani biri do¤ruysa di¤eri de do¤rudur):

Bir do¤ruya bu do¤runun üstünde olmayan bir

noktadan tek bir paralel geçer.

Ancak bu önerme de “yeterince bariz” kabul

edilmez.

John Wallis beflinci belit yerine

do¤rulu¤u sezgisel olarak daha ko-

lay kabul edilebilecek flu önermeyi

sunmufltur:

Herhangi bir üçgen, aç›lar› de-

¤ifltirilmeden ve oranlar› bozulma-

dan istendi¤i kadar büyütülebilir

ya da küçültülebilir.

Ama Wallis’in bu önerisi pek dikkat çekme-

mifltir. Anlafl›lan matematikçiler tüm dikkatlerini

beflinci beliti kan›tlamaya dikmifller ve birinci seçe-

ne¤i iflin kolay›na kaçmak olarak alg›lam›fllar.

‹kinci Seçenek. Matematikçiler ne yap›p etmifl-

lerse de, birtürlü beflinci beliti di¤er belitlerden ha-

reketle kan›tlayamam›fllard›r. Bunu nerdeyse bir

onur ve gurur sorunu haline getirmiflken, 1823’te

beflinci belitin kan›tlanamayaca¤› anlafl›lm›fl (Janos

Bolyai ve Lobachevski ve sessizce Gauss) ve Öklid-

d›fl› geometriler keflfedilmifltir. Bolyai, Lobachevski

ve Gauss’un buldu¤u geometride bir do¤ruya bir

noktadan sonsuz tane paralel geçer. Daha sonra

Riemann, paralel do¤rular›n hiç olmad›¤›, yani

tüm do¤rular›n kesiflti¤i geometriler keflfetmifltir.

Söylemeye gerek var m›: Tüm bu geometrilerde ilk

dört belit do¤rudur.

Bu çok ama pek çok önemli konuyu bir baflka

say›m›zda oldukça ayr›nt›l› bir biçimde iflleyece¤iz.

Biz esas konumuza geri dönelim.

Tan›ms›z Terimler

Öklid’in bu belitleri biraz fazla insansal, duyu-

lar›m›za ve sezgilerimize biraz fazla sesleniyor. Ör-

ne¤in “sonsuza kadar uzatmak” ya da “iç aç›lar›-

n›n oldu¤u tarafta” ne demektir?

Belitlerin tam ne dedikleri belli olmal›, tart›fl-

maya yer kalmamal›. Bu belitlerin ne dedikleri tam

belli de¤il.

Öte yandan Öklid’in belitlerinde oldu¤u gibi

böyle tan›mlanmam›fl terimlerin olmas› çok do¤al

ve hatta kaç›n›lmaz.

fiöyle bir örnek vereyim: Diyelim Macarca tek

bir kelime bilmiyorsunuz ve elinizde Macarcadan

Macarcaya bir sözlük var. Sözlükte Macarca bir

sözcü¤e bak›yorsunuz anlam›n› anlamak için. Söz-

cü¤ün tan›m› da Macarca oldu¤undan, tan›m› an-

layam›yorsunuz elbette. Bu sefer tan›mda bulunan

sözcüklere bak›yorsunuz sözlükte. Onlar›n da tan›-

m› Macarca... Sözlükte bunlara da bakman›z gere-

kiyor... Bu böyle sürer gider. Bir kelime Macarca

bilmedi¤inizden, Macarcadan Macarcaya bir sözlü-

¤e bakarak tek bir Macarca kelime ö¤renemezsiniz!

Oysa birkaç kelime bilseniz... Hiyeroglif de böyle

çözülmemifl midir? Bir kral ad›, bir savafl ad› oku-

nur okunmaz gerisi çorap sökü¤ü gibi gelmifltir.

Matematikte de aynen böyledir. Tan›m› veril-

meyen terimler olmal›d›r. Bu tan›m› verilmeyen te-

rimleri bildi¤imizi varsay›p baflka fleyler anlamaya

ve anlatmaya çal›flmal›y›z.

Tan›m› verilmeyen bu terimlere asal terimler

denir. Asal terimsiz derdimizi anlatamay›z.

Asal terimler için çeflitli seçeneklerimiz olabilir.

E¤er T kavram›ndan S kavram› ve S kavram›ndan

T kavram› tan›mlanabiliyorsa, o zaman T terimini

asal terim olarak kabul edece¤imize S terimini asal

terim olarak kabul edebiliriz, ya da tam tersini ya-

pabiliriz. Seçim matematikçinin zevkine kalm›flt›r.
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Ne de olsa asal terimlerin olabildi¤ince “do¤al”

kavramlar olmas› gerekir ve neyin “do¤al” olup

olmad›¤› da kifliden kifliye de¤iflebilir.

Sadece “küme” ve “eleman› olmak” kavramla-

r›n› asal terim olarak kabul edip kümeler kuram›y-

la ifle bafllayabilir ve geometri de dahil olmak üze-

re tüm matemati¤i infla edebiliriz. Ama bunu yap-

mak herkesin ifline gelmeyebilir. Örne¤in bir lise

ö¤rencisinin geometri ö¤renmek için ta kümeler

kuram›ndan bafllamas› pek pedagojik say›lmaz. O

zaman sadece geometriyi infla etmek için “nokta”,

“do¤ru”, “düzlem” gibi asal terimler kabul edilir.

Ama bu asal terimlerin kümeler kuram›ndan hare-

ketle matematiksel olarak tan›mlanabilece¤ini bi-

linmelidir.

Ayn› fley belitler için de geçerlidir. Bir k›sm›n›

MD-2003-IV say›s›nda verdi¤imiz kümeler kura-

m›n›n belitleriyle, geometri de dahil olmak üzere

tüm matemati¤i infla edebiliriz. Ama sadece ge-

ometriyi ö¤renmek isteyen biri için bu hiç de pra-

tik bir yöntem de¤ildir. Sadece geometriyi ö¤ren-

mek isteyen birine do¤rudan geometrinin belitleri

verilmesi her fleyi çok daha kolaylaflt›r›r, ama bu

kifli geometrinin belitlerinin kümeler kuram›n›n

belitleriyle kan›tlanabilece¤ini bilmelidir.

Ve Hilbert Sahnede!

Hilbert, 1899’da Geometri’nin Temelleri

(Grundlagen der Geometri) adl›

yap›t›nda Öklid’in yapmak istedi-

¤ini (bugünkü anlamda) çok daha

matematiksel olarak yapm›flt›r.

Yaz›n›n devam›nda Hilbert’in

Öklid geometrisinin belitlerini ve-

rece¤iz.

Önce Hilbert’in kabul etti¤i

asal terimlerin listesini vermemiz

gerekiyor. Bunlar tam 6 tanedir:

• Nokta

• Do¤ru

• Düzlem

• Üstünde / ‹çeriyor

• Aras›nda

• Efl

Bu terimlerin anlam›n› anlamaya çal›flmayaca-

¤›z, anlayamay›z da. Bunlar› böylece tan›ms›z ka-

bul edece¤iz ve kullanaca¤›z. Ama, örne¤in, “üç-

gen”i matematiksel olarak yukardaki terimleri kul-

lanarak tan›mlamam›z gerekir, “üçgen”i tan›mla-

madan “üçgen”den sözedemeyiz.

“Nokta” elbette sezgilerimizle alg›lad›¤›m›z

“nokta” yerine kullan›lacak, ama tam matematik-

sel tan›m› sadece geometri kullan›larak verilemez.

“Nokta” (matemati¤in de¤il ama) geometrinin

asal terimlerinden biridir.

‹lk üç terim (nokta, do¤ru ve düzlem) nesne

adlar›, son üç terim ise iki ya da üç nesne aras›nda-

ki olas› iliflkilerin adlar›. Örne¤in bir do¤ru bir

düzlemin üstünde olabilir ya da olmayabilir, bir

nokta bir do¤ru ya da bir düzlem üstünde olabilir

ya da olmayabilir, bir nokta di¤er iki noktan›n ara-

s›nda olabilir ya da olmayabilir. Efllik iliflkisi ise

ilerde tan›mlanacak olan “do¤ru parçalar›” ve

“aç›lar” aras›nda bir iliflki olacak. ‹ki do¤ru parça-

s›n›n ya da iki aç›n›n efl olmas›, sezgisel olarak o

do¤ru parçalar›n›n uzunluklar›n›n ya da o aç›lar›n

ölçülerinin eflit olmas› anlam›na gelecek.

Hilbert’in ilk belitini flöyle yazabiliriz:

Verilmifl herhangi iki noktay› içeren bir do¤ru

vard›r.

Bu aynen Öklid’in birinci beliti. Arada hiçbir

fark yok. Ancak Hilbert en az›ndan nokta ve do¤-

ru kavramlar›n›n tan›mlanmadan verilmesi gerek-

ti¤ini söylemifl.

‹flte Hilbert’in geometri belitleri.

I. Kapsam Belitleri

Hilbert’in ilk iki belitini tek bir belitte toparla-

makta bir sak›nca görmüyoruz:

I.1-I.2. Verilmifl herhangi iki de¤iflik noktay›

içeren tek bir do¤ru vard›r.

A ve B noktalar›ndan geçen bu do¤ruya bun-

dan böyle AB ad›n› verelim.

I.3. Her do¤ru en az iki nokta içerir. Ayr›ca,

ayn› do¤ru üstünde olmayan (yani do¤rusal olma-

yan) en az üç nokta vard›r.

Bu son belitin birinci k›sm› çok basit geometri-

leri ilgi alan›m›z d›fl›nda b›rakmak için yaz›lm›flt›r.

Okur, e¤lenmek için, her (ya da en az bir) do¤ru-

nun en fazla iki nokta içerdi¤i “dejenere” geomet-

rileri bulmaya çal›flabilir.
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Sezgisel olarak ve al›flageldi¤imiz e¤itimde, bir

do¤ru, üstünde bulunan noktalar kümesidir. Ama

Hilbert’in sundu¤u biçimde öyle de¤il, bir do¤ru,

noktalar›n›n kümesi olarak tan›mlanmad›, hatta

hiç tan›mlanmad›, tan›ms›z terim olarak al›nd›.

Ama art›k bir do¤ruyu üstündeki noktalar kümesi

olarak alg›layabiliriz. Nitekim, birinci belite göre,

iki do¤runun sadece iki noktas› ortaksa bile bu iki

do¤ru birbirine eflit olurlar ve ikinci belite göre de

her do¤runun üstünde en az iki nokta vard›r. Bun-

dan böyle bir do¤ruyu üstündeki noktalar kümesi

olarak alg›laman›n hiçbir mahsuru yoktur.

Her düzlemi de üstündeki noktalar kümesi ola-

rak alg›layabilece¤iz. Umar›z okur hangi belitler-

den hareketle böyle bir varsay›mda bulunabilece¤i-

mizi alg›layabilecektir.

I.4-I-5. Do¤rusal olmayan herhangi üç noktay›

içeren tek bir düzlem vard›r. Her düzlemde en az

bir nokta vard›r.

A, B ve C’yi içeren bu bir tane oldu¤unu bildi-

¤imiz düzleme bundan böyle ABC ad›n› verelim.

fiimdilik bir düzlemde do¤rusal olmayan üç

nokta oldu¤unu bilmiyoruz. Bu, ilerdeki belitler

kullan›larak kan›tlanabilir.

I.6. ‹ki nokta bir düzlemdeyse, o iki noktadan

geçen do¤runun tüm noktalar› da o düzlemdedir.

Yukardaki belitlerden, bir do¤ruyu ve o do¤ru-

da bulunmayan bir noktay› içeren tek bir düzlemin

oldu¤u kolayl›kla kan›tlan›r. Ayr›nt›lar› okura b›-

rak›yoruz.

I.7. E¤er iki düzlemin ortak bir noktas› varsa,

ortak bir baflka noktas› daha vard›r.

Yukardaki belitlerden kesiflen iki düzlemin tam

bir do¤ruda kesifltikleri kan›tlanabilir. Böylece ge-

ometrinin boyutunun 3’ten büyük olmad›¤› anlafl›l›r

(yoksa tek noktada kesiflen düzlemler olurdu, örne-

¤in dört boyutlu geometride x = y = 0 ve z = t = 0

düzlemleri sadece (0, 0, 0, 0) noktas›nda kesiflirler.)

I.8. Ayn› düzlemde olmayan dört nokta vard›r.

Bu belit tek düzlemi olan geometrileri kapsam

d›fl›nda b›rakmak için yaz›lm›flt›r. Yani düzlemin

boyutu en az 3 olmal›d›r. Böylece bu belitlerin ta-

n›mlad›¤› düzlem tam 3 boyutlu olacakt›r.

II. S›ralama Belitleri

“Aras›ndal›k” kavram›n› da tan›mlamadan

kabul etti¤imizi an›msat›r›m. Aras›ndal›k bir iliflki-

dir, üç nokta aras›nda bir iliflki. Sezgisel olarak, “A

noktas› B ve C noktalar› aras›ndad›r” demek, bu

üç nokta ayn› do¤ru üstündeler, birbirinden de¤i-

flikler ve A noktas› gerçek hayatta hissetti¤imiz an-

lamda B ve C noktalar› aras›ndad›r olarak yorum-

lanmal›d›r.

E¤er A noktas› B ve C noktalar›n›n aras›nday-

sa, bunu A-B-C gibi görsel olarak gösterebiliriz.

II.1. E¤er bir A noktas› B ve C noktalar›n›n

aras›ndaysa, o zaman bu üç nokta birbirinden de-

¤ifliktir ve do¤rusald›rlar. Ayr›ca A noktas› C ve B

noktalar›n›n da aras›ndad›r.
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Biçimsel Yaz›l›m
Daha matematiksel olmak istiyorsak flöyle

yapmal›yd›k: P, noktalar kümesi ve L de do¤ru-

lar kümesi olsun. Bir A nesnesinin nokta oldu-

¤unu belirtmek için P(A), bir l nesnesinin do¤ru

oldu¤unu belirtmek için L(l) yazal›m. E¤er bir A

noktas› bir l do¤rusunun üstündeyse (ya da l

do¤rusu A noktas›n› içeriyorsa), A ∈ l yazal›m.

O zaman, “verilmifl herhangi iki de¤iflik noktay›

içeren bir do¤ru vard›r” önermesi flöyle yaz›labi-

lir: P(A) ve P(B) ise, öyle bir l vard›r ki

L(l), A ∈ l ve B ∈ l.

Matematiksel dilde bu da flöyle yaz›l›r:

7A7B ((P(A) ∧ P(B)) → ∃l (L(l) ∧ A∈ l ∧ B∈ l))
Hilbert’in akl›nda olan bu son yaz›l›md›r. An-

cak biçimsellik böyle uç noktada al›nd›¤›nda,

matematik ruhsuz ve hatta anlams›z bir u¤rafl

alan› olur. Önemli olan belitleri yukardaki gibi

biçimsel olarak yazmak de¤il, az ya da çok u¤-

raflarak belitlerin böyle biçimsel olarak yaz›labi-

lece¤ini bilmektir. Yukardaki biçimsel yaz›l›m›n

okunuflu flöyledir:

7A : A ne olursa olsun,

7B : B ne olursa olsun,

P(A) : [e¤er] A bir noktaysa

∧ : ve

P(B) : B bir noktaysa,

→ : o zaman

∃l : öyle bir l vard›r ki,

L(l) : l bir do¤rudur

∧ : ve

A ∈ l : A, l do¤rusundad›r

∧ : ve

B ∈ l : B, l do¤rusundad›r.



Bu belit aras›ndal›k iliflkisinin tahmin etti¤imiz

gibi bir iliflki oldu¤unu söylüyor. Son k›s›m B-A-C

ise C-A-B’dir diyor. Bir sonraki belit, noktalar›n

“yo¤un” oldu¤unu söyleyecek:

II.2. Herhangi iki nokta aras›nda bir baflka

nokta vard›r.

II.3. Do¤rusal üç de¤iflik nokta verildi¤inde

bunlardan biri ve sadece biri di¤er ikisinin aras›n-

dad›r.

Bundan böyle A ve B aras›ndaki noktalar kü-

mesini [AB] olarak gösterelim. Bu kümeye bir de

ayr›ca A ve B noktalar›n› ekleyelim. II.1’den

[AB]’nin her noktas›n›n

AB do¤rusunda oldu¤u

anlafl›l›r. [AB]’ye do¤ru

parças› ya da (kapal›) aral›k diyelim.

II.4. A, B ve C do¤rusal olmayan üç nokta ol-

sun. l, ABC düzleminde

bir do¤ru olsun. E¤er l,

[AB]’nin bir noktas›ndan

geçiyorsa, o zaman l,

[AC] ya da [BC]’nin de

bir noktas›ndan geçer.

Aras›ndal›k iliflkisinin her do¤ru üzerinde bir-

birinin z›dd› iki s›ralama verdi¤ini okur farketmifl

olabilir. Bir sonraki bölümde bunu iflleyece¤iz.

III. Efllik Belitleri

Efllik de s›ralama gibi bir iliflkidir, iki do¤ru

parças› (ya da birazdan tan›mlayaca¤›m›z iki aç›)

aras›nda bir iliflki. “‹ki do¤ru parças› efl” demek,

sezgisel olarak, bu do¤ru parçalar›n›n uzunluklar›

ayn› demektir.

A herhangi bir nokta ve l, A’dan geçen her-

hangi bir do¤ru olsun. l üstünde A’dan de¤iflik

herhangi bir B noktas› alal›m. A’n›n, B ve C nok-

talar›n›n aras›nda oldu¤u C noktalar kümesine

A’n›n l’deki bir taraf› denir. A’n›n bir do¤ru üze-

rinde iki taraf› oldu¤u kan›tlanmal›d›r.

A’n›n B’yi içeren taraf›na AB ›fl›n› ad› verilir.

AB ›fl›n›n›n bafllang›ç noktas› A’d›r. Bazen AB’nin

bir do¤ru de¤il de bir ›fl›n oldu¤unu belirtmek için

AB’nin üstüne soldan sa¤a do¤ru bir ok konur,

ama biz yaz›l›m› a¤›rlaflt›rmamak taraftar›y›z.

Bir sonraki belit bir do¤ru parças›n› uzayda

uzunlu¤unu bozmadan istedi¤imiz gibi dolaflt›rabi-

lece¤imizi söylüyor:

III.1. A ve B iki farkl› nokta olsun. l herhangi

bir do¤ru ve A′, l üzerinde herhangi bir nokta ol-

sun. O zaman A′ noktas›n›n

l’deki herhangi bir taraf›nda

[AB] ve [A′B′] do¤ru parça-

lar›n›n efl oldu¤u bir B′ nok-

tas› bulunabilir.

III.2. E¤er iki do¤ru parças› üçüncü bir do¤ru

parças›na eflse, o zaman o iki do¤ru parças› da efltir.

E¤er [AB] ve [CD] do¤ru parçalar› eflse (efl-

lik’in tan›ms›z bir terim oldu¤unu unutmayal›m),

bunu [AB] ≈ [CD] olarak gösterelim.

III.3. A, B ve C noktalar› do¤rusal olsun. Sade-

ce B noktas›n›n hem [AB] hem de [BC] do¤ru par-

çalar› üstünde oldu¤unu varsayal›m. A′, B′ ve C ′
ayn› özellikleri sa¤layan üç nokta olsun. E¤er [AB]

≈ [A′B′] ve [BC] ≈ [B′C ′] ise, o zaman [AC] ≈
[A′C ′].

S›ral› verilmifl üç de¤iflik A, B, C noktas›na

ABC ya da ∠ABC aç›s› ad› verilir.

B noktas›na ABC aç›s›n›n tepe

noktas› denir. ABC aç›s› BA ve BC

›fl›nlar›yla (BA, BC) olarak da ifade

edilebilir.

ABC yaz›l›m›, hem bu noktalardan geçen bir

düzlemi hem de bir aç›y› temsil ediyor. Birazdan

ayr›ca bir de bir üçgeni temsil edecek! Kar›fl›kl›¤a

neden olabilir mi? Olabilir, ama az bir ihtimal. Sa-

dece birazc›k dikkatli olmak gerekiyor o kadar.

Çok gerekiyorsa bu üç yaz›l›m aras›nda küçük ifla-

retler yard›m›yla ayr›m yap›labilir. Bizim buradaki

amac›m›z yaz›l›m› standart hale getirmek ya da ge-

lecekte karfl›lafl›lacak zorluklar› engellemek de¤il,

amac›m›z sadece Hilbert’in belitlerini sunmak. Bu-

nun için de en kolay›m›za gelen yaz›l›m› kabul edi-

yoruz.
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Ayn› fley tan›mlar için de geçerli olacak. Bir üç-

genin okullarda nas›l tan›mland›¤›n› bilmiyorum

(ve umurumda da de¤il!) Birazdan üçgeni üç de¤i-

flik ve s›ras›z nokta kümesi olarak tan›mlayaca¤›m.

E¤er amac›ma ulaflmak için bu tan›m iflime ve ko-

lay›ma geliyorsa, bu tan›m› kabul edece¤im. Sonuç

olarak bu dergi bir mühendislik dergisi de¤il, soyut

matematik dergisi!

Devam edelim.

α bir düzlem ve l, α düzleminde bir do¤ru ol-

sun. A ve B noktalar›, α düzleminde olan ama l’de

olmayan iki nokta olsunlar. E¤er [AB] do¤ru par-

ças› l do¤rusunu kesmiyorsa, A ve B noktalar›

l’nin ayn› taraf›ndad›r denir. α düzleminde olan

her l do¤rusu α’da olan ama l’de olmayan nokta-

lar› kesiflmeyen iki altkümeye ay›r›r ve bu sayede

l’nin ayn› taraf›nda ya da ayr› taraflarda olan nok-

talardan sözedebiliriz.

Efllik iliflkisini tan›ms›z olarak aç›lara da uygu-

layaca¤›z.

Asl›nda do¤ru parçalar›n›n eflli¤inden aç›lar›n

eflli¤i (üç kenar› efl üçgenler sayesinde) tan›mlana-

bilir. Dolay›s›yla efllik iliflkisi sadece do¤ru parçala-

r› için tan›ms›z olarak sunulabilir ve aç›lar›n eflli¤i

daha sonra bir tan›m olarak verilebilirdi. Biz gene

de Hilbert’i izleyelim. Mutlaka bir bildi¤i vard›r.

III.4. ABC bir aç› olsun. A, B ve C ’nin do¤ru-

sal olmad›klar›n› varsayal›m. l, bir α düzleminde

bir do¤ru olsun. A′ ve B ′, l üzerinde iki farkl› nok-

ta olsun. π, α düzleminde l’nin bir taraf› olsun. O

zaman π’de öyle bir C ′ noktas› vard›r ki, A′B′C ′ ve

ABC aç›lar› efltirler. Ayr›ca, e¤er C″ bu özellikleri

sa¤layan bir baflka noktaysa, A′C ′ do¤rusu A′C″
do¤rusuna eflittir.

S›ras›z üç noktaya üçgen denir. Biz üçgenlerin

üç noktas›n›n birbirinden farkl› olduklar›n› ve do¤-

rusal olmad›klar›n› varsayaca¤›z. E¤er noktalar A,

B ve C ise {A, B, C} üçgeni ABC olarak yaz›l›r. Ta-

bii ABC üçgenini BAC, BCA vb gibi de yazabiliriz.

Yaz›y› okuyan geometrici ve esasl› geometrici

Mustafa Ya¤c› bu üçgen tan›m› konusunda bana

flöyle kükredi: “Yaz›n›zda do¤rusal olmayan (s›ra-

s›z) üç noktaya üçgen denir demiflsiniz. Aç›kças› hiç-

bir yerde böyle bir tan›ma rastlamad›m. Bunda bir

yanl›fll›k m› var yoksa anlamaya yetmiyor muyum,

onu da anlamad›m. Üçgenin tan›m›n› ba¤›ra ba¤›ra

ö¤retti¤im, befl kere tekrarlatt›¤›m, söyleyemeyeni

derse almad›¤›m ö¤rencilerimin bu yaz›y› okudukla-

r›n› düflündüm bir an. Ne söylerim acaba?”

Do¤rusu ben de yukardaki tan›m› kafadan at-

m›flt›m! Hilbert nas›l yapm›fl diye bakmam›flt›m bi-

le. Önemli olmad›¤›ndan... Afla¤› yukar› o da böyle

yapm›flt›r, baflka nas›l yapacak? fiimdi bakt›m. Hil-

bert bir üçgeni {AB, BC, CA} do¤ru parçalar› kü-

mesi olarak tan›mlam›fl. Afla¤›daki beliti yazmadan

önce de, bundan böyle bir üçgenin üç do¤ru parça-

s›n›n do¤rusal olmad›¤›n› varsayaca¤›n› söylemifl.

Hilbert bir üçgeni üç kenar›yla tan›mlam›fl,

bense üç tepe noktas›yla tan›mlad›m. ‹ki tan›m

aras›nda matematiksel olarak hiçbir ayr›m yoktur.

Ama Mustafa Ya¤c› da hakl›. Okullarda sade-

ce matematik de¤il, matematikle birlikte bir de ha-

yat bilgisi ö¤retilir. Üçgenin hayatta ne anlamda

kullan›ld›¤›n› ö¤renciler bilmeli. Ama bizim mate-

matik d›fl›nda bir kayg›m›z yok ki... Bizim için üç-

genin kendisi ya da tan›m› de¤il, üçgenin özellikle-

ri önemli! Yeter ki üçgenle ilgili teoremleri kan›tla-

yabilelim, baflka bir fley umurumuzda de¤il. Soyut

matemati¤i insansoyunun di¤er bütün u¤rafl alan-

lar›ndan ay›ran bu özellikten MD-2003-IV, sayfa

9-13’te sözetmifltik.

Ayr›ca afla¤›daki beliti yazmak için illa bir üç-

genden sözetmek gerekmez, üçgensiz de yaz›labilir

bu belit...

III.5. E¤er ABC ve A′B′C ′ üçgenleri için, [AB]

≈ [A′B′], [AC] ≈ [A′C′] ve

∠BAC ≈ ∠B′A′C ′ efllikleri

geçerliyse, o zaman ∠ABC ≈
∠A′B′C ′ eflli¤i de geçerlidir.

fiimdi meflhuuur parallellik belitini verece¤iz.

Bu beliti Öklid’in di¤er dört belitinden yola ç›ka-

rak kan›tlamak için heba edilen ana sütünün had-

di hesab› yoktur.
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IV.1. Paralellik Beliti. l herhangi bir do¤ru ve

A, l’de olmayan herhangi bir nokta olsun. O za-

man A ve l’yi içeren düzlem-

de bulunan, A’dan geçen ve

l’yle kesiflmeyen en fazla bir

do¤ru vard›r.

V. Süreklilik Belitleri

Bu bölümde verece¤imiz iki belit bir do¤runun

gerçel say›larla kodlanabilece¤ini söyleyecek.

Birinci belit gerçel say›lar›n flu özelli¤ini ifade

edecek: ε > 0 ne kadar küçük bir say› olursa olsun,

e¤er n do¤al say›s› yeterince büyük al›n›rsa, nε sa-

y›s› her gerçel say›y› geçer.

V.1. Arflimet Beliti. [AB] ve [CD] herhangi iki

do¤ru parças› olsun. O za-

man öyle bir k do¤al say›s›

vard›r ki, [CD]’ye efl k tane

do¤ru parças›, A’dan baflla-

narak ardarda AB ›fl›n›nda

peflis›ra s›raland›¤›nda, B

noktas› geçilir.

Bir sonraki belitin neden gerekli oldu¤unu

aç›klamam›z gerekiyor.

Yukardaki belitleri kullanarak, bir birim uzun-

lu¤unda bir do¤ru parças› verilmiflse (uzunlu¤u ta-

n›mlamad›k, ama hayal edin!) o zaman iki birim

uzunlu¤unda bir do¤ru parças› infla edebiliriz. Hat-

ta √2 uzunlu¤unda bir do¤ru parças› da infla edile-

bilir. Ama π, e, 21/3 uzunlu¤unda do¤ru parçalar›

yukardaki belitlerle infla edemeyiz.

Bir sonraki belit de bu uzunlukta do¤ru parça-

lar›n infla edilebilece¤ini söylemeyecek, ama en

az›ndan o beliti kullanarak bu uzunlukta do¤ru

parçalar›n›n oldu¤unu kan›tlayabilece¤iz.

Sonuncu beliti Hilbert’in verdi¤i biçimde alma-

yaca¤›z, Hilbert’inki çok karmafl›k. Hilbert’inkine

eflde¤er olan bir baflka belit öneriyoruz.

V.2. Do¤runun Taml›¤› [Dedekind]. l herhan-

gi bir do¤ru olsun. (l’yi l’nin noktalar› kümesi ola-

rak gördü¤ümüzü unutmayal›m.) S1 ve S2 kümele-

ri flu özellikleri sa¤las›n:

1) l = S1 ∪ S2.

2) S1 ∩ S2 = ∅.

3) S1 ≠ ∅, S2 ≠ ∅,

4) A, B ∈ S1 ise [A, B] ⊆ S1,

5) A, B ∈ S2 ise [A, B] ⊆ S2.

O zaman öyle bir O ∈ l noktas› vard›r ki, her A ∈

S1, B ∈ S2, A ≠ O, B ≠ O için O noktas› A ile B

aras›ndad›r.

21/3 Var m›? Bu belit sayesinde 21/3 uzunlu¤u-

nun oldu¤u kan›tlanabilir. Kan›tlayal›m...

Kan›tlayal›m ama daha say›n›n ne demek oldu-

¤unu bile bilmiyoruz... Tan›mlayaca¤›z. Her fleyi

tan›mlayaca¤›z. Yaz›y› daha fazla uzatmamak için

ayr›nt›lara girmeyip okurun anlay›fl›na s›¤›naca¤›z.

Önce dik aç›y›

tan›mlayal›m. A-

O-B iliflkisini sa¤-

layan üç nokta

alal›m, yani O

noktas› A ve B

noktalar›n›n ara-

s›nda olsun. C,

AB do¤rusu üstünde olmayan bir nokta olsun.

E¤er AOC ve COB aç›lar› eflse, bu aç›lar›n her bi-

rine dik aç› denir.

fiimdi “say›”y› ta-

n›mlayal›m. Herhangi

bir x do¤rusu alal›m ve

x’in noktalar›na say› di-

yelim. Yukardaki flekilde dört say› gösterdik!

O ∈ x herhangi bir nokta (yani say›) olsun. Bu

O noktas›na ilerde 0 say›s› diyece¤iz. A ∈ x,

O’dan de¤iflik bir nokta (yani say›) olsun. Bu A

noktas›na ilerde 1 say›s›

diyece¤iz. ‹lerde yapa-

caklar›m›z aç›s›ndan

OA’y› bir ›fl›n olarak görmekte yarar var.

fiimdi iki say›y› (yani x’in iki noktas›n›) çarp-

mas›n› ve toplamas›n› ö¤renece¤iz. Ald›¤›m›z iki

say›ya u ve v diyelim. Birazdan uv ve u + v ad›n›

verece¤imiz iki say› tan›mlayaca¤›z.

x’i O’da dik kesen bir y do¤rusu alal›m. Böyle

bir y’nin varl›¤›n›n kan›t›n› okura b›rak›yoruz. Bu

x ve y do¤rular›na halk aras›nda x ve y eksenleri

denir. Bu iki ekseni hep kullanaca¤›z. Ayr›ca y’de

bir B ≠ O noktas› seçerek y’de bir yön, yani bir OB

›fl›n› belirleyelim. Ayr›ca, OA ≈ OB olsun.

Çarpma. u ve v noktalar›n›n (say›lar›n›n) OA

›fl›n› üzerinde, yani O’nun “pozitif” taraf›nda ol-

duklar›n› varsayal›m.
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Görsel dikli¤in matematiksel hiçbir

anlam› olmad›¤›ndan dik aç›lar›

özellikle “dik” çizmedik.
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Afla¤›daki flekilden takip edin.

1) A’dan y eksenine bir paralel çizelim. (Bu

do¤ru ilerde x = 1 do¤rusu olacak.)

2) Bu dik üzerinde ve x’in B noktas›n›n bulun-

du¤u tarafta, Ou ≈ Au′ eflli¤ini sa¤layan bir u′ nok-

tas› seçelim.

3) Ou′ do¤rusuyla v’den y’ye çekilen paralelin

kesiflti¤i noktaya v′ diyelim.

4) v′ noktas›ndan x’e bir paralel çekelim. Bu

paralelin y’yi kesti¤i noktaya w diyelim.

5) OA ›fl›n› üstünde Ow ≈ Oz eflli¤ini sa¤layan

bir z noktas› bulal›m.

Bu z noktas›na u ile v say›lar›n›n çarp›m› diye-

lim ve bu say›y› uv olarak yazal›m.

Elbette uv = vu, (uv)w = u(vw), uA = u, uO =

O gibi eflitliklerin gösterilmesi gerekiyor, bunu

okura b›rak›yoruz.

fiimdi de toplamay› tan›mlayal›m.

Toplama. Gene u ve v noktalar›n›n OA ›fl›n›

üstünde olduklar›n› varsayaca¤›z.

1) A’dan y’ye ve B’den x’e birer paralel çizelim.

2) Bu iki paralel C noktas›nda kesiflsinler.

3) OB ›fl›n› üzerinde Ov′ = Ov eflli¤ini sa¤layan

bir v′ noktas› alal›m.

4) v′ noktas›ndan OC do¤rusuna bir paralel

çekelim.

5) Bu paralel do¤ru u’dan y’ye çekilen paralel-

le u′ noktas›nda kesiflsin.

6) u′ noktas›ndan x’e bir paralel çekelim. Bu

paralel y’yi w noktas›nda kessin.

7) OA ›fl›n› üzerinde Ow ≈ Oz eflli¤ini sa¤layan

bir z noktas› alal›m. Bu say›y› u + v biçiminde yaza-

l›m ve ad›na u ile v noktalar›n›n toplam› diyelim.

E¤er u ve v noktalar›n›n her ikisi de OA ›fl›n›

üzerinde de¤ilse, uv ve u+v say›lar› benzer biçimde

tan›mlan›rlar. Bu iki ifllem, u(v + w) = uv + uw gi-

bi tahmin edilen tüm eflitlikleri sa¤larlar.

Son olarak bir de iki say› aras›nda eflitsizli¤i ta-

n›mlayal›m. u ve v iki say› olsun. E¤er OA ›fl›n›

üzerinde u + w = v eflitli¤ini sa¤layan bir w say›s›

varsa o zaman u’nun v’den küçükeflit oldu¤unu

söyleyelim ve bunu u ≤ v olarak yazal›m.

Bir de “küpünü almak” fonksiyonunu tan›m-

layal›m. E¤er z bir say›ysa, z3, zzz olsun (z’nin ken-

disiyle üç kez çarp›m›.)

Art›k 21/3 say›s›n›n varl›¤›n› gösterebiliriz.

V.2’yi kullanaca¤›z. V.2’deki l do¤rusunu x do¤-

rusu olarak alal›m. 2 say›-

s›n›n nerede oldu¤u belli

herhalde: A noktas›na 1

dedi¤imizden, 2 noktas› A + A noktas› olacak.

fiimdi,

S1 = {z ∈ x : z3 ≤ 2}

olsun. S2 = x \ S1 olsun. S1 ve S2’nin V.2’deki ko-

flullar› sa¤lad›¤› kan›tlanabilir. Dolay›s›yla ikisinin

“ortas›nda” bir say› vard›r. ‹flte bu say› 21/3 ad›n›

verece¤imiz say›d›r.

Son Söz. Öklid’in yapamad›¤› biçimselli¤i

2000 küsur y›l sonra Hilbert yapm›flt›r ve (üç bo-

yutlu) geometrinin belitlerini vermifltir.

Boyutu illa üçe ç›kman›n gere¤i yoktu, iki bo-

yutlu düzlem geometrisinin de belitlerini verebilir-

di, biz de verebilirdik.

fiimdi akla flu sorunun gelmesi laz›m: Matema-

tikte bu belitleri sa¤layan bir sistem var m›d›r?

Evet vard›r! Bu, kümeler kuram›ndan hareketle

kan›tlanabilir. MD-2003-IV say›m›zda kümeler ku-

ram›ndan hareketle do¤al say›lar kümesi N’yi ta-

n›mlam›flt›k. Daha da ileri gidebilseydik, ki bir bafl-

ka say›m›zda gidece¤iz, kümeler kuram›ndan hare-

ketle gerçel say›lar kümesi R’yi tan›mlayabilirdik.

Ard›ndan geometrinin

noktalar›n› R3 kümesi-

nin elemanlar› olarak ta-

n›mlayal›m. Do¤ru, düz-

lem, aras›ndal›k, efllik,

üstündelik gibi kavram-

lar› da tan›mlayal›m. Bu

tan›mlardan sonra elde

edilen sistemin yukarda-

ki aksiyomlar› sa¤lad›¤›-

n› kan›tlamak oldukça

kolayd›r. ‹flte böyle... ♣
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