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Aritmetigin Carpimsal Fonksiyonlari

E. Mehmet Kiral* / luzumi_86@yahoo.com

Euler ¢ Fonksiyonu. Onceki sayilarimizda Eu-
ler ¢ fonksiyonundan sozetmistik. Tanimi animsa-
talim: Bu fonksiyon, verilen bir # sayisindan kiigu-
kesit ve 7’ye asal olan dogal sayilarin sayisini verir:

@(n) = l{x € N : ebob(x, n) = 1, x < n}l.
Ornegin eger n = 10 ise, 10°dan kiigiikesit ve 10’a
asal sayilarin kimesi {1, 3, 7, 9} oldugundan,
0(10) = 4’tur.

¢ fonksiyonunun goyle bir 6zelligi vardir: Eger
n ve m birbirine asal iki sayiysa,

@(nm) = @(n)p(m).
Bu ozellikten, @’nin degerlerini hesaplayabilmek
icin, her p asali ve her k > 0 dogal sayist igin @(pk)
degerini bilmek gerektigi anlagilir, ¢tinkii eger 7’yi,
n=pfpse . pk
olarak asallarma ayirirsak (burada p;’ler 7’yi bolen
birbirinden degisik asallardir), o zaman,

o(n) = o(pfip5e .. pF) = (0 F)0(pS2) ... 9(p)
bulunur. Ayrica, asal bir p icin, (pk) degeri kolay-
ca hesaplanir: pk sadece p, p2, ..., pk sayilarma bo-
liindiigiinden ve bunlardan p4-! tane oldugundan,

O(pk) = pk — pk-1
dir. Boylece her 7 igin ¢(n) degeri, en azindan te-
oride hesaplanabilir. Yukarda soylediklerimizin
her birinin kanit1 kolay oldugu gibi, ayrica, MD-
2004-1, sayfa 39-41’de de bu kanitlar verilmisti.

Bolen Sayisi Fonksiyonu. Yukarda sézun etti-
gimiz ozelligi daha bir¢cok fonksiyon saglar. Simdi
tanimlayacagimiz d fonksiyonu bunlardan biridir.
Eger n # 0 ise, d(n), #’nin bolenlerinin sayisi olsun:

din)=1{d e N:d|n}l.
Ornegin d(6) = 4 ve asal bir p igin d(p) = 2.

Eger n ve m birbirine asalsa, #m#’nin her boleni
n ve m’nin birer boleninin ¢arpimina eittir. Bu ol-
gudan hareketle d(nm) = d(n)d(m) esitligi kolaylikla
kanitlanir. Dolayisiyla eger asal p sayilari icin, d(pk)
bilinirse, d’nin her sayida aldigi deger aynen ¢ gibi
hesaplanabilir. d(pk)’nin ka¢ oldugunu bulmak da
pek zor degildir. Nitekim, p%’nin bolenleri tam tan-
na 1, p, p2, ..., pk oldugundan, p¥’nin tam k+1 tane
béleni vardir, yani d(pk) = k + 1’dir.

* Bogazici Universitesi Matematik Boliimii 1. siif 6grencisi.

80

Carpimsal Fonksiyonlar. f, pozitif dogal sayi-
lar kiimesi S’den gergel sayilar kiimesi R’ye giden
bir fonksiyon olsun. Eger birbirine asal her 7, m e
S ifti igin f(n)f(m)
carpimsal denir.

Demek ki yukarda tamimladigimiz ¢ ve d fonk-

f(nm) ise f fonksiyonuna

siyonlar1 ¢arpimsaldir. Daha bir¢cok c¢arpimsal
fonksiyon Ornegi gorecegiz.

o, Fonksiyonu. Sabit bir 7 sayisi i¢in, o, fonk-
siyonunu
o,(n) = Zdln dr
olarak tanimlayalim. Ornegin,
05(12) = 12 + 22 + 32 + 42 + 62 + 122 = 210.
Burada, o((n) = d(n) esitligine dikkatinizi ¢eke-
riz. Ayrica oq(n) de #’nin boélenlerinin toplanudir
ve o(n) olarak gosterilir.
o,/nin ¢arpimsal oldugunu kanitlayalim:
o/(n)o,(m) = (zdln dr)( Zelm e’)
= Zdln, elm dre’ = Zdln, elm (de)’
= Zdelnm (de) = o,(nm).
Dorduncii esitlik ebob(rn, m2) = 1 esitliginden kay-
naklaniyor, c¢iinkii bu durumda n#»2’nin her boleni
n’nin bir boleniyle #2’nin bir boleninin ¢arpimudir.
Bu kanita iyi bakin, ¢inkii bunu birazdan ge-
nellestirecegiz: d” yerine, herhangi bir f carpimsal
fonksiyonu igin f(d) degerini alacagz.

A Fonksiyonu. Bir carpimsal fonksiyon 6rnegi
daha: 7 > 1 olsun; 7’yi asallarin carpimi olarak ya-
zalim: # = pp; ... p. Buradaki p;’ler #’nin asal ¢car-
panlaridir. p;’lerin birbirinden farkli olmalar1 ge-
rekmedigine dikkatinizi ¢ekeriz. Simdi

Mn) = (-1)k

olsun. Bu fonksiyon bir sayinin asal bélenlerinin
sayisinin tek mi ¢ift mi oldugunu soyliyor. Eger 7 =
1 ise, yukardaki tanimla uyum saglamas: icin, A(1) =
(-1)0 = 1 olarak tamimlansin. Elbette eger p asalsa
Mp) = —1. Herhalde A’nin ¢arpimsal oldugu ¢ok bel-
li olmali. Ama X’nin daha giiglii bir 6zelligi var: 7 ve
m birbirine asal olmasalar da A(mn) = A(m)\(n).

Carpmmsal Fonksiyonlarin Ozellikleri. Carpim-
sal bir f fonksiyonu ele alip 6zelliklerini bulalim.
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Her sayiy1 0’a yollayan “sabit, fonksiyonu”
carpimsaldir, ama oldukga sikici bir fonksiyondur,
bu yiizden f’nin sabit; fonksiyonu olmadigini var-
sayalim. Bu, tam tamina f(1) # O demektir, ¢iinkii
eger f(1) = 0 ise, 1 her sayiya asal oldugundan, her
n icin, f(n) = f(1-n) = f(1)f(n) = 0-f(n) = O bulu-
nur ve f sabity fonksiyonudur.

Bundan da f(1) = 1 ¢ikar, ¢iinkd, f(1) = f(1-1) =
F()f(1) = £(1)%; ayrica f(1) # 0; dolaysiyla f(1) = 1.

Simdi f’nin diger sayilarda alabilecegi degerle-

re bakalim. # € S olsun. #’yi asallarina ayiralim:
n=pfipf .. pp.
O zaman, f ¢arpimsal oldugundan,
fn) = fpfp5e . pk) = FENF R . Flpk)
olur. Demek ki f(7) degerini hesaplayabilmek igin,
bir p asali ve her k > 0 dogal sayisi, f(pk) degerini
hesaplamak gerekiyor.

Bu agsamada can alici soru, herhangi bir asal p
sayisi ve k > 0 dogal sayisi igin, f(pk) degerinin ne
olabilecegidir. Yanit kolay, hatta biraz fazla kolay:
f(pkynin alabilecegi deger iizerine herhangi bir ko-
sul koyamayiz, f(pk) herhangi bir gercel say1 olabi-
lir. Bir bagka deyisle, eger her p asali ve k > 0 do-
gal sayisi igin bir a,, ;, gergel sayisi verilmisse, o za-
man, f(pk) = a, 1, esitligini saglayan carpimsal bir f
fonksiyonu tanimlanabilir. Buradaki a,,; sayilar
rastgele secildiginden, f(pk) degerleri alabildigine
ozgurdirler, herhangi bir yasaya, esitlige, 6zdegli-
ge vb uymazlar. Ama geri kalan #’ler igin, f car-
pimsal olmanin kosulunu yerine getirmelidir.

Yukardaki 6rneklerde asal p ve k > 0 dogal sa-

yist igin,
o(p") =p"-p*,
d(p) =k+1,
cr(pk)zlr + "+ PP At M = —pf(kﬂ) -1 ,
p" -1
MpF) = (-1

degerlerini bulmustuk.

Eskileri Alp Yenilerini Veriyoruz. Simdi bir
carpimsal fonksiyondan yararlanarak yeni bir ¢ar-
pimsal fonksiyon yaratacagiz. f, herhangi bir car-
pimsal bir fonksiyon olsun. f* fonksiyonunu soy-
le tanimlayalim:

f*(n) = Zq, f(d).
f* da carpimsaldir ¢linkii ger # ve m birbirine asalsa,
J*(nm) = 2dlnm f(d) = 2:aln, blm f(ab)
=X i, bl fl@)f(D)
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= (X f(@)(Zpl, £(D))

= f*(m)f*(m).
Ikinci esitlik ebob(r, 72) = 1 olmasindan kaynakla-
niyor, ¢linkii #7’yi bolen her sayi, 7’yi bolen bir
@’nin ve »’yi bolen bir b’nin ¢arpimidir.

Yukardaki kanitin 6,’nin ¢arpimsal oldugunun

kanitina ne kadar ¢cok benzedigine dikkatinizi ¢eke-
riz. Hatta kanitlar ayni, sadece ¢,’nin ¢arpimsal ol-
dugunun kanitinda f(n) = #” almak gerekiyor. Ni-
tekim, eger f fonksiyonu f(n) = n” kuralyla tanim-
lanmis ¢arpimsal fonksiyonsa, o zaman, f* = o,.
Bunun 6zel bir hali olarak da (r = 1 alarak) Id* = ¢
bulunur.

Ornek 1. Eger f, sabit 1 degerini alan fonksi-
yonsa, f* = d’dir.

Ornek 2. ¢, Euler fonksiyonu olsun. ¢* fonk-
siyonunu bulalim. Carpimsal oldugunu biliyoruz,
bunu yukarda gordiik. Dolayisiyla asal p’ler ve k
dogal sayilari icin @*(pk) degerlerini bilmek yeti-
yor. Bulalim:

*(pR) = Zgpk o(d) = Zig, 1 9(P)

= (1) + @(p) + 9(p?) + ... + 9(pk)
=1+ (p=1) + (P2 = p) + ... + (PR = pkT)
= pk.
Demek ki @* (pk) = pk. Bundan her # igin ¢*(n) = ,
yani ¢*= Id ¢ikar. Dolayisiyla ¢** = Id* = oy.

Yenileri Alip Eskilerini Veriyoruz. Yukarda f*
fonksiyonunu f fonksiyonunu kullanarak bulduk.
Acaba f fonksiyonunu f* fonksiyonunu kullana-
rak bulabilir miyiz? Evet!

Mobius p fonksiyonunu soyle tanimlayalim:

1
W) =10

(-1)" eger n,t degisik asalin carpimiysa

eger n=11se

eger n, 1 disinda bir tamkareye boluntuyorsa

Kolayca kontrol edilebilecegi tizere p fonksiyo-
nu carpimsaldir. Ayrica eger p bir asalsa p(p) = -1
ve eger k > 1 ise, p(pk) = 0.

Alistirma. 7 # 1 i¢in, u*(n) = 0 ve p*(1) = 1
esitliklerini kanitlayin.

Teorem. f(n) = Xy, W(d)f*(n/d).

Bu teorem, trettigimiz f* fonksiyonundan eski
f fonksiyonunu tekrar elde etmemizi sagliyor. Bu-
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nun bir anlami da f* fonksiyonunu ayni yontemle
bagka bir fonksiyondan elde edemeyecegimizdir,

yani f* = g* ise f = g’dir.

Teoremin Kaniti: f ve g herhangi iki ¢arpimsal
fonksiyon olsunlar. Bir hesap yapalim:
Zain 8A) [* (nld) = X gy, [8(A) 2oy ya) fle)]
= 2dln 2el(n/d) gld)f(e) = zedln gld)f(e).
Burada, birinci esitlik f* fonksiyonunun tanimin-
dan kaynaklaniyor. Ugiincii esitlik, “dln ve el(nld)”
kogullarinin “edln” kosuluna esdeger olmasindan
kaynaklaniyor. Demek ki,
i glA)f* (nld) = 2, gle) f(d).
Benzer bigimde, g ile f’nin rollerini degistirirsek,
Zan [(d)g* (nld) = Z,q,, f(e)g(d)
buluruz. Ama son iki denklemin sag taraflari birbi-
rine egit. Demek ki,
Zain 8d)f* (nld) = X, f(d)g* (mld).
Simdi g yerine p alalim:

S o WAV (1) = S, f(Ad)0* (nld)
buluruz. Ama p* fonksiyonu yukardaki aligtirma-
da hesaplanmug olmali: Eger 7 # 1 ise p*(n) = 0 ve
u*(1) = 1. Demek ki,

S g Wd)f* (11d) = g, F(dW* (nfd) = f(n).

Teoremimiz kanitlanmisgtir. |

Uygulama. Simdi birka¢ uygulamaya gecelim.
Uygulama dediysek oyle ahim sahim bir sey yap-
mayacagiz. Alt tarafi su buldugumuz yeni formtle
bildigimiz fonksiyonlar: yerlestirecegiz. Ornegin
¢* = Id esitligini biliyoruz ya, teoremimiz sagolsun,
artik

% g w(d) (1) = ()

esitligini de biliyoruz, yani,

Z i Wd)d = o(n)/n.
Ayni gekilde

Zdln u(d)GAn/d) =n"
esitligini de biliyoruz.

Son S6z Degil. Bu yazida belli bir yerden son-
ra yaptiklarimiz bazi okurlara garip gelmis olabi-
lir. Neden tanimlandiklari ¢ok agik olan birtakim
fonksiyonlardan neden tanimlandiklar: hi¢ de acik
olmayan baska fonksiyonlar elde ettik. Sonra ilk
fonksiyonumuzu sanki kaybetmisiz gibi yeniden
bulmak igin bir bagka fonksiyon daha (u fonksiyo-
nunu) tanimladik.

Aslinda bu yaptiklarimizin hepsinin ¢ok ge-
cerli nedenleri vardir. Bu yazinin devamu niteligin-
de olan gelecek yazida konuya biraz tepeden ba-
kacagiz ve o irtifadan tiim bu fonksiyonlarin aslin-
da birbirlerine gobekten bagli oldugu ortaya ¢ika-
cak. Ayrica tiim bu yaptiklarimiz da megruiyet ka-
zanacak. &

Tekzip!

Gecen sayimizda, sayfa 34-37’de bir m > 1
tamsayisina asal her 7 igin #9(") = 1 (mod m)
denkligini kanitlamigtik. Editorden kaynakla-
nan bir hata sonucu, aynen bunun gibi bir gri
kutucuk iginde, m’ye asal her # igin 7k = 1 (mod
m) denkligini saglayan en kugiik % sayist yanlis
verilmisti. Bu denkligi saglayan en kigiik &,

eger m tekse ¢(m),

eger 8lm ise @(m)/4

diger hallerde ¢(m)/2
dir. Duzeltir ozir dileriz.

E. Mehmet Kiral
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& Sahneye ¢cikmay1 ¢ok severim.

Dolayisiyla lisede pek¢ok oyunda oynadim. Bir
ara i¢imden tiyatrocu olma istegi ge¢misti, daha
once de (ortaokulda) reklam metin yazari olmak
istiyordum. En sonunda bir kiskanglik sonucu
matematige olan ilgim alevlendi. Derhal elime bir
MD aldim... Ve alis o alis!

Bir ara sporla, 6zellikle de uzun mesafe spor-

lariyla ilgilendim (babam sagolsun). Bir triatlon
bitirmigligim de vardir! Lise 2°de gayrimesru bir
cay ocaginin ti¢ hissedarindan biri ve isletmeci-
siydim. Oralet icmeyi severim. Model Birlesmis
Milletlercilik ve FRP oynamaktan hoglanirim.
FRP’de ozellikle savaslarda hi¢ ise yaramayan
karakterleri oynamak hosuma gider. (Bkz.
OO0TS’deki Elan. Google’da OOTS yazarsaniz
karginiza ¢ikacaktir.) Ayrica uzun siiredir piyano
caliyorum.

Cok zayifim ve dolayisiyla sert sandalyelere
oturmayi sevmem. Eger miimkiinse oturmam, tii-
nerim (Oyle derler). Gililmeyi somurtmaya, zipla-
mayi yirimeye tercih ederim.




