
Euler ϕ Fonksiyonu. Önceki say›lar›m›zda Eu-

ler ϕ fonksiyonundan sözetmifltik. Tan›m› an›msa-

tal›m: Bu fonksiyon, verilen bir n say›s›ndan küçü-

keflit ve n’ye asal olan do¤al say›lar›n say›s›n› verir:

ϕ(n) = |{x ∈ N : ebob(x, n) = 1, x ≤ n}|.

Örne¤in e¤er n = 10 ise, 10’dan küçükeflit ve 10’a

asal say›lar›n kümesi {1, 3, 7, 9} oldu¤undan,

ϕ(10) = 4’tür.

ϕ fonksiyonunun flöyle bir özelli¤i vard›r: E¤er

n ve m birbirine asal iki say›ysa,

ϕ(nm) = ϕ(n)ϕ(m).

Bu özellikten, ϕ’nin de¤erlerini hesaplayabilmek

için, her p asal› ve her k > 0 do¤al say›s› için ϕ(pk)

de¤erini bilmek gerekti¤i anlafl›l›r, çünkü e¤er n’yi,

n = p1
k1p2

k2 ... pr
kr

olarak asallar›na ay›r›rsak (burada pi’ler n’yi bölen

birbirinden de¤iflik asallard›r), o zaman,

ϕ(n) = ϕ(p1
k1p2

k2 ... pr
kr) = ϕ(p1

k1)ϕ(p2
k2) ... ϕ(pr

kr)

bulunur. Ayr›ca, asal bir p için, ϕ(pk) de¤eri kolay-

ca hesaplan›r: pk sadece p, p2, ..., pk say›lar›na bö-

lündü¤ünden ve bunlardan pk−1 tane oldu¤undan,

ϕ(pk) = pk − pk−1

dir. Böylece her n için ϕ(n) de¤eri, en az›ndan te-

oride hesaplanabilir. Yukarda söylediklerimizin

her birinin kan›t› kolay oldu¤u gibi, ayr›ca, MD-

2004-I, sayfa 39-41’de de bu kan›tlar verilmiflti.

Bölen Say›s› Fonksiyonu. Yukarda sözünü etti-

¤imiz özelli¤i daha birçok fonksiyon sa¤lar. fiimdi

tan›mlayaca¤›m›z d fonksiyonu bunlardan biridir.

E¤er n ≠ 0 ise, d(n), n’nin bölenlerinin say›s› olsun:

d(n) = |{d ∈ N : d | n}|.

Örne¤in d(6) = 4 ve asal bir p için d(p) = 2.

E¤er n ve m birbirine asalsa, nm’nin her böleni

n ve m’nin birer böleninin çarp›m›na eflittir. Bu ol-

gudan hareketle d(nm) = d(n)d(m) eflitli¤i kolayl›kla

kan›tlan›r. Dolay›s›yla e¤er asal p say›lar› için, d(pk)

bilinirse, d’nin her say›da ald›¤› de¤er aynen ϕ gibi

hesaplanabilir. d(pk)’nin kaç oldu¤unu bulmak da

pek zor de¤ildir. Nitekim, pk’nin bölenleri tam tam›-

na 1, p, p2, ..., pk oldu¤undan, pk’nin tam k+1 tane

böleni vard›r, yani d(pk) = k + 1’dir.

Çarp›msal Fonksiyonlar. ƒ, pozitif do¤al say›-

lar kümesi S’den gerçel say›lar kümesi R’ye giden

bir fonksiyon olsun. E¤er birbirine asal her n, m ∈
S çifti için ƒ(n)ƒ(m) = ƒ(nm) ise ƒ fonksiyonuna

çarp›msal denir.

Demek ki yukarda tan›mlad›¤›m›z ϕ ve d fonk-

siyonlar› çarp›msald›r. Daha birçok çarp›msal

fonksiyon örne¤i görece¤iz.

σr Fonksiyonu. Sabit bir r say›s› için, σr fonk-

siyonunu

σr(n) = ∑d|n dr

olarak tan›mlayal›m. Örne¤in,

σ2(12) = 12 + 22 + 32 + 42 + 62 + 122 = 210.

Burada, σ0(n) = d(n) eflitli¤ine dikkatinizi çeke-

riz. Ayr›ca σ1(n) de n’nin bölenlerinin toplam›d›r

ve σ(n) olarak gösterilir.

σr’nin çarp›msal oldu¤unu kan›tlayal›m:

σr(n)σr(m) = (∑d|n dr)( ∑e|m er)

= ∑d|n, e|m drer = ∑d|n, e|m (de)r

= ∑de|nm (de)r = σr(nm).

Dördüncü eflitlik ebob(n, m) = 1 eflitli¤inden kay-

naklan›yor, çünkü bu durumda nm’nin her böleni

n’nin bir böleniyle m’nin bir böleninin çarp›m›d›r.

Bu kan›ta iyi bak›n, çünkü bunu birazdan ge-

nellefltirece¤iz: dr yerine, herhangi bir ƒ çarp›msal

fonksiyonu için ƒ(d ) de¤erini alaca¤›z.

λ Fonksiyonu. Bir çarp›msal fonksiyon örne¤i

daha: n > 1 olsun; n’yi asallar›n çarp›m› olarak ya-

zal›m: n = p1p2 ... pk. Buradaki pi’ler n’nin asal çar-

panlar›d›r. pi’lerin birbirinden farkl› olmalar› ge-

rekmedi¤ine dikkatinizi çekeriz. fiimdi

λ(n) = (−1)k

olsun. Bu fonksiyon bir say›n›n asal bölenlerinin

say›s›n›n tek mi çift mi oldu¤unu söylüyor. E¤er n =

1 ise, yukardaki tan›mla uyum sa¤lamas› için, λ(1) =

(−1)0 = 1 olarak tan›mlans›n. Elbette e¤er p asalsa

λ(p) = −1. Herhalde λ’n›n çarp›msal oldu¤u çok bel-

li olmal›. Ama λ’n›n daha güçlü bir özelli¤i var: n ve

m birbirine asal olmasalar da λ(mn) = λ(m)λ(n).

Çarp›msal Fonksiyonlar›n Özellikleri. Çarp›m-

sal bir ƒ fonksiyonu ele al›p özelliklerini bulal›m.
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Her say›y› 0’a yollayan “sabit0 fonksiyonu”

çarp›msald›r, ama oldukça s›k›c› bir fonksiyondur,

bu yüzden ƒ’nin sabit0 fonksiyonu olmad›¤›n› var-

sayal›m. Bu, tam tam›na ƒ(1) ≠ 0 demektir, çünkü

e¤er ƒ(1) = 0 ise, 1 her say›ya asal oldu¤undan, her

n için, ƒ(n) = ƒ(1·n) = ƒ(1)ƒ(n) = 0·ƒ(n) = 0 bulu-

nur ve ƒ sabit0 fonksiyonudur.

Bundan da ƒ(1) = 1 ç›kar, çünkü, ƒ(1) = ƒ(1·1) =

ƒ(1)ƒ(1) = ƒ(1)2; ayr›ca ƒ(1) ≠ 0; dolay›s›yla ƒ(1) = 1.

fiimdi ƒ’nin di¤er say›larda alabilece¤i de¤erle-

re bakal›m. n ∈ S olsun. n’yi asallar›na ay›ral›m:

n = p1
k1p2

k2 ... pr
kr.

O zaman, ƒ çarp›msal oldu¤undan,

ƒ(n) = ƒ(p1
k1p2

k2 ... pr
kr) = ƒ(p1

k1)ƒ(p2
k2) ... ƒ(pr

kr)

olur. Demek ki ƒ(n) de¤erini hesaplayabilmek için,

bir p asal› ve her k > 0 do¤al say›s›, ƒ(pk) de¤erini

hesaplamak gerekiyor.

Bu aflamada can al›c› soru, herhangi bir asal p

say›s› ve k > 0 do¤al say›s› için, ƒ(pk) de¤erinin ne

olabilece¤idir. Yan›t kolay, hatta biraz fazla kolay:

ƒ(pk)’nin alabilece¤i de¤er üzerine herhangi bir ko-

flul koyamay›z, ƒ(pk) herhangi bir gerçel say› olabi-

lir. Bir baflka deyiflle, e¤er her p asal› ve k > 0 do-

¤al say›s› için bir ap,k gerçel say›s› verilmiflse, o za-

man, ƒ(pk) = ap,k eflitli¤ini sa¤layan çarp›msal bir ƒ

fonksiyonu tan›mlanabilir. Buradaki ap,k say›lar›

rastgele seçildi¤inden, ƒ(pk) de¤erleri alabildi¤ine

özgürdürler, herhangi bir yasaya, eflitli¤e, özdeflli-

¤e vb uymazlar. Ama geri kalan n’ler için, ƒ çar-

p›msal olman›n koflulunu yerine getirmelidir.

Yukardaki örneklerde asal p ve k > 0 do¤al sa-

y›s› için,

de¤erlerini bulmufltuk.

Eskileri Al›p Yenilerini Veriyoruz. fiimdi bir

çarp›msal fonksiyondan yararlanarak yeni bir çar-

p›msal fonksiyon yarataca¤›z. ƒ, herhangi bir çar-

p›msal bir fonksiyon olsun. ƒ* fonksiyonunu flöy-

le tan›mlayal›m:

ƒ*(n) = Σd|n ƒ(d).

ƒ* da çarp›msald›r çünkü ¤er n ve m birbirine asalsa,

ƒ*(nm) = Σd|nm ƒ(d) = Σa|n, b|m ƒ(ab)

= Σa|n, b|m ƒ(a)ƒ(b)

= (Σa|n ƒ(a))(Σb|m ƒ(b))

= ƒ*(n)ƒ*(m).

‹kinci eflitlik ebob(n, m) = 1 olmas›ndan kaynakla-

n›yor, çünkü nm’yi bölen her say›, n’yi bölen bir

a’n›n ve m’yi bölen bir b’nin çarp›m›d›r.

Yukardaki kan›t›n σr’nin çarp›msal oldu¤unun

kan›t›na ne kadar çok benzedi¤ine dikkatinizi çeke-

riz. Hatta kan›tlar ayn›, sadece σr’nin çarp›msal ol-

du¤unun kan›t›nda ƒ(n) = nr almak gerekiyor. Ni-

tekim, e¤er ƒ fonksiyonu ƒ(n) = nr kural›yla tan›m-

lanm›fl çarp›msal fonksiyonsa, o zaman, ƒ* = σr.

Bunun özel bir hali olarak da (r = 1 alarak) Id* = σ
bulunur.

Örnek 1. E¤er ƒ, sabit 1 de¤erini alan fonksi-

yonsa, ƒ* = d’dir.

Örnek 2. ϕ, Euler fonksiyonu olsun. ϕ* fonk-

siyonunu bulal›m. Çarp›msal oldu¤unu biliyoruz,

bunu yukarda gördük. Dolay›s›yla asal p’ler ve k

do¤al say›lar› için ϕ*(pk) de¤erlerini bilmek yeti-

yor. Bulal›m:

ϕ*(pk) = Σd|pk ϕ(d) = Σi=0,...,k ϕ(pi)

= ϕ(1) + ϕ(p) + ϕ(p2) + ... + ϕ(pk)

= 1 + (p−1) + (p2 − p) + ... + (pk − pk−1)

= pk.

Demek ki ϕ*(pk) = pk. Bundan her n için ϕ*(n) = n,

yani ϕ*= Id ç›kar. Dolay›s›yla ϕ** = Id* = σ1.

Yenileri Al›p Eskilerini Veriyoruz. Yukarda ƒ*

fonksiyonunu ƒ fonksiyonunu kullanarak bulduk.

Acaba ƒ fonksiyonunu ƒ* fonksiyonunu kullana-

rak bulabilir miyiz? Evet!

Möbius µ fonksiyonunu flöyle tan›mlayal›m:

Kolayca kontrol edilebilece¤i üzere µ fonksiyo-

nu çarp›msald›r. Ayr›ca e¤er p bir asalsa µ(p) = −1

ve e¤er k > 1 ise, µ(pk) = 0.

Al›flt›rma. n ≠ 1 için, µ*(n) = 0 ve µ*(1) = 1

eflitliklerini kan›tlay›n.

Teorem. ƒ(n) = ∑d|n µ(d)ƒ*(n/d).

Bu teorem, üretti¤imiz ƒ* fonksiyonundan eski

ƒ fonksiyonunu tekrar elde etmemizi sa¤l›yor. Bu-
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nun bir anlam› da ƒ* fonksiyonunu ayn› yöntemle

baflka bir fonksiyondan elde edemeyece¤imizdir,

yani ƒ* = g* ise ƒ = g’dir.

Teoremin Kan›t›: ƒ ve g herhangi iki çarp›msal

fonksiyon olsunlar. Bir hesap yapal›m:

∑d|n g(d)ƒ*(n/d) = ∑d|n [g(d)Σe|(n/d) ƒ(e)]

= ∑d|n Σe|(n/d) g(d)ƒ(e) = Σed|n g(d)ƒ(e).

Burada, birinci eflitlik ƒ* fonksiyonunun tan›m›n-

dan kaynaklan›yor. Üçüncü eflitlik, “d|n ve e|(n|d)”

koflullar›n›n “ed|n” kofluluna eflde¤er olmas›ndan

kaynaklan›yor. Demek ki,

∑d|n g(d)ƒ*(n/d) = Σed|n g(e)ƒ(d).

Benzer biçimde, g ile ƒ’nin rollerini de¤ifltirirsek,

∑d|n ƒ(d)g*(n/d) = Σed|n ƒ(e)g(d)

buluruz. Ama son iki denklemin sa¤ taraflar› birbi-

rine eflit. Demek ki,

∑d|n g(d)ƒ*(n/d) = ∑d|n ƒ(d)g*(n/d).

fiimdi g yerine µ alal›m:

∑d|n µ(d)ƒ*(n/d) = ∑d|n ƒ(d)µ*(n/d)

buluruz. Ama µ* fonksiyonu yukardaki al›flt›rma-

da hesaplanm›fl olmal›: E¤er n ≠ 1 ise µ*(n) = 0 ve

µ*(1) = 1. Demek ki,

∑d|n µ(d)ƒ*(n/d) = ∑d|n ƒ(d)µ*(n/d) = ƒ(n).

Teoremimiz kan›tlanm›flt›r. ■■

Uygulama. fiimdi birkaç uygulamaya geçelim.

Uygulama dediysek öyle ah›m flah›m bir fley yap-

mayaca¤›z. Alt taraf› flu buldu¤umuz yeni formüle

bildi¤imiz fonksiyonlar› yerlefltirece¤iz. Örne¤in

ϕ* = Id eflitli¤ini biliyoruz ya, teoremimiz sa¤olsun,

art›k

Σd|n µ(d)(n/d) = ϕ(n)

eflitli¤ini de biliyoruz, yani,

Σd|n µ(d)/d = ϕ(n)/n.

Ayn› flekilde

Σd|n µ(d)σr(n/d) = nr

eflitli¤ini de biliyoruz.

Son Söz De¤il. Bu yaz›da belli bir yerden son-

ra yapt›klar›m›z baz› okurlara garip gelmifl olabi-

lir. Neden tan›mland›klar› çok aç›k olan birtak›m

fonksiyonlardan neden tan›mland›klar› hiç de aç›k

olmayan baflka fonksiyonlar elde ettik. Sonra ilk

fonksiyonumuzu sanki kaybetmifliz gibi yeniden

bulmak için bir baflka fonksiyon daha (µ fonksiyo-

nunu) tan›mlad›k.

Asl›nda bu yapt›klar›m›z›n hepsinin çok ge-

çerli nedenleri vard›r. Bu yaz›n›n devam› niteli¤in-

de olan gelecek yaz›da konuya biraz tepeden ba-

kaca¤›z ve o irtifadan tüm bu fonksiyonlar›n asl›n-

da birbirlerine göbekten ba¤l› oldu¤u ortaya ç›ka-

cak. Ayr›ca tüm bu yapt›klar›m›z da meflruiyet ka-

zanacak. ♣
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1986 ‹stanbul Do¤umlu-

yum. ‹lkokulu Sezgin Topçu

ile okudum (hocamd›). Orta-

okul ve lisede de Üsküdar

Amerikan Lisesi’ndeydim.

Sahneye ç›kmay› çok severim.

Dolay›s›yla lisede pekçok oyunda oynad›m. Bir

ara içimden tiyatrocu olma iste¤i geçmiflti, daha

önce de (ortaokulda) reklam metin yazar› olmak

istiyordum. En sonunda bir k›skançl›k sonucu

matemati¤e olan ilgim alevlendi. Derhal elime bir

MD ald›m... Ve al›fl o al›fl!

Bir ara sporla, özellikle de uzun mesafe spor-

lar›yla ilgilendim (babam sa¤olsun). Bir triatlon

bitirmiflli¤im de vard›r! Lise 2’de gayr›meflru bir

çay oca¤›n›n üç hissedar›ndan biri ve iflletmeci-

siydim. Oralet içmeyi severim. Model Birleflmifl

Milletlercilik ve FRP oynamaktan hofllan›r›m.

FRP’de özellikle savafllarda hiç ifle yaramayan

karakterleri oynamak hofluma gider. (Bkz.

OOTS’deki Elan. Google’da OOTS yazarsan›z

karfl›n›za ç›kacakt›r.) Ayr›ca uzun süredir piyano

çal›yorum.

Çok zay›f›m ve dolay›s›yla sert sandalyelere

oturmay› sevmem. E¤er mümkünse oturmam, tü-

nerim (öyle derler). Gülmeyi somurtmaya, z›pla-

may› yürümeye tercih ederim.

Tekzip!
Geçen say›m›zda, sayfa 34-37’de bir m > 1

tamsay›s›na asal her n için nϕ(m) ≡ 1 (mod m)

denkli¤ini kan›tlam›flt›k. Editörden kaynakla-

nan bir hata sonucu, aynen bunun gibi bir gri

kutucuk içinde, m’ye asal her n için nk ≡ 1 (mod

m) denkli¤ini sa¤layan en küçük k say›s› yanl›fl

verilmiflti. Bu denkli¤i sa¤layan en küçük k,

e¤er m tekse ϕ(m),

e¤er 8|m ise ϕ(m)/4

di¤er hallerde ϕ(m)/2

dir. Düzeltir özür dileriz.


