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Kapak Konusu: Sayma

Pokerin Matematigi

Ali Nesin* / anesin@bilgi.edu.tr

Bu yazida pokeri bahane ede-
rek saymanin temellerini ele alacagiz.

Poker, en fazla dort oyuncuyla ve yediliden
asa 32 iskambil kagidiyla oynanir. (Amerika’da 52
kagitla oynanir poker ama biz bu yazida 32 kagit-
la oynanan “Turk pokeri”nden sozedecegiz.)

Hemen belirtelim, bu yazinin igerigini anlamak
icin poker bilmeye gerek yoktur ama bir deste is-
kambil kagidini ele almis olmak gerekir.

Pokerde, oyunun basinda her oyuncuya once
32’lik desteden beser kagit dagitilir, sonra her
oyuncu elindeki beg kagittan istedigi kadarini degis-
tirebilir (isterse hi¢ degistirmez.) Bu degistirmeden
sonra “en iyi” eli olan kazanir. Elbet burda “en iyi
el”in tamimlanmasi, anlam kazandirilmas: gerekir.
Ornegin, bes kagidin besinin de ayni renkten (6rne-
gin hepsi maga, #) oldugu bir el ¢ok iyi sayilir. Bu
el, iki papaz, iki as ve bir onlu gibi iki ¢iftten olusan
ellerden daha “iyi” bir eldir. Bunun nedeni bellidir:
bes kagidin ayni renkten olma olasilig: ele iki ¢ift
gelme olasiigindan daha distiktiir.

Ayni renkten ellere renk adi verilir. Bu yazida-
ki amaglarimizdan biri de pokerde dagitilan ilk beg
kagidin renk olma olasiligini hesaplamak.

Once biraz matematik yapalim.

Faktoriyel. 1lk # sayinin toplami icin bir for-
miil vardir:
142+ ...+n=nn+1)2.
Bunu MD-2001-1, sayfa 68’te kanitlamigtik, kaniti
da oldukga basittir. Ya ilk # sayinin ¢arpimi nedir?
1x2x..
Soru tuhaf, ¢linkii yanmit1 “ilk 7 sayinin ¢arpimi

x n sayist nasil hesaplanir?

ilk 7 saymin ¢arpimidir” da olabilir! Ama bizim
amacimiz, aynen toplama i¢in yaptigimiz gibi, ka-

2

pali, yani “...” (ii¢ nokta) kullanmadan bir formiil
bulmak.
[k 72 saymin ¢arpimu igin yukardaki gibi cebir-

sel bir kapali formiil yoktur! Ama matematikte ilk
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Bu yazi, yazarin Matematik ve Oyun adli kitabindaki bir
yazisindan uyarlanmistir.
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n saymin c¢arpimina ¢ok gereksinilir. Dolayisiyla
boyle kapali bir formiiliin olmamasi rahatsiz edici.
Madem o6yle biz de ilk 7 sayinin ¢arpimini simgele-
yen bir simge icat edelim. Bundan boyle ilk # say1-
nin ¢arpimini 7! olarak yazalim.

Tanmm. Eger n bir dogal sayiysa, n! ilk n say:-
mn carpimum simgeler, yani,
nl=1x2x..x(n-1)xn
dir.

Ornegin, 1! = 1, 2! =2, 3! = 6, 4! = 24, 5!
120°dir. 0! = 1 olarak tanimlanir. Ilk bakista pek
dogal gelmeyen bu tanimin nedenini yazinin orta-
larinda bulabilirsiniz.

n! sayisi “n faktoriyel” olarak okunur.

Daha matematiksel olarak ! tiimevarimla
soOyle tanimlanir:

0r=1
(m+ 1) =(n+1) xn!

Dikkat! #! okunurken 7’nin haykirilarak soy-

lenmesi gerekmez.

Harflerden Sozciik Uretmek. Elimizde A, B ve
C harfleri var ve bu harflerden ikisini kullanarak
(Turkgede ya da bagka bir dilde anlami olmasi ge-
rekmez) iki harfli sozcuk tiretmek istiyoruz. Kag
sozcuk uretebiliriz?

Bu soruyu yanitlamak icin sozciikleri — abece
sirasina gore — siralayalim.

AB, AC, BC, BA, CA, CB.

Demek 6 sozcuk iiretebilirmisiz. Bu sozciiklerin
olusumunu asagidaki sekildeki gibi de gosterebili-
riz. Once ilk harfleri koyuyoruz: Sirasiyla A, B ve

AB AC BA BC CA CB



Matematik Diinyasi, 2005 Bahar

C. Sonra ikinci harfleri: Eger ilk harfimiz A ise,
ikinci harf i¢in iki secenegimiz var: B ve C. Dolayi-
siyla A budagina B ve C dallarini ekliyoruz. Her ti¢
dal i¢in bunu yaptigimizdan, bu 3 harfle toplam
3 x 2 = 6 tane iki degisik harfli s6zciik yazabilece-
gimizi goriiriiz.

Simdi bu soruyu genellestirelim.

Birinci Soru. Elimizde n degisik harf var: A4,
Ay, ...y A, harfleri. Bu n harften, r degisik harfli
sozciikler diretmek istiyoruz (her harfi en ¢ok bir
kez kullanabiliriz.) Kag sozciik tiretebiliriz?

Bu soruya yanit verebilmek icin yukardaki gibi
ters donmiis bir aga¢ yapalim. Agacin ilk budagin-
dan asagiya dogru # dal ¢ikar:

Ay Ay, oo A,
dallar1. Bunlar sozciklerin ilk harfleri. Bu dallarin
uclarina 7 — 1 dal eklenir (ikinci harfler.) Ornegin
A dalina
Ay A
dallar1 eklenir. Bu yeni dallar,
AjAy, .y A4A,
sozciiklerini olustururlar. A, dalinaysa,
Ay As, o A,
dallar: eklenir ve,
AyAy, AyAs, .., ArA
sozciiklerini olustururlar. Boylece n x (n— 1) dal el-

n

n

de etmis oluruz. Demek ki iki harfli sozciik sayisi
n x (n—1) imis. Agaci surdiirelim. Yukarda elde et-
tigimiz her # x (n — 1) dala simdi # — 2 dal daha ek-
leyebiliriz. Ornegin, A{A, dalina,
As LA,

dallarimi ekleyebiliriz. Bu yeni dallarin herbirinin
ucuna 3 harfli sozctikler yazilir. Boylece

nx(n-1)x(n-2)
tane ti¢ harfli s6zctik elde ederiz. Bu yontemi stir-
diirerek, Ay, ..., A, harflerinden
(n—(r-1))
tane r degisik harfli sozciik yazacagimizi goriiriiz.

nx(n-1)x..x

Bu say1 da

Ay Ady o AA, AAL A5 o A,

s e

AA AA, - AA

n!

(n—r)
sayisina esittir (sadelestirince esitlik hemen ¢ikar.)

Ilk teoremimizi kanitladik:

Teorem 1. r < n iki dogal sayrysa, Ay, ..
harflerini en ¢ok bir kez kullanarak
n!

S A,

(n—r)!

tane r harfli sézciik yazilabilir.

Eger yukardaki teoremde 7’yi # alirsak, #! bu-
luruz: Birbirinden farkli Ay, ..., A, harflerinin her-
birini kullanarak 7! tane sozciik yazilir.

Alistirmalar ve Yanitlari

1. SELIM sozciigiiniin harfleriyle kag tane iic
harfli sozciik yazabiliriz? Yukardaki teoremi uygu-
layarak 51/(5 = 3)! = 5!1/2! = 5 x 4 x 3 = 60 sozciik
buluruz. Baska bir soru: SELIM sozciigiiniin harf-
leriyle kag tane bes harfli sozciik yazilir? Yine yu-
kardaki teoremi uygulayalim: 5!/(5 — 5)! = 5!/0! ve
0! = 1 esitliklerini kullanarak, 5! = 120 tane bes
harfli sozciik yazabilecegimizi gortiriz.

2. MELEK sozctigintin tim harflerini kullana-
rak kag tane (bes harfli elbet) sozciik yazabiliriz?
Yukardaki teoremi dogrudan uygulayamayiz, ¢iin-
kii iki tane E harfi var. Once iki E’yi ayristiralim ve
ME,LE,K “sozctiginin” tum harflerini kullana-
rak kag tane bes harfli sdzcik yazabilecegimizi bu-
lalim. Bu sorunun yamiti yukardaki gibi 5! =
120°dir. Bu 120 sozcigiin yarisinda E; harfi E,
harfinden 6nce gelir; obiir yarisindaysa E, harfi E;
harfinden once gelir. Demek ki MELEK sozcugii-
niin harflerinden 120/2 = 60 sozcik yazabiliriz.

3. Yukardaki alistirmaya benzeyen, ama biraz
daha zor olan bir aligtirma daha: KELEBEK so6zcii-
guniin tim harflerini kullanarak kag sozciik yaza-
biliriz? Yukardaki yontemi kullanalim ve once
K{E{LE,;BE3K; sozcugunii ele alalim. Yedi harfli
bu sozciikten 7! sozciik uiretebiliriz. Simdi, Ky = K,
ve Eq = E, = E3 yapalim. Birinci esitlik
icin 2’ye boleriz, ikinci esitlik icinse 3!,
yani 6’ya, ¢unkii Eq, E,, E3 harfleri 3! de-
gisik sirada bir sozciikte belirebilirler. De-
mek ki KELEBEK sozctigiiniin harflerinin
yerini degistirerek 7!/(2 x 6) = 420 sozciik
yazabiliriz.

n-1

Simdi yeni bir soru soralim.
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AAA L [A4,4,] [AAA] (44,4, |A4,4,
AAA | |AAA | |AAA] [AAA |AAA,
AAAS AL |AAAS] |AA A, |AZALA;
AAA [AAA | |AAA| |AAA | |AA4]
AAA | |AAA | |AAA | 444 |AAA,
AMAL| [AAAL |AAAL| |AALA | |ASAA

AAA (A4, (A4 4,445 [A,4,4
AAA,| [ AAA | |AAA;| [AAA,| |ASAA,
AA A [AAA] |AAA] [AAA] |AAA
AAA| [AAA | |AAA, | [AAM,| |AAA,
AAA,| [AAA| |AAAS| [AAA, | |AALA,
AAA | |AAA | |AAA, | |AsAA, | |AAL4,

{A19 Azs A3} {Ap Azs A4} {Ap AZ) AS} {Ap A39 A4} {Ala A3J AS} {Ap A4:' As} {AZ’ A39 A4} {AZD A37 A5} {A29 A4s A5} {A3J A4’ A5}

A, A, Aj, Ay, Al harfleriyle yazilmis ti¢ harfli sozciikler, toplam §!/(5-3)! = 60 tane.
Bu sozciikleri icerdikleri harflere gore her biri 3! = 6 sozciik iceren gruplara ayiriyoruz.
Her grup A, A, A5, A,, A; harflerinin iigiinden olusmus bir kiimeye es diisiiyor.

Ikinci Soru. Elimizde n 6gesi olan bir A kiime-

sivar: A ={Ay, ..., A,}. r < n, bir dogal say: olsun.

A kiimesinin kag tane r 6geli altkiimesi vardir?

Bu sayiy1 hesaplayacagiz. Hesaplamak istedigi-

)

olarak yazalim. Bu sayiya “n’de ” ya da “n se¢ r”

miz say1y1

adr verilir.

Ornek: 2= 5 ver=3 olsun. A = (A, Ay, A3, Ay,
As} kiimesinin 3 6geli biitiin altkiimelerini bulalim.

{A3s A4s AS}
Toplam 10 tane 3 6geli altkiime var. Demek ki

e

Birinci soruyla arada ufak ama 6nemli bir ayrim

imis.

var: Birinci soruda AjA, A3z ve AjA3A, sozciiklerini
ayr1 ayri sayiyorduk; oysa bu sorumuzda sozciiklere
degil de harflerden olusan kumelere bakiyoruz.
Hem A{A,Aj3, hem de A{A3A, sozciiklerinin harfle-
rinden {A{, A,, A3} kiimesi olusur. Bunun gibi,

A1AyA,

AA3A,

AyA 1A,

AyA3A,

A3A 1A,

A3AA,
sozctiklerinin herbiri {A, A,, A3} kiimesini olustu-
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rurlar. Sayfanin istindeki sekilde bu soyledikleri-
mizin resmini yaptik.

Ikinci soruyu yanitlamak i¢in bu 6rnekten ya-
rarlanaca@iz. Birinci teoreme gore, r degisik harfli
sozciik sayist n!/(n — r)! dir. Bu n!/(n — r)! sdzciikten
bir¢ogu ayni kiimenin harflerinden olusurlar. Kag
tanesinin ayni kimenin harflerinden olustugunu
bulalim. Yine birinci teoreme gore  harfle yazilan
7! sozciik olduguna gore, n!/(n — r)! sozcikten her
7! tanesi ayn1 kiimenin harflerinden olusur. Demek
ki, r 6geli altkime sayisini bulmak icin #n!/(n — r)!
sayisini 7! sayisina bolmeliyiz:

nj_n!/(n—r)! ol
rl C(m=r)n
Buldugumuz bu sonucu daha sonra sik sik kul-

lanacagiz; bir koseye yazalim:

Teorem 2. n 6geli bir kiimenin, r 6geli altkiime

sayist
n!

(m—r)r!

dir.

Bu teoreme gore, 18 takimlik bir futbol liginde
her takim her takimla mag yaparsa, toplam

18) 18 180 18x17
_ L =9x17 =153
[z} 2(18-2)1 216 2 g

mag¢ yapilmis olur.

Icinde 12 degisik renk bulunan bir boya kutu-

sundan,
12 3 12! 3 12! _12><11><10><9><8
5) 5112=5)1 5171 5x4x3x2

=12x11x6=792
degisik bicimde beg kalem segilebilir.
60 kisilik bir siniftan tam,

60
"
tane degisik futbol takimi ¢ikar.
Simdi pokere donelim.
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Toplam Poker Eli Sayisi. Simdi toplam poker
eli sayisin1 hesaplayabiliriz. 32 kagittan kag tane §
kagithik el ¢ikar? Yani 32 6gelik bir kiimenin kag
tane 5 ogelik altkiimesi vardir? Teorem 2’ye gore,
[32] _ 321 321 32x31x30x29x28

N St132-5)r  sn27 S5x4x3x2
tane, yani 200 binden fazla poker eli vardir. Ve bu

=201.376

poker ellerinden herbirinin gelme olasiligi aynidir,
yani 1/201.376’dur.

Renk Sayisi. Simdi de kag tane “renk” eli oldu-
gunu hesaplayalim. Once kag tane maca (#) renkli
el oldugunu bulalim. 32 kigittan 8 tanesi maga. Bu
8 magadan 5 tanesini sececegiz. Teorem 2’ye gore,

8

(5] S8 S13
tane salt maga olan el vardir. Toplam dort renk ol-
dugundan (&, ¥, A, &), bu sayiy1 4’le ¢arparsak,
toplam renk sayisini buluruz:

56 x4 =224.
Ama bu sayidan, toplam “flush” (ayni renkten ve
surekli kagitlar) sayisimi ¢ikarmaliyiz (¢inki bu
renkten ¢ok daha iyi bir el.) Macalardan olusan
flush’lar, asla (A-7-8-9-10), yediliyle, sekizliyle,
dokuzluyla ya da onluyla (10-J-Q-K-A) baglayabi-
lir. Demek macadan 5 tane flush var ve toplam flush
sayist 5 x 4 = 20. Boylece, gercek renk sayisinin,
224 -20 =204
oldugunu buluruz. Olasilik olarak diigtintirsek, el-
den renk gelme olasiligi
204/201.376 =~ 0,001013°dr,

yani agag1 yukar: binde birdir.

Kare Sayisi. Elden kare gelme, yani beg kagit-
tan dordintin ayni sayr olma olasiligini bulalim.
Once dort asl el sayisin1 bulalim. Dért asin yanina
gelebilecek kagit sayis1 32 — 4 = 28°dir. Demek 28
tane dort ash el var. Toplam 8 tiir kagit oldugun-
dan, 28 x 8 = 224 tane kare el vardur.

Bu say1, renk sayisindan biraz daha fazla oldu-
gundan, renk kareyi yener diye diigtinebilirsiniz.
Nitekim, eger pokerde kagit degistirme olmasaydi,
distindiigiintiz gibi olurdu. Ama kagit degistirme
olasiliklar1 da etkiler. Ornegin, ii¢ as1 olan, 6biir iki
kagidini degistirerek, dort as olma olasiligini artti-
rir. Bunun gibi eline dort maca gelen, besinci kagi-
dini degistirerek, renk olasiligini arttrir. Yani po-
kerin sonundaki olasiliklar, ilk bes kagidin olasi-
liklarindan degisiktir. Pokerde rengin kareyi yenip
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yenmedigini bilmiyorum. Unutmugum!

Elinde dort macasi olan, maga olmayan kagidi-
ni degistirerek kag olasilikla rengi yakalayabilir?
Hesaplayalim. 32 kagidin 5’i elimizde. Demek ki
toplam 27 kagittan bir kagit segilecek (6biir oyun-
cularin ellerini bilmiyoruz, onlarin elinde kagit
yokmug gibi hesaplayabiliriz.) Bu 27 kagitta 4 tane
maga var (toplam maga sayis1 8, ama bu macalar-
dan 4’ti elimizde.) Demek ki rengi yakalama olasi-
higimiz 4/27°dir, yani 1/7°den daha fazla. Renge
cekmeli miyiz? Eger kagit degistirmek igin ortaya 1
lira koymamiz gerekiyorsa (bedava kagit degistiril-
mez pokerde, sansini artirmanin bedeli vardir) ve
kazanacagimiz paranin en az 27/4 lira olacagim
diigtintiyorsak kagit cekmeliyiz. Yoksa cekmemeli-
yiz. Ornegin iki oyuncu oyundan kagmissa, biiyiik
bir olasilikla kagit cekmeye degmez. Eger kagit
cekmeye karar verecek son oyuncuysak ve bizden
onceki ti¢ oyuncu oyuna girmiglerse, o zaman ka-
git cekmeliyiz.

Dolgun El Sayisi. Eger bir elde bir tiirden 3 ta-
ne, bir bagka tiirden 2 tane kagit varsa, o ele “dol-
gun” (full house) denir. Ornegin, 3 as ve 2 papaz-
dan olusan bir el dolgundur. Dolgun eller olduk¢a
iyi ellerdir. Ilk bes kagidi dolgun gérmenin kendine
Ozgii bir zevki vardir. En azindan, hangi kagidi de-
gistirecegim tiiriinden zor sorularla kargilagilmaz.

Elin dolgun olma olasiligini bulalim. Bu biraz
daha zor. Once 3 as ve 2 papaz gelme olasiligini
bulalim. Dort astan Gglint segecegiz, yani 4 ogelik
bir kiimeden 3 6gelik bir altkiime segecegiz. Te-

y

segenegimiz var aslar i¢in. Simdi de dort papazdan

orem 2’ye gore,

=4

ikisini sececegiz. Yine Teorem 2’ye gore,
4

2:6

segenegimiz var. Demek ki,
4x6=24

tane 3 as ve 2 papazl el var. 3 papaz ve 2 ash eller
de 24 tane. Yani as ve papazlardan olusan

24 + 24 =48
tane dolgun el vardir. Bu hesaplar salt as ve papaz-
lar icin degil, tiim iki tiir kagitlar icin de gegerli. Or-
negin yedi ve dokuzlulardan olusan 48 tane dolgun
el vardir. Kag tane iki tir kagit var? Toplam 8 tir-
den 2 tiir sececegiz. Teorem 2’ye gore,
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=28
2

tane iki tir var. Demek ki toplam dolgun el sayisi,
48 x 28 = 1344
tur.

Ucgen Sayist. Bir elde 3 tane aymi kagit varsa,
o ele “iiggen” ad verilir. Ornegin AAAKD bir iic-
gendir. Ama kare ve dolgunlar iicgen sayilmaz. Ug-
gen sayisin1 hesaplayalim. Once 3 asli iiggen sayisi-
n1 bulalim. Teorem 2’ye gore,
4

3
cesit 3 as segebiliriz. Bu 3 asin yanina iki kagit gele-

=4

cek, ama herhangi iki kagit degil: hicbiri as olmaya-
cak ve aym tir kagit olmayacaklar. As disinda
32 — 4 = 28 tane kagit var. Bunlardan ikisini segelim:
28
[ 5 J =378
tane segenek var. Ama bu seceneklerden bazilari iki
ayni tir kagittan olusuyor. Bu sayiy1 bulup 378°den

cikartalim. Kag tane iki papaz segebiliriz?
4
5 =6
tane. As disinda yedi tiir kdgit var. Demek ki, 378
secenekten 6 x 7 = 42 tanesi iki aym tir kagittan
olusuyor. Dolayisiyla, segilen ti¢ asin yanina,
378 -42 =336
tane iki kagitlik el koyabiliriz. Dort cesit ii¢ as se-
cilebildiginden, asli ti¢gen el sayisi,
336 x 4 = 1344
diir. Bu hesap as disgindaki 6biir kagitlar icin de ge-
cerli oldugundan, ticgen el sayisi,
1344 x 8 = 10.752
dir.
Kalan hesaplari okura aligtirma olarak biraki-
yoruz. Yanitlar1 asagidaki dizelgede bulacaksiniz.
Matematiksel seytaniniz bol olsun2.
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Fl tiirii El sayis1  olasiligi (+0,0005)
Flush Royal § %0,0025

Flush 20 %0,010

Renk 204 %0,101

Kare 224 %0,111

Dolgun 1.344 %0,667

Kent 5.100  %2,533

Uggen 10.752  %S5,339

iki Cift 24192 %12,013

Bir Cift 107.520 %53,393

Poker Alistirmalar:

1. Ayni olasiliklar1 52 kagitlik desteyle oyna-
nan poker oyunu i¢in hesaplayin.

2. Elinde bir ¢ifti olan oyuncunun, diger ii¢ ka-
gidin1 degistirerek ticlii yakalama olasihigi kactir?

3. Elinde bir ifti olan oyuncunun, diger t¢ ka-
gittan ikisini degistirerek ti¢li ya da ikinci bir cift
yakalama olasiligi kagtir?

4. Elinde 4, 5, 6, 7 ve 10 olan oyuncunun
10’luyu degistirerek kent yakalama olasiligi kagtir?

5. Elinde 4, 5, 7, 8 ve
10’luyu degistirerek kent yakalama olasiligi kagtir?

10 olan oyuncunun

6. Elinde dort tane ayni renkten olan oyuncu,
diger kagidini degistirerek renk yakalama olasiligi
kagtir?

7. Elinde beg benzemez olan oyuncu, iki ¢ift ya
da daha iyi bir el yakalama olasiligini artirmak icin
kag kagit degistirmelidir?

Sayma Aligtirmalari

1. n degisik nesne kac degisik bicimde siraya
dizilebilir?

2. n kisi kag degisik bi¢cimde yuvarlak bir ma-
saya oturtulabilir?

3. Ikisi aym digerleri degisik 7 nesne kag degi-
sik bigimde siraya dizilebilir?

4. Ugii ayni digerleri degisik 7 kisi kac degisik
bi¢imde yuvarlak bir masaya oturtulabilir?

5. Ug tane 1 ve dort tane 2’yle yedi haneli kag
say1 yazilabilir? g tane 1 ve b tane 2’yle a + b ha-
neli kag say1 yazilabilir?

5.atane 1, b tane 2 ve c tane 3’le a + b + ¢ ha-
neli kag say1 yazilabilir?

6. 10 erkek ve 14 kiz 6grenci olan bir siniftan,
5 erkek ve 3 kiz 6grenciden olusan kag takim olus-
turulabilir? 4

1 Bir elin kagitlar1 pegpeseyse, ornegin 7-8-9-10-V ise, ama aym
renkten (6rnegin kupa) degilse, o ele her nedense “kent” denir.



