Tumevarimla Sayma

Sayar Bayar

Ug sayma problemi ele alaca-
g1z bu yazida. Herbirinin sayma prob-

lemi olmasinin yamsira, bir bagka ortak yanlari,
genel ¢oztimiin ayni problemin daha basit halleri-
nin ¢ozumininden kaynaklanmasi, yani proble-
mleri belli bir zorluk seviyesinde ¢ozmek icin prob-
lemlerin daha kolay durumlardaki ¢éziimiinden ya-
rarlanilmasidir.

I. Birinci Oyun: Hanoi Kulesi Problemi
Asagidaki resimdeki tek kisilik oyuna bakin.

tekeri gene boy sirasiyla
bir bagka civiye dizmektir.
Yasal bir tiir hamle var:
Bir teker bulundugu c¢ivi-

Amag soldaki ¢iviye boy sirasiyla dizilmis dokuz
J den cikarilip bir bagka ¢i-
viye gegirilebilir, ama alt-
taki tekerler tistteki teker-
lerden hep daha biiytik olmali; yani bir tekeri daha
kuguk bir tekerin ustiine koyamazsiniz.
Bunu bagarabilir misiniz ve basarabilirseniz en
az kag¢ hamlede basarabilirsiniz?
Dokuz yerine 7 tane teker alalim ve ayni soru-
yu 9 yerine 7 igin soralim.
Bu problem Fransiz matematik¢i Edouard Lu-
cas tarafindan 1883’te bir Hint sOylencesinden
esinlenerek bulunmustur. Soylenceye gore, Benares

Brahma

8| Hint inamigina gore iic bii-
: yuk tanr1 vardir: var eden
Brahma, koruyan Vishnu
ve yok eden Shiva. Bu ti¢
tanry, “t¢ bi¢imli” anla-
mina gelen ve cogu zaman
ti¢ bagh bir viicutla resme-

dilen Trimurti ortak adiy-

i la anilirlar.

*  Bu yaz1 Graham, Knuth ve Patashnik’in Concrete Mathema-
tics, adli muhtegem eserinden araklanmistir demiyelim de esin-
lenilmistir.
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sehrinde bulunan ve diinyanin merkezi olan (inan-
mayan 6lgsiin!) bir tapinagin kubbesinin altina, var
olan her seyi yaratan Brahma, evreni yaratirken, {i¢
elmas igneden birine biiytikten kiigtige
siralanmug bicimde saf altindan yapil-
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mig 64 teker gecirmis. Rahipler gece
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gundiiz dur durak bilmeden bu 64 te-
keri teker teker gene aymi sirayla bir

baska igneye gegirmeye caligirlarmus.
Ama bir tekeri daha kiigiik bir tekerin
ustiine koymaya haklar1 yokmusg. Ra-
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hipler basariya ulagtiklarinda tapmak
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dahil her sey yerle bir ve un ufak ola-
cak, yani kiyamet kopacakmis.
Eger n = 1 ise, o zaman tek bir
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hamle yeterli: Tekeri A ¢ivisinden alip

B civisine gegirelim.
Eger n = 2 ise, kolayca sinanacag:
lzere ti¢ hamle yeterli ve daha az
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hamlede de problem ¢oziillemez.
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Eger n = 3 ise, bir ¢cbziimii yan ta-
rafa dikine ¢izdik. Toplam yedi hamle
yetiyor. Problemin daha az hamlede
coziilemeyecegi sanirim hissedilir,
ama bu kez ikna olmak ya da etmek o
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kadar kolay olmayabilir.

n tekerli problemi ¢ozen en az hamle sayisina
f, diyelim. Yukarda gordiigumiiz gibi, f1 =1, f, =
3, f3 £7. Amacimiz f,’yi bulmak.

Simdi dugtinelim. 7 +1 tekerli oyunda, en altta-
ki tekeri unutursak, geri kalan 7 tekeri f,, hamlede
C civisine boy sirasina gore dizebiliriz. Ardindan en
biiytik tekeri A’dan B’ye gegirebiliriz. Son olarak da
C civisinde boy sirasina gore dizilmis olan # tekeri B
civisine (en buiylik tekerin iistiine) gene boy sirasina
gore f, hamlede aktarabiliriz. Boylece f,, + 1 + f,,,

fn hamle 1 hamle f, hamle
Aﬂ AﬂﬁAﬂlcﬂ
fn+l = an +1
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yani 2f,, + 1 hamlede 7 + 1 tekeri boy sirasina gore
dizmis oluruz. Demek ki

fn+1 = zfn + 1.
Peki daha az hamlede bu isi becerebilir miyiz, yani
fni1 <2f, + 1 olabilir mi? Hayir! Nalan! Bunu ka-
nitlayalim. En buiyuk teker ancak en altta olabilir,
dolayisiyla bu en biiyiik tekeri yerinden oynatabil-
memiz igin ¢ivilerden biri bog olmali, yani geri ka-
lan 7 teker boy sirasiyla tek bir ¢iviye gegirilmis ol-
mali. Buyiik tekerin yerini iki kez degistirmek de-
mek, ayni pozisyona iki kez gelmek demektir ki
boyle bir hareket gereksiz olup bize zaman kaybet-
tireceginden biiyiik tekeri sadece bir kez yerinden
oynatmaliyiz. Demek ki buyiik tekeri bir kez yerin-
den oynattiktan sonra sadece geri kalan 7 tekere
dokunmaliyiz ve bunlari boy sirasina gore buyiik
tekerin ustiine dizmeliyiz, ki bu da en az f,, hamle-
de yapilabilir. Dolayisiyla f,,,1 = 2f, + 1. Boylece

fu1=2fn+1
esitligini elde ederiz.

Demek ki 7 teker igin yanit olan f,’yi biliyor-
sak, f,,1 = 2f, + 1 esitliginden bir fazla teker icin
yanit olan f,,{’i de bulabiliriz. Bu formulii # = 1,
2, 3, #e uygularsak, f{’i bildigimizden,

fi=1

fa=2f1+1=2x1+1=3

f3=2f,+1=2x3+1=7

fa=2f3+1=2x7+1=15

fs=2f4+1=2x15+1=31
elde ederiz. Burada durmak zorunda degiliz elbet, is-
tedigimiz kadar gidebiliriz. On adimda f;y’u, yiiz
adimda f(o’i, bin adimda f{ygg’t hesaplayabiliriz.
En 6nemlisi, 64 adimda f¢4’ti hesaplayip kiyametin
asag1 yukari ne zaman kopacagini tahmin edebiliriz!
Brahma rahiplerinin saniyede bir hamle yaptiklarini
ve hi¢ sasirmadiklarini varsayarsak, evrenin bilinen
yaginin beg kati bulunur! Demek ki Brahma 64 yeri-
ne 62 teker koysaydi, bugiin tahmin edilen kiyamet
tarihi bulunacakti asag1 yukari, tuhaf bir tesadiif!

Her sey iyi giizel de, f1goo’1 bin adimda degil,
bir adimda hesaplamak istiyorum! Isim giiciim var,
acelem var, bin tane hesap yapmak istemiyorum.
Bir bagka deyisle f, icin sadece n’ye bagimli bir
formiil bulmak istiyorum.

Yukarda buldugumuz f1, f5, f3, f4, f5 sayila-
rina 1 ekleyelim, bakalim n’olacak:

fi1+1=1+1=2
fr+1=3+1=4
f3+1=7+1=8
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fa+1=15+1=16
fs+1=31+1=32
elde ederiz. Bunlarin 2’nin katlari oldugu dikkatini-
zi celbetmistir herhalde:

fr+e1=2=21
fre1=4=22
f3+1=8=23

fa+1=16 =24

fs+1=32 =25,
Bu kadar da rastlanti olamaz! Burada bir teorem
olmali! Galiba,

fn+1=2"
denklemi dogru... Bu son esitligi kanitlayalim.
Bildigimiz
fui1=2fn+1
denkleminin her iki tarafina da 1 ekleyelim:
fn+l+1:2fn+2=2(fn+l)
elde ederiz; yani eger, f, + 1 yerine g, dersek,
8n+l = 28y

denklemini elde etmis oluruz. gy = f; +1=1+1=
2 oldugundan, g, = 2g, formiliinde sirayla n =
1, 2, 3, 4 alarak,

gr=2=2

& =2xg =2x21=22

g3=2x%xgy=2x22=23

g4=2xg3=2x23=24

gs=2xg4=2x24=25
buluruz. Bunlar zaten bildigimiz sonuglardi, ama
olsun, bir defa daha bulduk ve bir defa daha bula-
rak gercekten ikna olduk: Her g, bir 6ncekinin iki
kati oldugundan ve g; = 21 oldugundan, g, gercek-
ten 27 olmali.

Olmali ama matematikte icinde “olmali” sdzu
gecen kanitlar gecerli degildir. Dogrulugu apacik
belli olan bu esitligin daha matematiksel bir kani-
tin1 verelim.

Amacimiz, g, = 27 esitligini kanitlamak. Bu
esitlige ¢,, diyelim:

€,:8,=2"
Once bir¢ok 6grencinin kacirdigi bir noktaya acik-
ik getirelim: Eger, ¢,,, g,, = 27 ise, 0 zaman

&1 g =24
€ & =22
45 ¢ Z4s =2%,
dir. Bu kolay. Bunun gibi,
€n * 88m = 2m’
ek g =24
€ a =2\
€nel ¢ 8n+l = 2n+1,
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€ns2 ¢ 8na2 = 2n+2,
€1 8n-17 271,
€ ¢ &n =22,
Eey © Ssey =28

dir; g, = 2" esitliginde her 7 yerine ne gerekiyorsa
o simge konur,

g, esitligini once 7 = 1 i¢in kanitlamaliyiz, ya-
ni g, yani g; = 21 esitligini kanitlamaliyiz, ki bu-
nu biliyoruz:

g1:f1+1:1+1:2:21.

Ardindan, esitligin # icin dogru oldugunu varsayip
(tiimevarim varsayvmi) ayn esitligi 7 + 1 icin kanit-
lamaliyiz, yani ¢, esitligini varsayip ¢,,q esitligini
kanitlamaliyiz, ¢inkti 0 zaman g esitligini bildigi-
mizden ¢, esitliginin de dogru oldugunu anlariz,
ama o zaman ¢3 esitligi de dogru olur, ve g4 esitligi
de... Her 7 pozitif tamsayisi igin ¢,, esitliginin dog-
rulugu anlagilmisg olur.

Bu tiir kanita tiimevarimla kanit denir. Ttime-
varimla kanitin gecerli bir kanit yontemi oldugu-
nu MD-2003-IV sayimizda kanitlamistik (sayfa
48-49).

Merdiven Nasil Cikilir?
(Timevarimia!)

Graham, Knuth ve Patashnik’in kitabinda soyle
bir benzetme yapiliyor: Tiumevarimla kanit
merdivenden ¢ikmayi 6grenmek gibidir. Merdi-
vene adimini atmay1 6grenmek gerekir her sey-
den once. Ardindan, her basamaktan bir sonra-
ki basamaga nasil cikilacagi 6grenilmeli. Iste
merdiven ¢ikmak bu kadar basittir!

Daha genel olarak, timevarimla kanit tamsa-
yilarla ilgili bir 6nermeyi 6nce 7 gibi bir tamsay:
icin kanitlar (yukarda ny = 1 idi), ardindan 6ner-
menin 7 i¢in dogru oldugunu varsayip # + 1 igin
kanitlar. Boylece 6nermenin,

o

ng+ 1

ng+1+1

ng+1+1+1
gibi sayilar i¢in, yani n ve ny’dan buiyiik her tam-
say1 i¢in dogru oldugu anlagilir.

Simdi ¢, yani g,, = 27 esitligini varsayip, €,,,1,
yani g,,,1 = 2! esitligini kanitlayalim. Bunun icin,
daha once buldugumuz g, ile g,.; arasindaki su
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iligkiyi kullanacagiz: g, = 2g,,- Bu iliskiden ve g,
= 27 esitliginden g,,,1 = 2"*1 esitligi hemen cikar:
8ni1 =28,=2x2"= 2n+l,

Bu kadar basit!

Amacimiz g,’yi degil, f,’yi bulmakti. Tanim
geregi g, = f,, + 1 oldugundan,

fn:gn_lzzn _1

bulunur.

Sonug: 7 tekerli Hanoi Kuleleri problemi en az
27 — 1 adimda ¢oziilebilir. Tepe tepe kullanin!

II. Ikinci Oyun: Parcalayan Dogrular. Bir dog-
ru diizlemi iki bolgeye parcalar. Iste!

diger taraf

bir taraf

Paralel olmayan iki dogru asagidaki sekilde
goriildiigii gibi duzlemi dort parcaya boler.

diger taraf

bir taraf obiir taraf

diger obiir taraf

Uciincii bir dogru daha cizersek, eger iigiincii
dogru ilk iki dogrunun kesisiminden ge¢mezse ve
daha onceki iki dogrudan birine paralel degilse,
diizlem yediye parcalanir:

2

Dordiinct bir dogru, eger ilk ii¢c dogrunun be-
lirledigi kesisimlerden gegmezse ve ilk ti¢ dogrudan
birine paralel degilse diizlemi 11 parcaya boler.

Ya 7 dogru bir duzlemi en fazla kac parcaya
ayirir? Yapacagimizi ve matematigi dogru deger-
lendirmek i¢in bu soruyla bes on dakika ilgilenin.
Pek kolay olmadigini goreceksiniz.

Ya 50 dogru bir diizlemi kag¢ parcaya ayirir?
Kaleme kagida sarilip dogru ¢izmenizi 6nermem!
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Baklayr agzimizdan cikaralim: 7 tane dogru
diizlemi en fazla kag parcaya boler? Bu sayiya B,
diyelim. Bj = 1 (hi¢ dogru yoksa diizlem eskisi gi-
bi tek parga kalir!) By = 2, B = 4, B3 = 7 esitlikle-
rini biliyoruz. Sira digerlerini bulmaya geldi!

Oyun moyun yok ama olsun... Bu da bir cesit
tek kisilik oyun sayilir.

Her dogru eski duizlemlerin her birini en fazla
iki pargaya bolebilir. Demek ki B,,,; <2B,. Ama n
= 2 oldugunda gorildugi gibi esitlik her zaman ge-
cerli degil, bu kez igimiz biraz daha zor.

Gene biraz digiinecegiz... Cizilen her yeni dog-
ru, kestigi dogru sayisindan bir fazla kadar alam
ikiye boler, 6rnegin eger yeni ¢izilen dogru 4 dogru-
yu kesmigse, bu yeni dogru
beg alani ikiye bolip bu
- beg alani on alan yapmus
demektir; bu soyledigimi-

zin dogrulugu yandaki se-
kilden anlagilmali. Dolayisiyla # + 1’inci dogruyu
diger tim 7z dogruyu kesecek bi¢imde ¢izersek, ki
cizebiliriz elbet, alan sayisin1 # + 1 artirmis oluruz.
Bundan da,

B =
esitligi ¢ikar. Simdi B = 1 esitliginden hareketle,

B,+n+1

yeterince zaman verilmisse her B,’yi bulabiliriz:

By=1

Bi=By+1=2
B,=B{+2=4
B3=B,+3=7

By=By+4=11
Bs=B,+5=16
Bg=Bs+6=22
By=Bg+7=29
Boylece ilk sorumuzu yanitlamig olduk: Yedi dog-
ruyla diizlem en fazla 29 alana bolinebilir. Ama
daha ikinci sorumuza yanit verecek durumda degi-
liz daha, 50 dogruyla duzlemi kag parcaya ayiraca-
gimizi bulmak igin bu iglemlerden tam 50 tane
yapmaliyiz. Oysa bizim isimiz glicimiiz var!
Yukardaki listeyi 0’dan 7’ye kadar yazacagi-
miza 0’dan #’ye kadar (kacsa o n!) yazalim:

By =

By =By +1
B, =By +2
B; =B, +3
B, 1=B,,+n-1
B, =B, +n
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ve esitligin her iki tarafini da toplayalim. Sol taraf-
ta By’dan B,’ye kadar olan sayilarin toplamlarim
buluruz. Sag tarafta By’dan B,,_;’ye kadar olan sa-
yilarin toplamlari beliriyor, bunun diginda bir de 1
ve 1’den n’ye kadar olan sayilarin toplamlari var.
By’dan B,,_;’e kadar olan sayilar her iki tarafta da
belirdiginden, bunlar sadelesirler, yani yok olurlar
ve geriye,
B,=1+(1+2+..+n)
kalir. Ne guzel! Simdi, sagdaki
1+2+...+mn
toplamimi bulmaliyiz. Gauss’un anasinin karnin-
dayken buldugu rivayet edilen bu toplamin ne ol-
dugunu herhalde herkes biliyordur ve bize de bu
toplamin
n(n+1)/2
oldugunu kanitlamaktan gina geldi! Zaten MD-
2004-1, sayfa 68-69°da kanitlanmigti
1+2+...+n=nn+l)2
esitligi... Bu esitligin timevarimla kanitim1 okura
aligtirma olarak birakiyoruz. Demek ki
B, =1+ n(n+1)/2 = (n? + n +2)/2.
Simdi artik ikinci sorumuza yamit verebiliriz, 50
dogruyla bir diizlemi,
(502 + 50 + 2)/2 =2552/2 = 1276
parcaya ayirabiliriz.

Alistirmalar.
1. n tane dogru bir daireyi en fazla kag parga-
ya ayurir?
2. n tane bir yerinden
kirik dogruyla diizlem en
fazla kag pargaya ayrilir?
3. n tane dogru iki (es ya
da degil) teget daireyi en fazla kag pargaya ayirir?

M1 Ugiincii Oyun: Josephus Problemi

Flavius Josephus’un ilging yasamoykiusiini
bir sonraki sayfada okuyabilirsiniz. Belli ki, zeki,
isini bilen, havayi iyi koklayan, rizgarin hangi
yonden esecegini dogru kestirebilen biriymis. Jo-
sephus sayesinde matematik diinyas: su problem-
le tanigmusgtir:
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» 1 41 kisi bir daire
seklinde diziliyorlar.

11 Herhangi birinden
baglanarak  kigiler
1’den 41’e kadar nu-

maralandiriliyorlar.

10

Sonra birinciden iti-
baren saymaya basla-

niyor ve her ti¢ kigi-
den biri oyundan ve
daireden cikiyor... Son kalan kazaniyor. Oyunu
kazanmak i¢in kaginci kigi olmak gerekir?

Bu soruyu elbette sadece 41 oyuncu igin degil,
herhangi bir 7 sayida oyuncu icin sorabiliriz, 6rne-
gin eger 12 kisiyle baslarsak, yukardaki sekilden de
gortilecegi tizere 10’uncu kisi oyunu kazanir. (Say-
maya 1’den baglaniyor: 1-2-3 ve tgilinct kisi oyun-
dan ¢ikiyor; 4-5-6 ve 6’nc1 kisi oyundan ¢ikiyor, vs.)

Saymaya baskasindan baglarsak sonug degise-
bilir. Yan stitunda buna 6rnek verdik.

Her ii¢ kigiden biri oyundan ¢ikacagina her p
kisiden biri oyundan ¢ikarsa (p, n’den biyuk de
olabilir), oyun daha da genellesmis olur.

12 oyuncuyla ve her ti¢ oyuncudan birinin ¢iktig
oyunda, ilk olarak 4’tincti oyuncu ¢ikarsa oyunu
11’nci oyuncu kazanir. Ilk olarak 1’inci oyuncu
¢ikarsa oyunu 8’inci oyuncu kazanir.

Biz burada »’yi herhangi bir say1 olarak alaca-
g1z ama p’yi 2 sececegiz: Her iki kisiden biri oyun-
dan cikacak. Once 2 numara, sonra varsa 4, 6, 8
numaralar ¢ikacak vs.

Birka¢ denemeyle baglayalim (J(#), oyunu ka-
zananin numarasi olsun):

n=2 3 4 5 6 7 8§ 9 10 11 12

Jm=13 1 3 5 7 1 3 5§ 7 9
Kazananin hep tek numara olmasi o kadar sagirti-
c1 olmamali, ne de olsa birinci turda cift sayilar ele-
niyorlar ve geriye sadece tek sayilar kaliyor. Bu
oyunu genel olarak kimin kazandigini bulacagz.

Flavius Josephus (MS 37 - ~100)

miug, daha sonra Roma’ya karsi savagan bir

generale doniigmis, hayatta kalabilmesi icin
bir ara peygamber olmak zorunda kalmis ve daha
sonra tarihgilikle istigal etmis ilging bir
kisiliktir. Caginin tek Yahudi tarihgisi
olarak bilinir.

Yahudilerin acimasizca vergilen-
dirilmesi ve yoksullagmasi sonucu hal-
kin ayaklanmasiyla baglayan Ro-
ma’yla Roma isgali altindaki Yahudi
Kralligr’nin savaginda (MS 66-70) Ga-
lilee bolgesini Romali general Vespasi-
an’a karsi korumaya caligmistir. (Bu-
rada ilging bir parantez agalim: Ves-
pasian, yagh ama gecmiste bir¢ok za-
fere imza atan bir Roma generaliydi.
Roma imparatoru Nero’nun bir konserinde uyu-
yakaldigi i¢in maagi kesilmis ve gozden diigmus-
tii! Ancak savasin kotiiye gitmesi, Nero’yu konse-
rinde uyuyakalan generali tekrar goreve cagirma-
ya mecbur birakmigtir.) Josephus direnmede ba-
sarili olamayinca, goztini budaktan sakinmayan

Flavius Josephus hayata filozof olarak basla-

40 savasciyla birlikte bir magaraya siginmustir.
Josephus’un kargi koymasina kargin, digerleri Ro-
malilara teslim olmaktansa intihar etmeyi yegle-
miglerdir. Bunun iizerine Josephus su intihar bigi-
mini 6nermis: 41 kisi bir daire seklin-
de dizilecek ve kimse kalmayincaya
kadar her ii¢ kisiden biri kendini ol-
diirecek... Josephus kendisini hayatta
kalan en son kisi kalacak bi¢iminde
yerlestirmig(mis...) sonra da gidip Ro-
ma generali Vespasian’a teslim
olmugtur. Josephus, generalin impa-
rator olacagi kehanetinde bulunmasi
i sayesinde carmiha gerilmekten kurtul-
mugtur. Generalin kendi yasindaki
ogluyla siki fiki olmasi sayesinde ha-
" pisten de kurtulmus ve hele kehaneti
gerceklestiginde (MS 69) daha da goze girip
yasamini Yahudi kiiltiiriinti Romalilara ve Roma
kiltiriini Yahudilere aktarmaya adamigtir. MS
98’de Vespasian’in silalesi imparatorluktan ati-
linca gozden diigmiistir. Nasil ve ne zaman 6ldi-
gu bilinmemektedir.
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Eger Cift Sayida Oyuncu Varsa. Oyuncu sayi-
sina 27 diyelim. Ilk » seferde 2, 4, ..., 2z numara-
lar elenecek ve geriye sadece # tane tek numara ka-
lacak ve o andan itibaren ayni oyun 2# yerine n
oyuncuyla yeniden oynanacak. Bu yeni oyunda es-
ki 1 numarali oyuncu gene 1 numara olacak, ama
digerlerinin numarasi degisecek: eski 3 numara 2
numara, eski 5 numara 3 numara, eski 7 numara 3
numara olacak... Genel olarak eski 2k — 1 numa-
rali oyuncu yeni oyunda k numara olacak. Demek
ki bu yeni # kisilik oyunu k& numarali oyuncu ka-
zaniyorsa, 2# kigilik oyunu 2k — 1 numarali oyun-
cu kazanir. Dolayisiyla,

J@2n) =2](n) -
esitligi gegerlidir. Ornegin,
J2) =2](1)-1 =2-1 =1
J4) =2J2)-1 =2-1 =1
J6) =2](3)-1 =6-1 =5
J8) =2J4) -1 =2-1 =1
J(20)=2J(10) -1=10-1=9
J(40)= 2J(20) — 1= 18 — 1= 17

Eger Tek Sayida Oyuncu Varsa. Oyuncu sayi-
2n
ve 1 numarali oyuncular bu sirayla elenirler ve ge-

sina bu kez 2n7+1 diyelim. O zaman 2, 4, 6, ...,

riye n tane oyuncu kalir. Bu # oyuncu gene ayni
oyunu oynayacaklar ama bu yeni oyunda da oyun-
cularin numaralar1 degisir. Ilk oyunda 3 numara
bu yeni oyunda 1 numara olur, eski 5 numara 2
Ge-
nel olarak eski oyunda 2k + 1 numarali olan oyun-

numara olur, eski 7 numara 3 numara olur...

cu yeni oyunda k numaral oyuncu olur. Demek ki,
J2n+1) = 2](n)
Boylece oyunun analizi nerdeyse tamamlandi:
J(1) =1,
J2n)  =2](n)
J2n+1) = 2](n)

Artik istedigimiz 7 saylsmdan baglayarak J(1)e
kadar geri gidebilir ve J(n)’yi bulabiliriz. Ornegin,
J19)=2]J(9) + 1 =2(2J(4) + 1) + 1 = 7.

Yalniz buldugunuz yontem pek pratik degil.
J(10.000)’i bu yontemle hesaplamak epey megak-
katli. bir formiil bulalim. Ilk
olarak buldugumuz ilk birka¢ | degeri yazip bu

Genel ve “kapali”
degerlere alic1 gozle bakalim:

n(l|2 3|45 6 7|8 910111213 14 15|16
Jm|13/1357/135 7 91113151
Belli bir diizen oldugu belli. 2°dan 2k+1 — 1’¢ ka-
2k+1 _ 1 di-

dar olan sayilar igin J degeri 1, 3, 5, ...,

23

ye degisiyor.

Formiili tahmin etmek ic¢in [’nin 8’den 15’¢
kadar olan sayilarda aldigi degerleri bir liste
halinde yazalim:

J(8)=J23+0)= 1=2x04+1,
J9)=J23+1)= 3=2x14+1,
J10)=J23+2)= §=2x2+1,
JA1) =J23+3)= 7=2x3+1,
JA2)=J23 +4)= 9=2x4+1,
JA3)=J23+5) =11 =2x 5+ 1,
J14)=J(23+6)=13 =2 x 6 + 1,
JAS) =J23+7) =15 =2 x 7 + 1.

Demek ki tahminimiz, eger m >0 ve 0 < | < 27 ise
J2m+ 1) =21+ 1
olmali.

Bu esitligi de tiimevarimla kanitlayacagiz, ama
bu kez bir degil, 1 ve m diye adlandirdigimiz iki
tamsayiyla ilgili bir esitligimiz var. Biz m tizerine
timevarim yapacagiz.

Once m = 0 durumunu kanitlayalim. (Merdi-
venin birinci adimi.) Bu durumda | ancak 0 olabi-
lir, ciinkii 0 < 1 < 20 =
Demek ki, J(20 + 0) =
maliyiz, yani J(1) = 1 esitligini, ki bunu biliyoruz.

1 esitsizlikleri saglanmall.
2 x 0 + 1 esitligini kanitla-

Simdi merdivenin m-inci basamaginda oldugu-
muzu varsayip bir sonraki 7 + 1’inci basamaga na-
sil gikacagimizi gorelim. Her 0 < I < 271 esitsizli-
gini saglayan | i¢in

JRm 1) =21+1
esitligini varsayip (buna tiimevarum varsayum de-
nir), eger 0 < 1 < 27 ise

Jml o) =21+ 1
esitligini kanitlayalim. Eger | ¢iftse, 1 = 2k yazip
hesaplayalim:

JmL 1) = [ 1 2k) = J2(27 + k)
=2J2m + k) —1=22k+1) -1
=2(1+1)-1=21+1.

(Birinci esitlik 1 = 2k’den, tglinci esitlik yukarda
buldugumuz J(2#n) = 2](n
Dordincii esitlik tiimevarim varsaymmudir. Gerisi

) — 1 esitliginden ¢ikar.

hesap.) Simdi de I’'nin tek oldugunu varsayip 1 =
2k + 1 yazalim ve hesaplayalim:
J2m 4 )= J2m+ 4 2k + 1) = J(227 + k)+1)
=2J2m + k) + 1 =22k +1) + 1
=21+ 1.
(Birinci esitlik I = 2k + 1’den, ti¢tinci esitlik yukar-
2J(n)

gikar. Dordincu esitlik timevarim varsaymudir.

da buldugumuz J(2n + 1) = + 1 esitliginden

Gerisi hesap. #



