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Bu yaz›da ö¤renece¤imiz fley

o kadar ama o kadar önemlidir ki,

e¤er bu fley olmam›fl olsayd› bu yaz› bile olmazd›.

(Muhteflem bir girifl oldu.)

x + y teriminin güçlerinin aç›l›mlar›na bakal›m:

(x + y)0 = 1

(x + y)1 = x + y

(x + y)2 = x2 + 2xy + y2

(x + y)3 = x3 + 3x2y + 3xy2 + y3

(x + y)4 = x4 + 4x3y + 6x2y2 + 4xy3 + y4

(x + y)5 = x5 + 5x4y +10x3y2 +10x2y3 + 5xy4 + y5

Bu çarp›mlar› elle yapmak pek o kadar kolay

de¤il, baya¤› bir zaman al›r. Biz bu yaz›da çarp›m-

lar› daha kolay bulmaya yarayan bir yöntem bul-

maya çal›flaca¤›z. Bakal›m bulabilecek miyiz? Söz-

gelimi (x + y)15 teriminin aç›l›m›n› oldukça h›zl› bir

biçimde bulabilir miyiz? (Heyecan had seviyede.)

Belli ki (x + y)15 teriminin aç›l›m›nda,

x15, x14y, x13y2, ..., x6y9, x5y10, ..., xy15, y15

monomlar› olacak, yani i + j = 15 eflitli¤ini sa¤la-

yan i ve j do¤al say›lar› için

xiyj

biçiminde yaz›lan monomlar olacak, bu kolay,

önemli olan bu monomlar›n katsay›lar›n› hesapla-

yabilmek. (Anlafl›lm›flt›r herhalde: xiyj biçiminde

yaz›lan terimlere monom denir.)

Yukarda buldu¤umuz katsay›lar› ve fazlas›n›

altalta yazal›m:

1

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1

1 6 15 20 15 6 1

1 7 21 35 35 21 7 1

1 8 28 56 70 56 28 8 1

1 9 36 84 126 126 84 36 9 1

Ad›na Pascal üçgeni denilen bu üçgen nas›l

oluflturuluyor? Dikkat ederseniz, üçgenin her say›-

s› bir üstündeki ve bir üstündekinin hemen solun-

dakini say›lar›n toplam›. Örne¤in, en alt sat›rdaki

84 say›s› bir üst sat›rdaki 28 ile 56’n›n toplam›d›r.

Bu üçgene bakarak (x + y)9 teriminin aç›l›m›n›

uzun uzun hesaplara giriflmeden bulabiliriz:

(x + y)9 = x9 + 9x8y + 36x7y2 + 84x6y3

+ 126x5y4 + 126x4y5 + 84x3y6

+ 36x2y7 + 9xy8 + y9.

fiimdi monomlar›n önündeki say›lar›n neye eflit

olduklar›n› bulal›m. (x + y)n teriminin aç›l›m›nda

kaç tane xiyj monomu belirdi¤ini hesaplamak isti-

yoruz. (x + y)n terimini açarken, x + y’yi kendisiy-

le n kez çarp›yoruz, yani

(x + y)(x + y)(x + y) .. (x + y)(x + y)

ifllemini yap›yoruz. Kendimizi çarp›m› yap›yormufl

gibi düflleyelim. Çarp›m ifllemine giriflti¤imizde so-

nuç olarak yapt›¤›m›z fley, yukardaki her parantez-

den x ve y’den birini seçmek ve seçtiklerimizi bir-

birleriyle çarpmak. Olas› tüm seçimleri yapt›¤›m›z›

da unutmayal›m. Sözgelimi her parantezden x se-

çersek, bu x’leri çarparak xn monomunu buluruz.

Biri d›fl›nda her parantezden x seçersek, x’i n−1

kez, y’yi de bir kez seçmifl olur ve bu seçimlerinizi

çarparak xn−1y monomunu buluruz. ‹kisi d›fl›nda

her parantezden x seçersek xn−2y2 monomunu bu-

luruz. E¤er x’i i kez seçerseniz, y’yi mecburen n−i

kez seçmifl olur ve çarp›m olarak xiyn−i monomu-

nu buluruz. Demek ki (x + y)n teriminin aç›l›mda

kaç tane xiyj monomu belirdi¤ini hesaplamak için

n parantez aras›ndan kaç de¤iflik biçimde i’yi seçe-

bilece¤imizi hesaplamam›z gerekiyor. Toplam n

parantez var ve bu n tane parantezden (x ve y ara-

s›ndan x’i seçece¤imiz) i tanesini seçece¤iz. Toplam

kaç seçimimiz oldu¤unu geçen yaz›m›zda görmüfl-

tük: Böyle bir seçimi 

de¤iflik biçimde yapabiliriz. Demek ki, sözgelimi,

Kapak Konusu: Sayma

Binom Katsay›lar›
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yani (“6 seç i” hesaplar›n› yaparak, yukardaki üç-

gene bakarak de¤il!)

Daha genel olarak,

eflitli¤i, yani,

eflitli¤i geçerlidir. n − i yerine i yazarsak, bu toplam,

biçimini al›r. Böylece, (x + y)n teriminin aç›l›m›n-

daki monomlar›n katsay›lar›n› bulmufl olduk.

Yukardaki eflitlikten dolay›, “n seç i” say›lar›-

na binom katsay›lar› ad› verilir.

E¤er x ve y’ye çeflitli de¤erler verirsek, binom

katsay›lar› aras›nda ilginç eflitlikler buluruz. Örne-

¤in x = y = 1 al›rsak,

eflitli¤i bulunur. Bu eflitlik baflka türlü de kan›tla-

n›r: n elemanl› kümenin altküme say›s› bir yandan

2n’dir, öte yandan i elemanl› altküme say›s› “n seç

i” say›s› oldu¤undan altküme say›s› “n seç i”lerin

toplam›d›r.

E¤er x = −1, y = 1 al›rsak,

buluruz, ki bu eflitlik de aynen, bir kümenin çift sa-

y›da eleman› olan altküme say›s›n›n, tek say›da ele-

man› olan altküme say›s›na eflit oldu¤unu söyler.

x = 2, y = −3 al›narak bulunacak tuhaf eflitlik-

leri bulmay› okura b›rak›yoruz. Ayr›ca y yerine −y

alarak, 

türden eflitlikler de bulunabilir.

Pascal üçgenindeki her say›n›n bir üstteki ve

onun hemen solundaki say›n›n toplam› oldu¤unu

söylemifltik. Binom katsay›lar› olarak ifade edildi-

¤inde, bu, her 1 ≤ i < n için,

anlam›na gelir. Bu eflitli¤i hemen kan›tlayal›m:

Pascal üçgeninin daha binlerce özelli¤i vard›r.

Örne¤in, Pascal üçgeninden flöyle bir alt›gen ala-

l›m:

Dikkatli okur mutlaka,

35 × 28 × 126 = 21 × 70 × 84

eflitli¤inin fark›na varm›flt›r. (Çok komikti bu!) Bu-

na benzer eflitlik bu türden seçilmifl tüm alt›genler

için do¤rudur, yani her 1 ≤ i < n için,

fiimdi beklenmedik bir fley yapaca¤›z. i-inci bi-

nom katsay›s›na bir daha bakal›m:

Eflitli¤in en sa¤›na bakarsak, “n seç i”yi de¤iflkeni

n olan bir polinom olarak görebilece¤imizi görü-

rüz! Nitekim n yerine X koyarsak, her i do¤al sa-

y›s› için,

polinomunu tan›mlam›fl oluruz. Bu polinomda X

yerine i’den büyük bir n tamsay›s› koydu¤umuzda,

eski binom katsay›lar›n› tekrar buluruz. Bu polino-

mun derecesinin i oldu¤una ve katsay›lar›n›n kesir-

li say›lar oldu¤una dikkatinizi çekerim. fiimdi soru

flu: Daha önce kan›tlad›¤›m›z

eflitli¤i acaba polinomlar için geçerli mi, yani,

eflitli¤i do¤ru mu? Evet. Çünkü bu eflitli¤in iki tara-

f›nda birer polinom var ve bu polinomlar sonsuz ta-

ne do¤al say› için (i’den büyük her n do¤al say›s›n-

da) ayn› de¤erleri al›yorlar; bu koflulda iki polinom

birbirine eflittir. Nitekim, e¤er sonsuz tane x say›s›
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için p(X) ve q(X) polinomlar› ayn› de¤eri al›yorsa,

o zaman p(X) − q(X) polinomu sonsuz tane x say›-

s› için 0 de¤erini al›r, ama s›f›r polinomu olmayan

her polinom ancak derecesi kadar x için 0 de¤erini

alabilir (MD-2004-II, sayfa 29, Sonuç 4); demek ki

p(X) − q(X) = 0 ve p(X) = q(X). Dolay›s›yla,

eflitli¤i geçerlidir. Bundan da her r gerçel say›s›

için,

eflitli¤i geçerlidir! Hatta ayn› eflitlik her r karmafl›k

say› için de geçerlidir.

Hofl bir fley yapt›k: Do¤al say›lar için geçerli

olan bir eflitli¤i tüm gerçel say›lara genellefltirdik.

San›r›m okur yukardaki yöntemin genel bir yön-

tem oldu¤unu anlam›flt›r. Tamamen ayn› yöntem-

le, her r gerçel (ya da karmafl›k) say›s› için,

eflitli¤inin geçerli oldu¤unu okur kan›tlayabilir.

Asala Bölünme. Binom katsay›lar›n›n çok

önemli bir baflka özelli¤ine geçelim:

Teorem. E¤er p bir asal, n > 0 bir do¤al say› ve

i = 1, 2, ..., pn − 1 ise, 

say›s› p’ye bölünür. Dolay›s›yla her x, y do¤al sa-

y›s› için, (x + y)p
n ≡ xpn

+ ypn
(mod p).

Kan›t: Teoremi önce n = 1 oldu¤u durumda

kan›tlayal›m. Bunun için

eflitli¤ine dikkatlice bakmak yeterli: i ve p−i say›la-

r› p’den küçük olduklar›ndan, paydada, paydaki

p’yi sadelefltirecek bir p bulunmaz. Do›lay›s›yla p,

“p seç i” say›s›n› böler.

fiimdi teoremin n için do¤ru oldu¤unu varsay›p

n + 1 için kan›tlayal›m. Teoremin n için do¤ru ol-

du¤unu varsayd›¤›m›zdan, (Z/pZ)[X] halkas›nda,

(X + 1)p
n

= Xpn
+ 1

ve teoremi n = 1 için kan›tlad›¤›m›zdan, her ƒ(X) ∈
(Z/pZ)[X] için,

(ƒ(X) + 1)p = ƒ(X)p + 1.

eflitlikleri geçerlidir.

Bu iki bilgiden teoremin n + 1 için do¤ru oldu-

¤u ç›kacak. (Z/pZ)[X] halkas›nda hesaplayal›m:

(X + 1)p
n+1

= ((X + 1)p
n
)p = (Xpn

+ 1)p

= (Xpn
)p + 1 = Xpn+1

+ 1.

Öte yandan,

Son iki eflitlikten, i = 1, 2, ..., pn+1 − 1 için, p’nin

say›s›n› böldü¤ü ç›kar. ♠

Al›flt›rmalar

1. “n seç i” say›lar›n› en

büyük yapan i’yi bulun.

2. (X + Y + Z)n polino-

munda XiYjZk teriminin kat-

say›s›n› hesaplay›n. (Burada, 

i + j + k = n.)
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Bir Asal n!’i Kaç Böler?
p bir asal say› olsun. p’nin n! say›s›n› bölen en

büyük gücünü hesaplayal›m, yani p’nin pk gücü-

nün n!’i böldü¤ü ama pk+1’nin bölmedi¤i k say›-

s›n› bulal›m. Bu k say›s› valp(n!) olarak gösterilir.

n! = 1 × 2 × ... × n oldu¤undan, p’nin n’den

küçükeflit say›lar› kaç kez böldü¤ünü hesaplay›p

bunlar› toplamal›y›z.

n’den küçükeflit ve p’ye bölünen [n/p] tane

say› vard›r: p, 2p, 3p, ..., [n/p]p; çünkü p’nin ka-

t› olan bir sonraki say› n’den büyüktür ve dola-

y›s›yla n’yi bölemez. (Burada [n/p], n/p’nin tam

k›sm›d›r, yani [n/p] ≤ n/p < [n/p] + 1 eflitsizlikle-

rini sa¤layan do¤al say›d›r.)

p’nin [n/p] tane olan katlar›n› sayarsak p2’yi

ve çarp›mlar›n› n’yi bir kez bölüyormufl gibi he-

saplar›z ve hesab›m›z eksik kal›r. Dolay›s›yla

n’yi bölen p2’nin katlar›n› da saymal›y›z.

Bunlardan da [n/p2] tane var. Böylece [n/p] +

[n/p2], n’den küçükeflit ve p ya da p2’ye tam

bölünen say›lar›n say›s›d›r. Ama daha p3’e bölü-

nenler var... Sonuç olarak,

valp(n!) = [n/p] + [n/p2] + [n/p3] + [n/p4] + ...

d›r, yani pvalp(n!) say›s› n!’i böler ama pvalp(n!)+1

say›s› n!’i bölmez.


