Binom Katsayilari

Uger Beser

Bu yazida ogrenecegimiz sey
o kadar ama o kadar ¢nemlidir ki,
eger bu sey olmamis olsaydi bu yazi bile olmazdi.
(Muhtesem bir giris oldu.)
x + y teriminin gliclerinin ag¢ilimlarina bakalim:
x+y)0=1

x+yl=x+ y
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x + )5 = x5+ 5x%y +10x3y2 +10x2y3 + Sxy* + 95
Bu carpimlari elle yapmak pek o kadar kolay

degil, bayagi bir zaman alir. Biz bu yazida ¢arpim-

lar1 daha kolay bulmaya yarayan bir yontem bul-

maya calisacagiz. Bakalim bulabilecek miyiz? Soz-

gelimi (x + y)15 teriminin agilimini oldukga hizl bir

bi¢imde bulabilir miyiz? (Heyecan had seviyede.)
Belli ki (x + y)15 teriminin agiliminda,

XI5, x14y, x13y2 x6y9 xSyl0.  xylS 415
monomlari olacak, yani i +j = 15 esitligini sagla-
yan i ve j dogal sayilari igin

xtyl
bi¢giminde yazilan monomlar olacak, bu kolay,
6nemli olan bu monomlarin katsayilarini hesapla-
yabilmek. (Anlagilmistir herhalde: x’y/ bi¢iminde
yazilan terimlere monom denir.)
Yukarda buldugumuz katsayilari ve fazlasim
altalta yazalim:

1

11

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 1

1 510 10 § 1

1 6 15 20 15 6 1

1 721 35 35 21 7 1
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1 9 36 84126 126 84 36 91

Adina Pascal ii¢geni denilen bu liggen nasil
olusturuluyor? Dikkat ederseniz, tiggenin her sayi-
s1 bir iistiindeki ve bir tistiindekinin hemen solun-
dakini sayilarin toplami. Ornegin, en alt satirdaki
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84 sayisi bir ust satirdaki 28 ile 56’nin toplamudir.

Bu iiggene bakarak (x + y)? teriminin agilimini
uzun uzun hesaplara girismeden bulabiliriz:

(x +y)? = x? + 9x8y + 36x7y2 + 84x6y3
+ 126x5y% + 126x%y5 + 84x3y6
+ 36x2y7 + 9xy8 + 99,

Simdi monomlarin 6niindeki sayilarin neye esit
olduklarini bulalim. (x + y)” teriminin ac¢iliminda
kag tane x’y/ monomu belirdigini hesaplamak isti-
yoruz. (x + y)” terimini agarken, x + y’yi kendisiy-
le 7 kez ¢arpiyoruz, yani

(x +y)x +y)x +y) .. (x +y)(x +)
islemini yapiyoruz. Kendimizi ¢carpimi yapiyormus
gibi dusleyelim. Carpim islemine giristigimizde so-
nug olarak yaptigimiz sey, yukardaki her parantez-
den x ve y’den birini segmek ve sectiklerimizi bir-
birleriyle carpmak. Olasi tim se¢imleri yaptigimizi
da unutmayalim. S6zgelimi her parantezden x se-
cersek, bu x’leri ¢arparak x” monomunu buluruz.
Biri disinda her parantezden x segersek, x’i n—1
kez, y’yi de bir kez se¢cmis olur ve bu segimlerinizi
carparak x”~1y monomunu buluruz. Ikisi disinda
her parantezden x secersek x~2y2 monomunu bu-
luruz. Eger x’i i kez secerseniz, y’yi mecburen #n—i
kez se¢mis olur ve carpim olarak x’y”~i monomu-
nu buluruz. Demek ki (x + y)” teriminin agilimda
kag tane xy/ monomu belirdigini hesaplamak igin
n parantez arasindan kag degisik bicimde #’yi sege-
bilecegimizi hesaplamamiz gerekiyor. Toplam 7
parantez var ve bu » tane parantezden (x ve y ara-
sindan x’i sececegimiz) 7 tanesini sececegiz. Toplam
kag secimimiz oldugunu gecen yazimizda gormiig-
tik: Boyle bir se¢imi

n
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degisik bicimde yapabiliriz. Demek ki, sozgelimi,
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yani (“6 se¢ #” hesaplarini yaparak, yukardaki ti¢-
gene bakarak degil!)
(o + y)6 =x%+ 6x5y + 15x4y2 + 20963')}3

+ 15x2y5 + 6xy5 + y6.
Daha genel olarak,
n
_zjxn—ZyZ

n
(x+y)" =x" +[ jx”_1y+[
n—-1 n

esitligi, yani,

n_ n n n—i_ i

(x+y)" = Zio[n _Z.Jx y
esitligi gegerlidir. 7 — i yerine i yazarsak, bu toplam,
n

(x+y)" = Z;’zo(i ]x

bicimini alir. Boylece, (x + y)” teriminin ag¢ilimin-

i n—i

y

daki monomlarin katsayilarini bulmus olduk.
Yukardaki esitlikten dolay1, “n se¢ i” sayilari-
na binom katsayilar: ad verilir.
Eger x ve y’ye cesitli degerler verirsek, binom

katsayilar1 arasinda ilging esitlikler buluruz. Orne-
gin x = y = 1 alirsak,
n

25>

esitligi bulunur. Bu esitlik bagka turlu de kanitla-
nir: # elemanli kiimenin altkime sayisi bir yandan
27dir, ote yandan 7 elemanl altkiime sayis1 “7 se¢
i” sayist oldugundan altkiime sayis1 “# se¢ i”lerin
toplamudir.

Eger x = -1, y = 1 alirsak,

n i n
o)

buluruz, ki bu esitlik de aynen, bir kimenin cift sa-

=0

yida elemani olan altkiime sayisinin, tek sayida ele-
mani olan altkiime sayisina esit oldugunu soyler.
x = 2, y = =3 alinarak bulunacak tuhaf esitlik-

leri bulmay1 okura birakiyoruz. Ayrica y yerine —y
alarak,
n

(x—y)" = Zizo (_1)n—i[:leiyn—i

turden esitlikler de bulunabilir.

Pascal tggenindeki her sayinin bir ustteki ve
onun hemen solundaki sayinin toplami oldugunu
soylemistik. Binom katsayilari olarak ifade edildi-
ginde, bu, her 1 <i < # icin,

n n-1 n-1
R

anlamina gelir. Bu esitligi hemen kanitlayalim:
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Pascal tiggeninin daha binlerce 6zelligi vardir.
Ornegin, Pascal iicgeninden sdyle bir altigen ala-
lim:

35 21 7

70 28

126 126 84
Dikkatli okur mutlaka,

35 x28 x 126 =21 x 70 x 84
esitliginin farkina varmistir. (Cok komikti bu!) Bu-
na benzer esitlik bu tiirden segilmis tiim altigenler
icin dogrudur, yani her 1 <i < 7 igin,

i ) O o i 80

Simdi beklenmedik bir gey yapacagiz. i-inci bi-
nom katsayisina bir daha bakalim:

n| n nmr-1)..(m-it+])
i) Nm—i) i '

Esitligin en sagina bakarsak, “n se¢ i”yi degiskeni

n olan bir polinom olarak gorebilecegimizi gorii-
riiz! Nitekim 7 yerine X koyarsak, her i dogal sa-

)

polinomunu tanimlamig oluruz. Bu polinomda X

yist i¢in,
X(X-1)....X-i+1)
i

yerine 7’den biiyiik bir # tamsayisi koydugumuzda,
eski binom katsayilarini tekrar buluruz. Bu polino-
mun derecesinin 7 olduguna ve katsayilarinin kesir-
li sayilar olduguna dikkatinizi ¢ekerim. Simdi soru
su: Daha 6nce kamitladigimiz
n n—-1 n—1
G
esitligi acaba polinomlar i¢in gecerli mi, yani,
)
.| = . +| .
i i i-1
esitligi dogru mu? Evet. Cinkii bu esitligin iki tara-
finda birer polinom var ve bu polinomlar sonsuz ta-
ne dogal sayi i¢in (den buyiik her # dogal sayisin-
da) aymi degerleri aliyorlar; bu kosulda iki polinom
birbirine esittir. Nitekim, eger sonsuz tane x sayisi
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i¢in p(X) ve q(X) polinomlart ayni degeri aliyorsa,
o zaman p(X) — g(X) polinomu sonsuz tane x sayi-
st icin O degerini alir, ama sifir polinomu olmayan
her polinom ancak derecesi kadar x i¢in 0 degerini
alabilir (MD-2004-11, sayfa 29, Sonug 4); demek ki
p(X) — q(X) = 0 ve p(X) = q(X). Dolayisiyla,
R
.| = . +| .
i i i-1

esitligi gecerlidir. Bundan da her r gercel sayisi

R

esitligi gecerlidir! Hatta ayni esitlik her » karmagik

icin,

say1 icin de gecerlidir.

Hos bir sey yaptik: Dogal sayilar igin gegerli
olan bir esitligi tiim gercel sayilara genellestirdik.
Sanirim okur yukardaki yontemin genel bir yon-
tem oldugunu anlamigtir. Tamamen ayni yontem-
le, her r gergel (ya da karmagik) sayisi igin,

g pyipy e oe

esitliginin gegerli oldugunu okur kanitlayabilir.

Asala Boliinme. Binom katsayilarinin ¢ok
onemli bir bagka 6zelligine gegelim:

Teorem. Eger p bir asal, n > 0 bir dogal say: ve
i=1,2,..,p"—1ise,

a

sayist p’ye boliiniir. Dolayistyla ber x, y dogal sa-
yist icin, (x + y)P" = x" + y?" (mod p).
Kanit: Teoremi once # = 1 oldugu durumda
kanitlayalim. Bunun i¢in
p!

P_
i) p—i)

esitligine dikkatlice bakmak yeterli: i ve p—i sayila-

r1 p’den kugiik olduklarindan, paydada, paydaki
p’yi sadelestirecek bir p bulunmaz. Doilayisiyla p,
“p se¢ i” sayisini boler.

Simdi teoremin 7 i¢in dogru oldugunu varsayip
n + 1 i¢in kanitlayalim. Teoremin 7 igin dogru ol-
dugunu varsaydigimizdan, (Z/pZ)[X] halkasinda,

(X + 1P = XP" 41
ve teoremi # = 1 i¢in kanitladigimizdan, her f(X) e
(Z/p2)[X] icin,
(FX) + 1) = FX)P + 1.

esitlikleri gecerlidir.
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Bir Asal n!'i Kac Boler?

p bir asal say1 olsun. p’nin 7! sayisini bolen en
bityiik giiciinii hesaplayalim, yani p’nin pk giicii-
niin 7’1 boldiigii ama pk+’nin bolmedigi k sayi-
sin1 bulalim. Bu & sayist val,(n!) olarak gésterilir.

n! =1 x 2 x ... x n oldugundan, p’nin 7’den
kiigikesit sayilar1 kag kez boldiigiinii hesaplayip
bunlari toplamaliyiz.

n’den kugukesit ve p’ye boliinen [n/p] tane
say1 vardir: p, 2p, 3p, ..., [n/p]p; ¢iinkil p’nin ka-
t1 olan bir sonraki say1 #’den buyiiktiir ve dola-
yisiyla #’yi bolemez. (Burada [n/p], n/p’nin tam
kismidir, yani [#/p] < n/p < [#/p] + 1 esitsizlikle-
rini saglayan dogal sayidir.)

p’nin [#/p] tane olan katlarini sayarsak p2’yi
ve ¢arpimlarini #’yi bir kez bolityormus gibi he-
saplariz ve hesabimiz eksik kalir. Dolayisiyla
n’yi bolen pZnin katlarini da saymaliyiz.
Bunlardan da [#/p2] tane var. Boylece [n/p] +
[n/p2], nw’den kiigiikesit ve p ya da p?’ye tam
béliinen sayilarin sayisidir. Ama daha p3’e bolii-
nenler var... Sonug olarak,

valy(n!) = [n/p] + [(n/p?] + [nlp3] + [nlp*] + ...
dir, yani pvale(?!) sayis1 7!’i boler ama pvalp(n!)+1
sayisi 7!’i bolmez.

Bu iki bilgiden teoremin 7 + 1 i¢in dogru oldu-
gu cikacak. (Z/pZ)[X] halkasinda hesaplayalim:
(X + 1)pn+1 = (X + 1)P"P = (XP" + 1)P
= (XP"P 4+ 1= XP" 41,
n+1

. n+1 )
X+ =D [”. ]X’.
i=0 i

Son iki esitlikten, 7 = 1, 2, ..., p”*1 — 1 icin, p’nin

)

sayisint boldiigii cikar. 4
1. “n sec¢ i” sayilarini en

Ote yandan,

—

Aligstirmalar

biiytik yapan #’yi bulun.

2. (X + Y + Z)" polino-
munda X?Y/Zk teriminin kat-
sayisini hesaplayin. (Burada,
i+j+k=n.)



